UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 22. studenog 2017.

Zadatak 1.
(a) (1 bod) Napisite tablicu istinitosti za operaciju konjunkcije.

(b) (2 boda) Dokazite da je
A= (AV B)

tautologija.

(¢) (2 boda) Definirajte parcijalno ureden skup.

Rjesenge.
AB| AAB
11 1
(a) 1 0 0
0 1 0
0 0 0
(b) Dokaz radimo pomocu tablice istinitosti:
AB| AvB |[A= (AVv B)
11 1 1
10 1 1
0 1 1 1
0 0 0 1

Vidimo da je sud A = (A V B) istinit neovisno o A i B, dakle radi se o tautologiji.

(c) Parcijalno ureden skup je uredeni par (X, p) pri ¢emu je X skup, a p C X x X binarna relacija na
X koja je
— refleksivna:  (Vz € X): z p z;
— antisimetricna: (Vz,y € X): (xpy) A(ypz)) =z =1y;
— tranzitivna:  (Vz,y,2€ X): ((xpy) Ay pz))=xp 2.



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 22. studenog 2017.

Zadatak 2.
(a) (2 boda) Rijesite jednadzbu arcsinx = 2r. Odgovor obrazlozite.

(b) (3 boda) Dokazite da za sve realne brojeve z i y vrijedi sh(z + y) = sh(x)ch(y) + ch(z)sh(y).

Rjesenge.
(a) Funkcija arcsin definira se kao inverzna funkcija od restrikcije funkcije sinus na segment [—7, 7]:
arcsin = (sinu,g,g])_l.
Prema tome, slika funkcije arcsin je [-7, 7] pa zaklju¢ujemo da gornja jednadzba nema rjesenja.

(b) Za proizvoljne realne brojeve z,y € R imamo:
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UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 22. studenog 2017.

Zadatak 3. (5 bodova) Zapisite simbolima zadanu tvrdnju te njen obrat, negaciju i obrat po kontrapozi-
ciji. Zapisite zatim rije¢ima sve dobivene tvrdnje. Odredite istinitost svih tvrdnji i obrazlozite Sto tvrdite.
Zadana je sljedeca tvrdnja.

Za svaka dva podskupa skupa cijelih brojeva vrijedi: ako su oba skupa neprazna, onda su oni medusobno
disjunktni skupovi.

Rjesenje. Danu tvrdnju simbolima zapisujemo kao
VA, BCZ)(A#DANB#0)=— AN B =1).

Ova tvrdnja nije istinita. Naime, za A = B = {0} vrijedi AN B = {0} # 0 pa, iako su neprazni, nisu
medusobno disjunktni skupovi.
Obrat dane tvrdnje je

(VA,BCZ)(ANB=0= (A#0AB#0))
ili rije¢ima:

Za svaka dva podskupa skupa cijelih brojeva vrijedi: ako su oni medusobno disjunkini, tada su oba skupa
neprazna.

Ova tvrdnja takoder nije istinita. Naime, za A = () i B = {0} vrijedi AN B =0, no A = (), pa taj skup
nije neprazan.
Obrat po kontrapoziciji dane tvrdnje je

(VA,BCZ)(ANB#0= (A=0Vv B=0))
ili rije¢ima:

Za svaka dva podskupa skupa cijelih brojeva vrijedi: ako oni nisu medusobno disjunktni, tada je barem
jedan od njih prazan skup.

Buducdi da je originalna tvrdnja bila neistinita, onda takav mora biti i obrat po kontrapoziciji.
Negacija dane tvrdnje je

(BA,BCZ)((A#0ANB#0)NANB#0D)
ili rije¢ima:
Postoje dva podskupa skupa cijelih brojeva takva da su oba neprazna te da oni nisu medusobno disjunktni.

Originalna tvrdnja je bila neistinita pa je onda njena negacija istinita.



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 22. studenog 2017.

Zadatak 4. (5 bodova) Nacrtajte Vennove dijagrame za skupove (AU C) N (B\A) i (C U B)\A.
Odredite odnos ta dva skupa. Inkluziju koja vrijedi opcenito dokazite, a za inkluziju koja ne vrijedi
op¢enito pronadite kontraprimjer. Postoji li primjer za koji vrijede i jedna i druga inkluzija? Ako postoji,
navedite ga, a u suprotnom obrazloZite zasto ne postoji.

Rjesenje. Vennovi dijagrami za skupove (AU C) N (B\A) i (C U B) \ A redom izgledaju ovako.

\ < 4

Iz Vennovih dijagrama naslu¢ujemo da je (AUC) N (B\A) C (C'U B)\A te da obratna inkluzija ne
vrijedi opcenito.

Dokazimo navedenu inkluziju. Neka je x € (AUC) N (B\A). Tada je x € AUC te je x € B\A. Iz
x € AUC zakljutujemo da je z € Aili x € C, a iz x € B\A zaklju¢ujemo da x € B, ali x ¢ A. Imamo
dva slucaja:

&

1° Slucaj x € A zapravo nije mogu¢ jer smo dobili da mora vrijediti z ¢ A.
2° Ako je z € C, tada, zbog C C CU B, vrijedi z € CUB, aonda,uzz ¢ A, x € (CUB)\A.

Kona¢no, dobili smo da mora vrijediti z € (C'U B) \Aito zasvakiz € (AUC)N(B\A). Prema tome,
uistinu vrijedi inkluzija (AU C) N (B\A) C (CU B)\A.
Obratna inkluzija ne vrijedi! Uzmimo, primjerice, A =), B = {1} i C' = {2}. Tada vrijedi:

o (AUC)N(B\A) = (DU {2h) N({1}\0) = {2} N {1} =0,
o (CUB)\A= ({2} U{1})\0={1,2}\0 = {1,2}.

Bududi da {1,2} ¢ 0, na ovom posebnom primjeru zakljuéujemo da opéenito ne vrijedi (C'U B)\A C
(BUC)\ (AUC)N (B\A).
Postoji primjeri za koji vrijede i jedna i druga inkluzija! Primjerice, za A =01 B = C' = {1} vrijedi:

o (AUuC)N(B\A) = (DU {1H) N ({1}\0) = {1} n {1} = {1},
e (CUB\A= ({1} U{1})\D={1}\0 = {1}.

Prema tome, u ovom posebnom slucaju to su dva ista skupa.



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 22. studenog 2017.

Zadatak 5. (5 bodova) Na skupu cijelih brojeva Z zadana je relacija p C Z X Z sa
rpy <= 4|2ty

Odredite je li relacija p refleksivna, simetri¢na, tranzitivna, antisimetri¢na. Sve svoje tvrdnje dokazite.
Je li p relacija ekvivalencije? Je li p relacija parcijalnog uredaja? Obrazlozite!

Rjesenje.
e Refleksivnost: za svaki x € Z vrijedi ¢ — 2* = 0, $to je djeljivo s 4. Prema tome, xpz. Buduéi da
to vrijedi za svaki x € Z, relacija p je refleksivna.

e Simetri¢nost: neka su z,y € Z takvi da je zpy; tada vrijedi 4 | 2* — y*. Uocimo da je tada i broj
yt —at = — (2t — y*) djeljiv s 4, iz ¢ega slijedi ypx. Prema tome, relacija p je simetri¢na.

e Neka su z,y, 2z € Z takvi da vrijedi zpy i ypz. Tada vrijedi 4 | 2* —y* i 4 | y* — 2*. Uocimo da je
tada i broj #* — 2% = (2% — y*) + (y* — 2*) djeljiv s 4 kao zbroj dva broja djeljiv s 4. Prema tome, p
je tranzitivna relacija.

e Relacija p nije antisimetri¢na! Primjerice, brojevi 4* — 0% = 4% i 0* — 4* = —4* su djeljivi brojem 4,
iz Cega slijedi 0p4 i 4p0. Medutim, 0 # 4.

Relacija p je relacija ekvivalencije budué¢i da je ona refleksivna, simeteri¢na i tranzitivna. No, to nije
relacija parcijalnog uredaja jer nije antisimetri¢na relacija.



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 22. studenog 2017.

Zadatak 6. Funkcija f: (2, +00) — (—2,+00) zadana je pravilom pridruzivanja
f(z) =In(z* —42* +5) — 1.
(a) (3 boda) Ispitajte injektivnost i surjektivnost funkcije f.
(b) (2 boda) Neka je g: R — (—2, +00) funkcija s pravilom pridruzivanja g(z) = In(z?+1)—1. Pronadite
primjer funkcije h: (2, +00) — R za koju vrijedi f = g o h. Je li takva funkcija jedinstvena?
Rjesenge.
(a) Uoc¢imo da vrijedi f(z) = In(z* —422+5)—1 = In((z*—2)?+1) — 1. Najprije ispitujemo injektivnost.
Pretpostavimo da vrijedi f(z) = f(y) za neke z,y iz domene. Tada imamo

In((z? —2)*+1) —1=In((y* —2)*+1) -1
S (22 -2+ 1) = In((y? — 2% + 1)
e dngekeln 02 oy 4 = (2 —2)2 4 1
= (-2 =(y" - 2)’
Kako su izrazi 2 — 2 i y? — 2 pozitivni, odavde slijedi i 22 — 2 = y* — 2, odnosno 2 = y%. Opet, i

y su pozitivni pa odavde slijedi = y. Time je injektivnost dokazana.

Pokazimo da f nije surjektivna. Kako je izraz (z? — 2)? + 1 koji se nalazi unutar funkcije In o¢ito

veci ili jednak 1, zakljutujemo da In((z* — 2)? + 1) ne poprima negativne vrijednosti. Prema tome,
ne postoji x takav da je, npr.

In((z*> —2)*+ 1) = —0.5, odnosno f(z) = —1.5.
Kako je —1.5 vrijednost iz kodomene koja se ne postize, zaklju¢ujemo da f nije surjektivna.
(b) Iz zapisa f(x) =In((z* —2)? 4+ 1) — 1 vidimo da moZemo uzeti
h(x) = 2% — 2.

Ovo nije jedini mogudi izbor, jer o¢ito mozemo uzeti i h(x) = 2 — x2.
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Prvi kolokvij — 22. studenog 2017.

Zadatak 7. (5 bodova) Neka je f(z) = 9% — 237! + 10.
(a) (2 boda) Odredite sliku funkcije f.
(b) (3 boda) Odredite skup f~((10,17)).

Rjesenje. Zapisimo funkciju f kao kompoziciju:
fl@)=9"=2-3""+10=(3")? = 6-3"+10= (3" = 3)* + L = (fyo fz0 fo o fi)(),
gdje imamo, redom,
file) =3 fole) =23, fa(z) =2% falz)=2+1
Ovo koristimo za rac¢unanje slike i praslike.

(a) Domena funkcije f je R pa trazimo Im(f) = f(R). Ra¢unamo:

(]R) (0, +00)
f2({0, +00)) = (=3, +00)
f3({= 3+OO>)=[a+ )
f4([0,+00)) = [1, +00).

Odavde ¢itamo Im(f) = [1, +00).

(b) Opet koristimo rastav f = f;0 fzo fyo f i énjenicu f~1(A) = ;7 (f5*(f5 (f1*(A)))). Racunamo:

((10 17)) = (9, 16),
5 ((9,16)) = (—4,-3) U (3,4),
fi ({4 —> (3,4)) = (=1,0) U (6, 7),
FrH (=100 U(6,7)) = f 1 ((=1,0)) U £ ({6, 7)) = O U (log,(6), logy(7)) = (logy(6), logy(7)).

Zaklju¢ujemo da vrijedi f~1((10,17)) = (log,(6),log,(7)).



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 22. studenog 2017.

Zadatak 1.
(a) (1 bod) Napisite tablicu istinitosti za operaciju disjunkcije.

(b) (2 boda) Dokazite da je

(ANB)=B
tautologija.
(¢) (2 boda) Definirajte relaciju ekvivalencije.
Rjesenge.
AB| AVB
11 1
& 1 0 1
0 1 1
0 0 0
(b) Dokaz radimo pomocu tablice istinitosti:
AB| AAB |[(AAB)=A
11 1 1
10 0 1
0 1 0 1
0 0 0 1

Vidimo da je sud (A A B) = B istinit neovisno o A i B, dakle radi se o tautologiji.
(c) Kazemo da je binarna relacija p C X x X relacija ekvivalencije ako je

— refleksivna: (Vo € X): z p z;
— simetricna: (Vz,y € X): zpy=y px;
— tranzitivna:  (Vz,y,z2€ X): ((xpy) Ay pz))=xp 2.



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 22. studenog 2017.

Zadatak 2.
(a) (2 boda) Rijesite jednadzbu arccosx = 2r. Odgovor obrazlozite.

(b) (3 boda) Dokazite da za sve realne brojeve x i y vrijedi ch(z + y) = ch(z)ch(y) + sh(x)sh(y).

Rjesenge.
(a) Funkcija arccos definira se kao inverzna funkcija od restrikcije funkcije kosinus na segment [0, 7]:
arccos = (cosjjo.) "
Prema tome, slika funkcije arccos je [0, 7] pa zaklju¢ujemo da gornja jednadzba nema rjeSenja.
(b) Za proizvoljne realne brojeve z,y € R imamo:

e +e® eY94+eY ef—e ¥ —eY

h h h(x)sh(y) = .
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Prvi kolokvij — 22. studenog 2017.

Zadatak 3. (5 bodova) Zapisite simbolima zadanu tvrdnju te njen obrat, negaciju i obrat po kontrapozi-
ciji. Zapisite zatim rije¢ima sve dobivene tvrdnje. Odredite istinitost svih tvrdnji i obrazlozite Sto tvrdite.
Zadana je sljedeca tvrdnja.

Za svaka dva podskupa skupa prirodnih brojeva vrijedi: ako ti skupovi nisu medusobno disjunktni, onda
je barem jedan od tih skupova prazan skup.

Rjesenje. Danu tvrdnju simbolima zapisujemo kao
VA, BCN)(ANB#0= (A=0Vv B=0)).

Ova tvrdnja nije istinita. Naime, za A = B = {1} vrijedi AN B = {1} # 0, no nijedan od tih skupova
nije prazan skup.
Obrat dane tvrdnje je

(VA BCN)((A=0VB=0)= AN B +#0)
ili rijecima:

Za svaka dva podskupa skupa prirodnih brojeva vrijedi: ako je barem jedan od tih skupova prazan skup,
onda ti skupovi nisu medusobno disjunktni.

Ova tvrdnja takoder nije istinita. Naime, bilo da je A = () ili B = (), mora vrijediti ANB = (J; u suprotnom,
kada bi postojao z € AN B, vrijedilo bi x € A i x € B, §to znadi da niti jedan od njih nije prazan skup,
Sto je suprotno pretpostavci.

Obrat po kontrapoziciji dane tvrdnje je

(VA BCN)((A#£DAB#0)= ANB=1)
ili rije¢ima:

Za svaka dva podskupa skupa prirodnih brojeva vrijedi: ako su oba skupa neprazna, tada je njihov presjek
prazan skup.

Buducdi da je originalna tvrdnja bila neistinita, onda takav mora biti i obrat po kontrapoziciji.
Negacija dane tvrdnje je

(FA,BCN)(ANB=0OAN(A#0DAB#0))
ili rije¢ima:

Postoje dva podskupa skupa prirodnih brojeva takva da su medusobno disjunktni te da su oba skupa
neprazna.

Originalna tvrdnja je bila neistinita pa je onda njena negacija istinita.



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 22. studenog 2017.

Zadatak 4. (5 bodova) Nacrtajte Vennove dijagrame za skupove (BUC)\ (AU B) i (C\A) U B.
Odredite odnos ta dva skupa. Inkluziju koja vrijedi opcenito dokazite, a za inkluziju koja ne vrijedi
op¢enito pronadite kontraprimjer. Postoji li primjer za koji vrijede i jedna i druga inkluzija? Ako postoji,
navedite ga, a u suprotnom obrazloZite zasto ne postoji.

Rjesenje. Vennovi dijagrami za skupove (BUC)\ (AU B) i (C\A) U B redom izgledaju ovako.

4

Iz Vennovih dijagrama naslu¢ujemo da je (BUC)\ (AU B) C (C\A) U B te da obratna inkluzija ne
vrijedi opéenito.

Dokazimo navedenu inkluziju. Neka je v € (BUC)\(AUB). Tadajex € BUC,aliz ¢ AUB. Iz
x € BUC zakljutujemo da je x € Bilix € C,aiz x ¢ AU B zaklju¢ujemo da z ¢ Aiz ¢ B. Imamo dva
slucaja:

1° Slucaj x € B zapravo nije mogu¢ jer smo dobili da mora vrijediti x ¢ B.

2° Ako je x € C, tada, uz x ¢ A, zakljuujemo da je € C'\ A, a onda, zbog C\A C (C\A) U B, slijedi
x € (C\A)UB.

Kona¢no, dobili smo da mora vrijediti x € (C\A) U B i to za svaki x € (BUC)\ (AU B). Prema
tome, uistinu vrijedi inkluzija (BUC)\ (AU B) C (C\A) U B.
Obratna inkluzija ne vrijedi! Uzmimo, primjerice, A =), B = {1} i C' = {2}. Tada vrijedi:

e (BUO)\(AUB) = ({1}u{2h\(Du{1}) ={1,2}\ {1} = {2},
o ((\AUB=({21\0)u{l} ={2}u{1} ={1,2}.

Bududi da {1,2} ¢ {2}, na ovom posebnom primjeru zaklju¢ujemo da opécenito ne vrijedi (C\A) U B C
(BUC)\ (AU B).

Postoji primjeri za koji vrijede i jedna i druga inkluzija! Primjerice, za A = B =0 i C' = {1} vrijedi:
* (BUCOI\(AUB)=(0U{1H\(OU0) ={1}\0 = {1},
o (C\A)UB={1}\O)ub={1}yUud={1}.

Prema tome, u ovom posebnom slucaju to su dva ista skupa.



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 22. studenog 2017.

Zadatak 5. (5 bodova) Na skupu cijelih brojeva Z zadana je relacija p C Z X Z sa
rpy <= 5|a° -1’

Odredite je li relacija p refleksivna, simetri¢na, tranzitivna, antisimetri¢na. Sve svoje tvrdnje dokazite.
Je li p relacija ekvivalencije? Je li p relacija parcijalnog uredaja? Obrazlozite!

Rjesenje.

e Refleksivnost: za svaki x € Z vrijedi 25 — 25 = 0, $to je djeljivo s 5. Prema tome, xpz. Buduéi da
to vrijedi za svaki x € Z, relacija p je refleksivna.

e Simetri¢nost: neka su z,y € Z takvi da je xpy; tada vrijedi 5 | #° — 3°. Uoc¢imo da je tada i broj
y® — 2% = — (2% — y5) djeljiv s 5, iz ¢ega slijedi ypx. Prema tome, relacija p je simetri¢na.

e Neka su z,y, 2 € Z takvi da vrijedi zpy i ypz. Tada vrijedi 5 | z° —¢y° i 5 | y° — 2°. Uoc¢imo da je
tada i broj % — 2% = (2% — y°) + (v° — 2°) djeljiv s 5 kao zbroj dva broja djeljiv s 5. Prema tome, p
je tranzitivna relacija.

e Relacija p nije antisimetri¢na! Primjerice, brojevi 5° — 0% = 5° i 05 — 5° = —5° su djeljivi brojem 5,
iz Cega slijedi 0p5 i 5p0. Medutim, 0 # 5.

Relacija p je relacija ekvivalencije buduéi da je ona refleksivna, simeteri¢na i tranzitivna. No, to nije
relacija parcijalnog uredaja jer nije antisimetri¢na relacija.



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 22. studenog 2017.

Zadatak 6. Funkcija f: (2,4+00) — (1,4+00) zadana je pravilom pridruzivanja
f(z) = In(z* — 62% + 10) + 2.
(a) (3 boda) Ispitajte injektivnost i surjektivnost funkcije f.
(b) (2 boda) Neka je g: R — (1, +00) funkcija s pravilom pridruzivanja g(x) = In(z? + 1) 4+ 2. Pronadite
primjer funkcije h: (2, +00) — R za koju vrijedi f = g o h. Je li takva funkcija jedinstvena?
Rjesenge.
(a) Uoc¢imo da vrijedi f(x) = In(z*—622410)+2 = In((2*—3)?>+1) —2. Najprije ispitujemo injektivnost.

Pretpostavimo da vrijedi f(z) = f(y) za neke z,y iz domene. Tada imamo

(

= In((2? - 3)%+ 1) = In((y* - 3)?

Inje irl:f£ekcija (IEQ B 3)2 + 1= (yQ . 3)2 4 1
= (2" =3)"=(@y"-3)’

Kako su izrazi 2 — 3 i y? — 3 pozitivni, odavde slijedi i 22 — 3 = y* — 3, odnosno z? = y%. Opet, i
y su pozitivni pa odavde slijedi = y. Time je injektivnost dokazana.

Pokazimo da f nije surjektivna. Kako je izraz (z? — 3)? + 1 koji se nalazi unutar funkcije In o¢ito

veci ili jednak 1, zakljuujemo da In((z* — 3)? + 1) ne poprima negativne vrijednosti. Prema tome,
ne postoji x takav da je, npr.

In((z* — 3)> 4+ 1) = —0.5, odnosno f(z) = 1.5.
Kako je 1.5 vrijednost iz kodomene koja se ne postize, zaklju¢ujemo da f nije surjektivna.
(b) Iz zapisa f(z) = In((2* — 3)* + 1) + 2 vidimo da moZemo uzeti
h(z) = 2* — 3.

Ovo nije jedini mogudi izbor, jer o¢ito mozemo uzeti i h(x) = 3 — x2.
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Prvi kolokvij — 22. studenog 2017.

Zadatak 7. (5 bodova) Neka je f(x) = 4% — 2772 4 5.
(a) (2 boda) Odredite sliku funkcije f.
(b) (3 boda) Odredite skup f~1((5, 10)).

Rjesenje. Zapisimo funkciju f kao kompoziciju:
fl@)=4" =272 +5=(2") —4- 2745 = (2" =2 + L = (fao fs0 fa 0 fi)(x),
gdje imamo, redom,
file) =27, fole) =22, fi(z)=2% falz)=2+1
Ovo koristimo za rac¢unanje slike i praslike.

(a) Domena funkcije f je R pa trazimo Im(f) = f(R). Ra¢unamo:

(]R) (0, +o00)
f2({0, +00)) = (=2, +00)
f3({= 2+OO>)=[a+ )
f4([0,+00)) = [1, +00).

Odavde ¢itamo Im(f) = [1, +00).

(b) Opet koristimo rastav f = f;0 fzo fyo f i énjenicu f~1(A) = f;7(f5  (f5 (f1*(A)))). Racunamo:

fr1({5,10)) = (4,9),
f5 ' ({(4,9)) = (=3,-2) U(2,3),
FH((=3,-2) U(2,3)) = (-2,0) U (4,5),
frH((=2,00U{4,5)) = 1 ({=2,0)) U £ ({(4,5)) = 0 U (2,10g,(5)) = (2,10g,(5))-

Zaklju¢ujemo da vrijedi f~1((5,10)) = (2,1og,(5)).



