UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 21. studenog 2018.

Zadatak 1.
(a) (1 bod) Napisite semanticku tablicu (tablicu istinitosti) za sud AV A.
(b) (2 boda) Odredite partitivni skup P(P({0})).

(c) (2 boda) Napisite sve binarne relacije na skupu S = {0, 1} koje su refleksivne.

Rjesenge.
AJA[AVA
(a) 01 1
110 1
(b) P(P({0})) = P({0,{0}}) = {0. {0}, {{0}}. {0, {0} }}.
(c) To su
o {(070>7(171)}>
o {(07())7(171)’(0’1)}’
o {(070)7(171)’(170)}a
o {(O’O)7(171)v(071)a(170)}'



UvOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 21. studenog 2018.

Zadatak 2.
(a) (1 bod) Skicirajte graf funkcije f(x) = |z + 2|.

(b) (2 boda) Zbroj sin x + sin y prikazite u obliku produkta primjenjujuéi formulu

sinz cosy = = (sin (z +y) + sin (z — y)).

N | —

(c) (2 boda) Izvedite formulu kojom se ch 2z izrazava pomocu ch .

Rjesenge.

(a) Graf traZzene funkcije naznacen je plavom bojom, uz pomoc¢ni graf apsolutne vrijednosti |z| kao
referentni graf (kojeg translatiramo ulijevo za 2 kako bismo dobili konac¢no rjesenje).

fl@)  flz) =]+ 2]

||

(‘270)

(b) Zapisimo formulu s oznakama « i  umjesto s z i y:
1
sinacos f = §(sin(a+ﬁ) + sin (a — f3)).
Pitamo se za koje a, 8 € R vrijedi

atf=u,
a—p=y.

Naime, u danoj formuli ¢emo uvrstavanjem na desnoj strani jednakosti dobiti Zeljeni izraz sin z+siny,
a s lijeve strane trazeni produkt. RjeSavanjem dobivamo da je a = % i g = %% Uvrstavanjem u
prvu jednakost koju mnozimo brojem 2 dobivamo

Tr+y r—y

sinz +siny = 2sin 5 cos 5

(c) Za sve x € R vrijedi

x —T 2 X —zT
(Chx)Qz(e +2€ ) :62 +2+e” —

1 62$+6_21+1_Ch2x+1
4 2 2 2 2

Prema tome, ch2z = 2ch?z — 1.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 21. studenog 2018.

Zadatak 3. (5 bodova) Zapisite simbolima zadanu tvrdnju te njen obrat, negaciju i obrat po kontrapozi-
ciji. Zapisite zatim rije¢ima sve dobivene tvrdnje. Odredite istinitost svih tvrdnji i obrazlozite Sto tvrdite.
Zadana je sljedeca tvrdnja.

Za svaka dva podskupa skupa prirodnih brojeva vriyjedi: ako su skupovi medusobno disjunktni, tada nji-
hovi komplementi imaju bar jedan zajednick: element.

Rjesenje. Danu tvrdnju simbolima zapisujemo kao
(VAL BCN)(ANB=0= A°NB°#0).

Ova tvrdnja nije istinita. Naime, za A C Ni B = A¢ vrijedi AN B =01i A°NB°=A°NA=0.
Obrat dane tvrdnje je
(VA BCN)(A°NB°#0)= AnB=10)

ili rije¢ima:

Za svaka dva podskupa skupa prirodnih brojeva vrijedi: ako mjihovi komplementi imaju bar jedan
zajednicki element, tada su skupovi medusobno disjunktna.

Ova tvrdnja takoder nije istinita. Naime, za ) # A C Ni B = A vrijedi ANB* 401 ANB=A#(.

Obrat po kontrapoziciji dane tvrdnje je
(VA BCN)(A°NB°=0= AN B +#0)
ili rije¢ima:

Za svaka dva podskupa skupa prirodnih brojeva vrijedi: ako ngjihovi komplementi nemaju niti jedan
zajednicki element, tada skupovi nisu medusobno disjunktni.

Buducdi da je originalna tvrdnja bila neistinita, onda takav mora biti i obrat po kontrapoziciji.
Negacija dane tvrdnje je
(FA,BCN)(ANB=0AANB° =)

ili rije¢ima:

Postoje dva podskupa skupa prirodnih brojeva takva da su i skupovi © njthovi komplementi medusobno
disjunktni.

Originalna tvrdnja je bila neistinita pa je onda njena negacija istinita.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 21. studenog 2018.

Zadatak 4. (5 bodova) Nacrtajte Vennove dijagrame za skupove (AAB)UC 1 AA (C U B).
Odredite odnos ta dva skupa. Inkluziju koja vrijedi opcenito dokazite, a za inkluziju koja ne vrijedi
opéenito pronadite kontraprimjer.

Rjesenje. Vennovi dijagrami za skupove (AA B)UC i AA (C U B) redom izgledaju ovako.

Iz Vennovih dijagrama naslu¢ujemo da je (A A B)UC 2 AA (C U B) te da obratna inkluzija ne vrijedi
opcenito.

Dokazimo navedenu inkluziju. Neka je x € AA(CUB). Tadajex € A\ (BUC)iliz € (BUC)\ A,
odnosno z € A\ (BUC)ilize B\ Ailiz € C'\ A. Imamo tri slucaja:

1° Akojex € A\(BUC), tada zbog B C BUC slijediz € A\ B, tex € AA B. Slijedi x € (AA B)UC.
2° Akojexr € B\ A, tadajex € AAB,pajex e (AAB)UC.
3° Akojex e C\ A, tadajex € C,pajex € (AAB)UC.

Prema tome, uistinu vrijedi inkluzija (AAB)UC 2 AA (C'U B).
Obratna inkluzija ne vrijedi! Uzmimo, primjerice, A = {1}, B =0 i C = {1}. Tada vrijedi:

e (AAB)UC = ({1} A0)u{1l} ={1}U{1} = {1},
e AA(CUB)={1}A{1}UB) = {1} A1} = 0.

Bududi da {1} ¢ 0, na ovom posebnom primjeru zaklju¢ujemo da opéenito ne vrijedi (AA B) U C C
AN (CUB).



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 21. studenog 2018.

Zadatak 5. (5 bodova) Na skupu prirodnih brojeva N zadana je relacija p C N x N sa
rpy <<= |ly—zx| <2

Odredite je li relacija p refleksivna, simetri¢na, tranzitivna, antisimetri¢na. Sve svoje tvrdnje dokazite.
Je li p relacija ekvivalencije? Je li p relacija parcijalnog uredaja? Obrazlozite!

Rjesenge.

e Refleksivnost: za svaki x € N vrijedi |z — z| = 0 < 2, pa je prema tome, = p . Buduéi da to vrijedi
za svaki x € N| relacija p je refleksivna.

e Simetri¢nost: neka su z,y € N takvi da je = p y; tada vrijedi |y — x| < 2. Uoc¢imo da je tada i
|r —y| < 2, iz Cega slijedi ypx. Prema tome, relacija p je simetri¢na.

e Relacija p nije tranzitivna! Primjerice, |3 — 1| =21 |4 —3] =1 < 2, iz ¢ega slijedi 1 p 31 3 p 4.
Medutim, |4 — 1| > 2, prema tome 1 g 4.

e Relacija p nije antisimetri¢na! Primjerice, 1 p 212 p 1, ali 1 # 2.

Relacija p nije ni relacija ekvivalencije ni relacija parcijalnog uredaja budud¢i da nije tranzitivna.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 21. studenog 2018.

Zadatak 6.

(a) (2 boda) Neka je f : R — R strogo padajuca funkcija, a ¢ : R — R strogo rastuca. Definirajmo
funkciju A : R — R formulom

h(z) := f(z) — 4g(x) za sve x € R.
Je 1i funkcija h strogo rastuca, strogo padajuca ili ne mora biti nista od navedenoga?
(b) (3 boda) Dokazite da je funkcija f : (—o0,0) = (—32,1) definirana s

_x8—3

fle) = x84+ 2

surjekcija.

Rjesenge.
(a) Neka su z1,xs € R takvi da vrijedi x; < x2. Po pretpostavci iz zadatka vrijedi
f(z1) > f(x2),
g(x1) < g(x2).
Pomnozimo li drugu nejednadzbu brojem —4, dobivamo
fla1) > [(x2),
—4g(z1) > —4g(22).
Nejednakosti s istim znakom smijemo zbrojiti, iz ¢ega slijedi
fla1) = 4g(x1) > f(x2) — 4g(z2).
Iz ovoga slijedi h(x1) > h(xy). Prema tome, funkcija h je strogo padajuca funkcija.
(b) Neka je y € <—%, 1>. Treba pronacéi z € (—o0,0) za koji vrijedi
flz) =y
% —3 _
8 +2
&% -3 =ya® + 2

@(1—y)x8=2y+3’r(l—y)#O(Zbogy#l)

yl-(2®+2)#0

x8:2y+3 v
I—y
2
Sr=—y y+3.
-y

U posljednjem retku, prilikom korjenovanja jednakosti osmim korijenom, odabrali smo predznak — obzirom
da je z € (—00,0); bitno je primijetiti i da je izraz ispod korijena nenegativan (inace korjenovanje ne bi
bilo moguce i trazeni x iz ovoga raspisa ne bi postojao). Ovim raspisom pokazali smo da je funkcija f
surjekcija.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 21. studenog 2018.

Zadatak 7. (5 bodova) Neka je f(x) = log,(z)? — 6|logy(z)| + 9.
(a) (2 boda) Odredite sliku funkcije f.
(b) (3 boda) Odredite skup f~*([0, 1)).

Rjesenje. Definirajmo funkcije fi, fo, f3, f4 na sljedeci nacin:
filz) ==logy(z), fa(z) :=|z|, f3(z)=2-3, [filz)=
Primijetimo da vrijedi f = fy0 fso foo fi.

(a) Domena funkcije f je (0, +00) (jedini uvjet dobivamo po logaritmu u varijabli z) pa trazimo Im(f) =

F((0,400)) = (fao fs o f2 0 f1)((0, +00)) = fa(f3(/2(f1({0, +00))))). Ratunamo:

J1({0,+00)) =
< ) = [0 +00) ,
f3([0,+00)) = [=3, +00)
fa([3, +00)) = [0, +00) .

Sveukupno, Im(f) = [0, +00).
(b) Opet koristimo rastav f = fy o fy o foo fi i &njenicu f~1([0,1)) = fi (£ (f5 (f21([0, ).

Racunamo:
fH(0,1)) = (=1,1),
fH(=1,1)) = (2,4),
f1((2,4)) = (—4,-2) U (2,4),
B 11
=4, -2) U (2,4)) = (27, 272) U (22,2") = <E,Z>U<4, 16)

Zaklju¢ujemo da vrijedi f71([0,1)) = (15, 3) U (4,16).



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 21. studenog 2018.

Zadatak 1.
(a) (1 bod) Napisite semanticku tablicu (tablicu istinitosti) za sud A A A.
(b) (2 boda) Odredite partitivni skup P(P({0})).

(c¢) (2 boda) Napisite sve binarne relacije na skupu X = {z,y} koje su refleksivne.

Rjesenge.
AJA[AANA
(a) 01 0
110 0
(b) P(P({0})) =P({0,{0}}) = {0,{0}, {{0}},{0,{0}} }.
(c) To su
B {(ﬂt,m),(y,y)},
— {(z,2), (y,9), (z,9)},
- {(m,m),(y,y),(y,x)},
— {(z.2), (y,9). (z.v), (v, 2)}



UvOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 21. studenog 2018.

Zadatak 2.
(a) (1 bod) Skicirajte graf funkcije f(x) = |z + 1].

(b) (2 boda) Zbroj cosx + cosy prikazite u obliku produkta primjenjujuéi formulu

coszcosy = = (cos (z — y) + cos (z + y)).

N | —

(¢) (2 boda) Izvedite formulu kojom se ch 2z izrazava pomocu sh .

Rjesenge.

(a) Graf traZzene funkcije naznacen je plavom bojom, uz pomoc¢ni graf apsolutne vrijednosti |z| kao
referentni graf (kojeg translatiramo ulijevo za 1 kako bismo dobili konac¢no rjesenje).

f(z) fz) = [z +1]

||

(‘170)

(b) Zapisimo formulu s oznakama « i  umjesto s z i y:

1
cosacos ff = §(COS (a+ B) + cos (a — B)).
Pitamo se za koje a, € R vrijedi

atf=u,
a—p=y.

Naime, u danoj formuli éemo uvrStavanjem na desnoj strani jednakosti dobiti zeljeni izraz cos x+cos vy,

a s lijeve strane trazeni produkt. RjeSavanjem dobivamo da je a = % i g = %% Uvrstavanjem u
prvu jednakost koju mnozimo brojem 2 dobivamo

x T —
CcOS T + cosy = 2cos +ycos Y

(c) Za sve x € R vrijedi

(th)QZ(em—e_m>2:e2r—2+e_2”” 1 e 4e? 1 ch2a:—1'

Prema tome, ch 2z = 2sh®x + 1.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 21. studenog 2018.

Zadatak 3. (5 bodova) Zapisite simbolima zadanu tvrdnju te njen obrat, negaciju i obrat po kontrapozi-
ciji. Zapisite zatim rije¢ima sve dobivene tvrdnje. Odredite istinitost svih tvrdnji i obrazlozite Sto tvrdite.
Zadana je sljedeca tvrdnja.

Za svaka dva podskupa skupa prirodnih brojeva vrijedi: ako njihovi komplementi imaju bar jedan zajed-
nicki element, tada su skupovi medusobno disjunktna.

Rjesenje. Danu tvrdnju simbolima zapisujemo kao
(VAL BCN)(A°NB°#0) = AN B =0)

Ova tvrdnja nije istinita. Naime, za ) # A C Ni B = A vrijedi AN B4 0i ANB=A#.
Obrat dane tvrdnje je
(VA,BCN)(ANB=0= A°N B° #10).

ili rije¢ima:

Za svaka dva podskupa skupa prirodnih brojeva vrijedi: ako su skupovi medusobno disjunktni, tada njthovi
komplementi imaju bar jedan zajednicki element.

Ova tvrdnja takoder nije istinita. Naime, za A C Ni B = A° vrijedi ANB =01 A°NB°= A°NA=.
Obrat po kontrapoziciji dane tvrdnje je

(VA,BCN)(ANB#0) = A°N B° =)
ili rije¢ima:

Za svaka dva podskupa skupa prirodnih brojeva vrijedi: ako skupovi nisu medusobno disjunktni, tada
ngithovi komplementi nemaju niti jedan zajednicki element.

Buducdi da je originalna tvrdnja bila neistinita, onda takav mora biti i obrat po kontrapoziciji.
Negacija dane tvrdnje je
(FA,BCN)(ANB AODANANB#0)

ili rije¢ima:

Postoje dva podskupa skupa prirodnih brojeva takva da ni oni ni njihovi komplementi nisu medusobno
disjunktni.

Originalna tvrdnja je bila neistinita pa je onda njena negacija istinita.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 21. studenog 2018.

Zadatak 4. (5 bodova) Nacrtajte Vennove dijagrame za skupove (AA B)\C'i AA (B\ C).
Odredite odnos ta dva skupa. Inkluziju koja vrijedi opcenito dokazite, a za inkluziju koja ne vrijedi
opéenito pronadite kontraprimjer.

Rjesengje. Vennovi dijagrami za skupove (AA B)\ C'1 AA (B \ C) redom izgledaju ovako.

Iz Vennovih dijagrama naslu¢ujemo da je (AA B)\C C AA (B \ C) te da obratna inkluzija ne vrijedi
opcenito.

Dokazimo navedenu inkluziju. Neka je x € (AAB)\ C. Tadajez € (A\ B)\Ciliz e (B\ A)\C.
Imamo dva slucaja:

1° Ako je x € (A\ B)\ C, tada je z € A\ B. Kako je B\ C C B slijedi x € A\ (B\ C), te
re AN (B\CO).

2° Akojex € (B\A)\C, tadajex € (B\C)\A, jer je (B\A)\C = BNA°‘NC* = BNC“NA° = (B\C)\ A.
Slijedi z € AA (B\ C).

Prema tome, uistinu vrijedi inkluzija (AA B)\ C C AA(B\ C).
Obratna inkluzija ne vrijedi! Uzmimo, primjerice, A = {1},B =01 C = {1}. Tada vrijedi:

e (AAB)\C= ({1} AN\ {1} = {1}\ {1} =0,
« AN(B\C)={1} A0\ {1}) = {1} AD = {1}.

Buduéi da @ 2 {1}, na ovom posebnom primjeru zaklju¢ujemo da opéenito ne vrijedi (AAB)\ C D
AN (B\CO).



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 21. studenog 2018.

Zadatak 5. (5 bodova) Na skupu prirodnih brojeva N zadana je relacija p C N x N sa
rpy <<= (y—x)<5.

Odredite je li relacija p refleksivna, simetri¢na, tranzitivna, antisimetri¢na. Sve svoje tvrdnje dokazite.
Je li p relacija ekvivalencije? Je li p relacija parcijalnog uredaja? Obrazlozite!

Rjesengje.

e Refleksivnost: za svaki z € N vrijedi (x —x)? = 0 < 5, pa je prema tome, x p x. Bududi da to vrijedi
za svaki x € N| relacija p je refleksivna.

e Simetri¢nost: neka su z,y € N takvi da je = p y; tada vrijedi (y — z)> < 5. Uo€imo da je tada i
(x —y)? <5, iz ¢ega slijedi ypx. Prema tome, relacija p je simetri¢na.

e Relacija p nije tranzitivna! Primjerice, (3 — 1) = 41 (4 — 3)? = 1, iz ¢ega slijedi 1 p 31 3 p 4.
Medutim, (4 — 1) =9 > 5, prema tome 1 g 4.

e Relacija p nije antisimetri¢na! Primjerice, 1 p 212 p 1, ali 1 # 2.

Relacija p nije ni relacija ekvivalencije ni relacija parcijalnog uredaja budud¢i da nije tranzitivna.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 21. studenog 2018.

Zadatak 6.

(a) (2 boda) Neka je f : R — R strogo rastuca funkcija, a ¢ : R — R strogo padajuca. Definirajmo
funkciju A : R — R formulom

h(z) = f(z) — 2g(x) za sve x € R.
Je li funkcija h strogo rastuca, strogo padajuca ili ne mora biti nista od navedenoga?
(b) (3 boda) Dokazite da je funkcija f : (—o0,0) — (—5,1) definirana s

=5

/(@) x84+ 1

surjekcija.

Rjesenge.
(a) Neka su z1, 25 € R takvi da vrijedi x; < z5. Po pretpostavci iz zadatka vrijedi
f(z1) < f(z2),
g(x1) > g(x2).
Pomnozimo li drugu nejednadzbu brojem —2, dobivamo
fwy) < flx2),
—2g(x1) < —2g(22).
Nejednakosti s istim znakom smijemo zbrojiti, iz ¢ega slijedi
f(a1) = 2g(x1) < f(22) — 29(22).
Iz ovoga slijedi h(zq) < h(z3). Prema tome, funkcija h je strogo rastuca funkcija.
(b) Neka je y € (=5,1). Treba pronadi x € (—o0,0) za koji vrijedi
flz)=y
- 26 —5 -
26 +1 Y
st 5=y +y

@+ 1) #0

& (=) =y 5| (19) 20 hog y £ 1)

o yts|V
T =
l—y
<:>£L‘:—6—y+5
-y

U posljednjem retku, prilikom korjenovanja jednakosti Sestim korijenom, odabrali smo predznak — obzirom
da je z € (—00,0); bitno je primijetiti i da je izraz ispod korijena nenegativan (inace korjenovanje ne bi
bilo moguce i trazeni x iz ovoga raspisa ne bi postojao). Ovim raspisom pokazali smo da je funkcija f
surjekcija.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 21. studenog 2018.

Zadatak 7. (5 bodova) Neka je f(x) = logs(z)? — 4| logs(z)| + 4.
(a) (2 boda) Odredite sliku funkcije f.
(b) (3 boda) Odredite skup f~*([0, 1)).

Rjesenje. Definirajmo funkcije fi, fo, f3, f4 na sljedeci nacin:
filz) :=logy(x),  faz) = 2|, fs(z):=2—-2 filz)=
Primijetimo da vrijedi f = fy0 fso foo fi.

(a) Domena funkcije f je (0, +00) (jedini uvjet dobivamo po logaritmu u varijabli z) pa trazimo Im(f) =

F((0,400)) = (fao fs o f2 0 f1)((0, +00)) = fa(f3(/2(f1({0, +00))))). Ratunamo:

J1({0,+00)) =
< ) = [0 +00) ,
f3([0,+00)) = [-2, +00)
fa([—2, +00)) = [0, +00) .

Sveukupno, Im(f) = [0, +00).

(b) Opet koristimo rastav f = fy 0 fso fo o fi i ¢injenicu f1([0,1)) = ffl(fz_l(fs_l(fz;_l([oy 1))))).

Rac¢unamo:
fit((0,1) = (~1,1),
fH(=1,1) = (1,3),
fr ((13) = (=3, -1) U(L,3),
_ -3 o_ 11
(=3, -1 u(1,3)) = (37°,37) U (3,8) = <2—7§> U (3,27) .

Zaklju¢ujemo da vrijedi f~1([0,1)) = <2—17, %> U (3,27).



