UVOD U MATEMATIKU

Drugi kolokvij — 30. sije¢nja 2019.

Zadatak 1.
(i) (2 boda) Iskazite teorem o dijeljenju s ostatkom za polinome.

(ii) (3 boda) Iskazite aksiom potpunosti.

Rjesenje. Iskazi teorema o dijeljenju s ostatkom za polinome i aksioma potpunosti nalaze se u skripti.



UVOD U MATEMATIKU

Drugi kolokvij — 30. sije¢nja 2019.

Zadatak 2.

(i)

(i

(3 boda) Odredite sve polinome stupnja 4 s realnim koeficijentima kojima je jedina realna nultocka
a = 1, jedna od kompleksnih nultocaka 5 = 1+ ¢ i vodeéi koeficijent jednak 1. Odgovor bez
obrazlozenja vrijedi nula bodova.

(2 boda) Napisite w = 1 + V3iu trigonometrijskom obliku i napisite sva rjesenja jednadzbe 27 = w
u trigonometrijskom obliku. Odgovor bez obrazlozenja vrijedi nula bodova.

Rjesenge.

(i)

Neka je f trazeni polinom stupnja 4 s realnim koeficijentima. Kako je = 1+ ¢ nultocka polinoma f
¢iji koeficijenti su realni, 3 = 1—1 je takoder nultocka od f. Zato kvadratni polinom (z — ) (x —j3) =
2? — 2z 4 2 dijeli f. Kako je i @ = 1 nultodka od f, mora biti da (z — 1)(2* — 2z + 2) dijeli f.
Odgovarajuéi kvocijent ¢ je stupnja 1 i zato ima realnu nultocku. Nultocka od ¢ mora biti nultocka
od f. Po pretpostavci, a = 1 je jedina realna nultocka od f. Zato je a = 1 nultocka od ¢. Dakle
q(z) = C(z—1), gdje je C € R, C # 0. Odatle, f(z) = C(x—1)*(2* —22+2) = Cz*+- - -. Kona¢no
C =1 jer je vodedi koeficijent od f jednak 1.

1 3
p=lwl=1/(1)2+(V3)?2=2 w= 2(§+\/7_z) = 2(cos g+z‘ sin%). Rjesenja jednadzbe 2" = w dana

su formulom z, = v/2(cos (o) + isin (¢r)), k= 0,...,6, gdje je oy = (g + 2km) /7 = (6k + 1)m/21.



UVOD U MATEMATIKU

Drugi kolokvij — 30. sije¢nja 2019.

Zadatak 3. (5 bodova) Neka je (F,,)nen niz definiran s
F1 = FQ = 1, Fn+2 = Fn+1 +Fn za sve n € N.
Dokazite da za sve prirodne brojeve vrijedi

FP+Fy+ -+ F:=EF,F,y.

Rjesenje. Zadatak ¢emo rijesiti metodom matematicke indukcije. Bazu indukcije provjeravamo za n = 1:

1
Ot
=1

FFy=1-1=1.

Dobili smo jednake brojeve, prema tome tvrdnja vrijedi za n = 1. Pretpostavimo da postoji n € N takav
da vrijedi

Y FP=F,Fo. (%)
=1

Provjerimo vrijedi li ista jednakost i za broj n + 1:

n+1
Y R = Z F24 F2 QEFypy + F2,) = Fopr(Fo+ Fag1) = FoirFops = Foir Fongpny s

Obzirom da i za n+ 1 vrijedi trazena jednakost, gotovi smo s korakom indukcije. Po principu matematicke
indukcije zadana jednakost uistinu vrijedi za sve n € N.



UVOD U MATEMATIKU

Drugi kolokvij — 30. sije¢nja 2019.

Zadatak 4. (5 bodova) Odredite najvecu zajedni¢ku mjeru brojeva 1650 i 1365 te pronadite cijele brojeve
k il takve da je trazena najveca zajednicka mjera jednaka 1650k + 13651.

Rjesenge.
Po shemi kakvu smo koristili na vjezbama za brze odredivanje najveée zajednicke mjere te cijelih
brojeva k i [ dobivamo sljedeé¢u tablicu:

1650 1365 305 125 55 15 10
1 4 2 2 3 1
19 -97 22 -9 4 -1 1

5 0
2
0

Najveca zajedni¢ka mjera brojeva 1650 i 1365 iznosi M (1650, 1365) = 5 = —97- 1650+ 119 - 1365, odnosno
trazeni brojevi su k = —971 [ = 119.



UVOD U MATEMATIKU

Drugi kolokvij — 30. sije¢nja 2019.

Zadatak 5. (5 bodova)
(a) Odredite posljednju znamenku broja 52°* — 32019,
(b) Odredite sumu svih koeficijenata uz neparne potencije od = polinoma

11 1 333
p(ZL‘) — (ZE5 _ .I'4 + 1)2019 (—61‘1931 + 7$1211 + 5) )

Rjesenge.
(a) Treba odrediti ostatak pri dijeljenju zadanog broja brojem 10. Primijetimo:

(mod 10),
(mod 10),
( )
( )

52 = 25 = 5 (mod 10),
5 =5.5=5.5=25=5 (mod 10), 3 =27=
3*=7.3=21=1 (mod10),
5219 = 52018 .5 == 5.5 =25=5 (mod 10), 3*'? = 3" = (31)%1. 3% = 1°1. 7 = 7 (mod 10).

9
7

Iz ovoga slijedi
52019 32019 — 5 _7— _2=_2410 =8 (mod 10).

Posljednja znamenka zadanog broja jest 8.

11 1\
(b) Suma svih koeficijenata iznosi p(1) =1 - <—6 + 5 + 5) = 0. Uz to, mozemo odrediti i rezultat
oduzimanja sume koeficijenata uz parne potencije i sume koeficiijenata uz neparne potencije: p(—1) =

1 1\* 1) —p(-1) 1

(—1)%1 (6 —5 + 5) = —1. Trazeno rjesenje je % =3



UVOD U MATEMATIKU

Drugi kolokvij — 30. sije¢nja 2019.

Zadatak 6. (5 bodova) Odredite normirani polinom f € R[xz] stupnja 4 koji je djeljiv s 2* + 1, a pri
dijeljenju s (z — 1)* daje ostatak 2z + 1. Odredite ostatak polinoma f pri dijeljenju s z — 2.

Rjesenge. Kako je st(f) =4 i f normiran, slijedi da je f(z) = 2* +az® +bx* + cx + d za neke a, b, c,d € R.
Takoder, iz uvjeta zadatka imamo

o +1|f = f@)=f(=i)=0
flx)=(r—1)%q(z)+22+1 = f(1)=3, f(1)=2.

Slijedi,
fi)=0 = 1—ia—b+ic+d=0 = 1-b+d=0, —a+c=0
f1)=3 = 1+a+b+c+d=3
ff(1)=2 = 443a+2b+c=2.

Rjesavanjem gornjeg sustava dobivamo a = 5 b=4,c= —5 i d = 3, odnosno

5 5
f(z) :x4—§x3+4x2—§x+3.

Konacno, ostatak pri dijeljenju polinoma f s x — 2 jednak je f(2) = 10.



UVOD U MATEMATIKU

Drugi kolokvij — 30. sije¢nja 2019.

Zadatak 7. (5 bodova) Rastavite na parcijalne razlomke

3r+4
203 + 22 +3x —2°

Rjesenge. Faktorizirajmo nazivnik tako da prvo provjerimo ima li polinom f(z) = 22° + 2? + 3z — 2

1
racionalne nultocke. Svi kandidati za racionalne nultocke su =41, j:§, +2. Uvrstavanjem vidimo da je

f(3) = 0. Odredimo kvocijent dobiven dijeljenjem polinoma f s 2 — 3 (npr. Hornerovim algoritmom):

f(z): (x—l) =22° + 22 + 4.

2
Stoga je
3xr + 4 B 3xr + 4 B 3r +4
20342 +3x -2  (v—3)(222+22+4) 2z —1)(2+z+2)
A N Br+C  (A+2B)2*+(A—B+2C)x+2A—-C
S 2r—1 22+ax+2 2z —1)(22 +z + 2) '

Slijedi da je
3r+4=(A+2B)r* + (A— B+20)r +2A - C, Vx € R,

odnosno
A+2B=0
A—B+2C =3
2A — C = 4.

Rjesavanjem dobivenog sustava dobijemo A =2, B=—11C =0, pa je

3z +4 B 2 T
23+ 12 +3x—2 2o0—1 a24+2+2




UVOD U MATEMATIKU

Drugi kolokvij — 30. sije¢nja 2019.

Zadatak 1.
(i) (2 boda) Iskazite aksiom matematicke indukcije.
(ii) (3 boda) Iskazite Cantorov aksiom.

Rjesenge.
Iskazi aksioma matematicke indukcije i Cantorovog aksioma nalaze se u skripti.



UVOD U MATEMATIKU

Drugi kolokvij — 30. sije¢nja 2019.

Zadatak 2.

(i) (3 boda) Odredite sve polinome stupnja 4 s realnim koeficijentima kojem su f; =i i 3 = 1 + 2i
jedne od kompleksnih nultocaka i vodeci koeficijent jednak 1. Odgovor bez obrazlozenja vrijedi nula
bodova.

(ii) (2 boda) NapiSite w = 1 — 4 u trigonometrijskom obliku i napisite sva rjefenja jednadzbe z” = w u
trigonometrijskom obliku. Odgovor bez obrazlozenja vrijedi nula bodova.

Rjesenge.

(i) Neka je f traZeni polinom stupnja 4 s realnim koeficijentima. Kako je 51 = i nultoc¢ka polinoma f ¢iji
koeficijenti su realni, 5, = —i je takoder nultocka od f. Zato kvadratni pohnom (x — 51)(:16 -3, =
2?2+ 1 dijeli f. Sliéno, (z— Ba)(x — By) = 2> — 2z +5 dijeli f. Odatle, f(z) = C(2® +1)(2* — 22 +5) =
Cz* +---. Konatno C = 1 jer je vodeéi koeficijent od f jednak 1.

(i) p= |w| =/ (1)2+ (V1)2 = V2. w= 2(7 + 72) = 2((:03% + isin %) Rjesenja jednadzbe
1 .. 7
2" = w dana su formulom z, = V/2(cos (¢x) +isin (@), k=0,...,6, gdje je ¢ = (Iﬂ +2km) /7 =
(8k + 7)m/28.



UVOD U MATEMATIKU

Drugi kolokvij — 30. sije¢nja 2019.

Zadatak 3. (5 bodova) Neka je (L;,)nen niz definiran s
L1 = 1,L2 = 2, Ln+2 = Ln+1 + Ln za sve n € N.
Dokazite da za sve prirodne brojeve vrijedi

Li+ L3+ +L2=1L,L, — 1.

Rjesenje. Zadatak ¢emo rijesiti metodom matematicke indukcije. Bazu indukcije provjeravamo za n = 1:

1

Y Li=Li=1,

i=1
LiLy—1=2-1-1=1

Dobili smo jednake brojeve, prema tome tvrdnja vrijedi za n = 1. Pretpostavimo da postoji n € N takav
da vrijedi

> L}=L,Lyy— 1 (x)
=1

Provjerimo vrijedi li ista jednakost i za broj n + 1:

n+1 n
L=y L+L), Y Ly =1+ L2, = Lot (Lp+ Lost) — 1 = LogiLpsa — 1 = L1 Lini1yi1 — 1.
=1 =1

Obzirom da i za n+ 1 vrijedi trazena jednakost, gotovi smo s korakom indukcije. Po principu matematicke
indukcije zadana jednakost uistinu vrijedi za sve n € N.



UVOD U MATEMATIKU

Drugi kolokvij — 30. sije¢nja 2019.

Zadatak 4. (5 bodova) Odredite najvecu zajedni¢ku mjeru brojeva 3115 i 2045 te pronadite cijele brojeve
k il takve da je trazena najveca zajednicka mjera jednaka 3115k + 20451.

Rjesenge.
Po shemi kakvu smo koristili na vjezbama za brze odredivanje najveée zajednicke mjere te cijelih
brojeva k i [ dobivamo sljedeé¢u tablicu:

3115 2045 1070 975 95 25 20 5 O
1 1 110 3 1 4
131 -8 45 —-41 4 -1 1 O

Najveca zajedni¢ka mjera brojeva 3115 i 2045 iznosi M (3115,2045) =5 = —86-3115+ 131 -2045, odnosno
trazeni brojevi su k = —86 1 [ = 131.



UVOD U MATEMATIKU

Drugi kolokvij — 30. sije¢nja 2019.

Zadatak 5. (5 bodova)

(a) Odredite posljednju znamenku broja 72°* — 62919,

(b) Odredite sumu svih koeficijenata uz neparne potencije od = polinoma

222
p(x) _ (134 . £L‘3 . 1)2019 (81’1319 . ?mma + %) .

Rjesenge.
(a) Treba odrediti ostatak pri dijeljenju zadanog broja brojem 10. Primijetimo:

7 =49 =9 (mod 10), 62 = 36 = 6 (mod 10),
7% =9.7=63 =3 (mod 10), 6°=6-6=6-6=236=6 (mod 10),
7' =3.7=21=1 (mod 10),
719 = 7AB0AES — (74304 73 = 1500 3 = 3 (mod 10), 6" =62 .6==6-6 =36 =6 (mod 10).

Iz ovoga slijedi
7P 62 =3 - 6=-3=-3+10="7 (mod10).

Posljednja znamenka zadanog broja jest 7.

15 1\**
(b) Suma svih koeficijenata iznosi p(1) = (—1)*" . (8 -5 + 3 = —1. Uz to, mozemo odrediti i

rezultat oduzimanja sume koeficijenata uz parne potencije i sume koeficiijenata uz neparne potencije:
15 1)\22 D (1 )
p(-=1)=1- (-8 + B + 5) = 0. Trazeno rjeSenje je % =-3



UVOD U MATEMATIKU

Drugi kolokvij — 30. sije¢nja 2019.

Zadatak 6. Odredite normirani polinom f € R[] stupnja 4 koji je djeljiv s (z — 1), a pri dijeljenju s
2% + 1 daje ostatak 22 + 1. Odredite ostatak polinoma f pri dijeljenju s z — 2.

Rjesenge. Kako je st(f) =4 i f normiran, slijedi da je f(z) = 2* +az® +bx* 4+ cx + d za neke a, b, c,d € R.
Takoder, iz uvjeta zadatka imamo

(x—=1?%f = f()=f(1)=0
flx)=(@*+Dglx) +20+1 = f(i)=2i+1, f(—i)=—2i+1.

Slijedi,
f(1)=0 = 14+a+b+c+d=0
f(1)=0 = 44+3a+2b+c=0
f@)=2i4+1 = 1—ia—b+ic+d=2i+1 = 1-b+d=1, —a+c=2.
. : . . L.
Rjesavanjem gornjeg sustava dobivamo a = —5 b=0,c= 3 id=0, odnosno
3 1
o4 9.3 1
flz)==x 5% t 5%

Konacno, ostatak pri dijeljenju polinoma f s x — 2 jednak je f(2) = 5.



UVOD U MATEMATIKU

Drugi kolokvij — 30. sije¢nja 2019.

Zadatak 7. (5 bodova) Rastavite na parcijalne razlomke

422 +9
A3 — 322 4+ T + 27

Rjesenje. Faktorizirajmo nazivnik tako da prvo provjerimo ima li polinom f(x) = 42 — 32 + Tz + 2

racionalne nultocke. Svi kandidati za racionalne nultocke su +1, iﬁ’ +4, izl. Uvrstavanjem vidimo da je

f(5}) = 0. Odredimo kvocijent dobiven dijeljenjem polinoma f s x + 1 (npr. Hornerovim algoritmom):

f(z): (x+i) =42* — 4 +8.

Stoga je
4% + 9 B 4% + 9 B 4% +9
403 =32+ Tx+2  (v+1)(4a? —4z+8) (dz+1)(2® —z +2)
A N Br+C  (A4+4B)2®>+(—-A+B+4C)z+2A+C
x4+l 242 (dx +1)(22 —2+2) '

Slijedi da je
422 +9=(A+4B)2* + (—A+ B+40)z +2A + C, Vx € R,

odnosno
A+4B =14
—A+B+4C =0
2A+C =09.

Rjesavanjem dobivenog sustava dobijemo A =4, B=01i C =1, pa je

3r+4 B 4 n 1
23+ 22 4+3x—2 dr+1 22—z +2




