UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 20. studenog 2019.

Zadatak 1.

(a) (3 boda) U jednom odjeljenju od 30 uc¢enika odgovaralo je: 21 u¢enik matematiku, 17 uc¢enika fiziku,
12 ucenika informatiku, 10 ucenika matematiku i fiziku, 6 ucenika matematiku i informatiku, 6
ucenika fiziku i informatiku, a 2 ucenika sva tri predmeta. Koliko ucenika je:

(i) odgovaralo informatiku, ali ne i matematiku,
(ii) odgovaralo to¢no dva predmeta od tri moguca,
(i) odgovaralo samo jedan predmet?

(b) (2 boda) Na skupu S = {—3,—2,0, 3,5, 7} definirana je binarna relacija p sa xpy < r? = y*. Napisite
sve elemente relacije p.

Rjesenge.

(a) (i) 6.
(i) 16.
(iii) 12.

(b) p= {(_37 _3>’ (_2’ _2)’ (07 0)7 (37 3)7 (5’ 5)7 (77 7)7 (_37 3)7 (3’ _3)}



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 20. studenog 2019.

Zadatak 2.

(a) (3 boda) Zadana je permutacija

a b c
/= < c ab )
skupa {a,b,c}. Odredite f2, f31i f~!. Ovdje f? oznacava fo f, a f> oznafava fo fo f.

(b) (2 boda) Funkciju f(z) = 32° — 42* + 2? + 1 napisite kao zbroj jedne parne i jedne neparne funkcije.

Rjesenge.

(a) (3 boda) Zadana je permutacija

a b c a b c _ a
f2:(bca>’f3:(abc>’f1:(b
(b) f(z) = —4a* + 2> +1+ éaf’/

parna neparna

o o

IS
N———



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 20. studenog 2019.

Zadatak 3. (5 bodova) ZapiSite simbolima zadanu tvrdnju te njen obrat, negaciju i obrat po kontrapozi-
ciji. Zapisite zatim rije¢ima sve dobivene tvrdnje. Odredite istinitost svih tvrdnji i obrazlozite Sto tvrdite.
Zadana je sljedeca tvrdnja.

Za svaka dva prirodna broja vrijedi: ako je barem jedan od ta dva broja paran, onda je potencija broja
dva kojoj je eksponent produkt ta dva broja dijeljiva s cetiri.

Rjesenje. Danu tvrdnju simbolima zapisujemo kao
(Vm,n € N)((2/m V 2|n) = 4[2™").

Ova tvrdnja je istinita. Naime, ako je barem jedan od brojeva m i n paran, onda je i njihov produkt mn
paran, pa je specijalno mn > 2. Slijedi, 2™ = 4 % 2™"~2 iz ¢ega dobivamo da 4 dijeli 2™".
Obrat dane tvrdnje je
(Ym,n € N)(4]2™" = (2|m V 2|n)).

ili rijecima:

Za svaka dva prirodna broja vrijedi: ako je potencija broja dva kojoj je eksponent produkt ta dva broja
dijelyiva s cetiri, onda je barem jedan od ta dva broja paran.

Ova tvrdnja nije istinita. Naime, za m = 1 in = 3 imamo 4/23, ali m i n o€ito nisu parni.
Obrat po kontrapoziciji dane tvrdnje je

(Vm,neN)4 f2™ = (2 fm A 2 fn)).
ili rijecima:

Za svaka dva prirodna broja vrijedi: ako potencija broja dva kojoj je eksponent produkt ta dva broja nije
dijeljiva s cetiri, onda su oba broja neparna.

Buduéi da je originalna tvrdnja bila istinita, onda takav mora biti i obrat po kontrapoziciji.
Negacija dane tvrdnje je
(Im,n e N)((2|m V 2|n) A 4 f2™").

ili rijecima:

Postoje dva prirodna broja takvi da je barem jedan od njth paran i da potencija broja dva kojoj je
eksponent njihov produkt nije dijeljiva s cetirs.

Originalna tvrdnja je bila istinita pa je onda njena negacija neistinita.



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 20. studenog 2019.

Zadatak 4. (5 bodova) Nacrtajte Vennove dijagrame za skupove AA (BUC) i (AAB) U (AAC).
Odredite odnos ta dva skupa. Inkluziju koja vrijedi opcenito dokazite, a za inkluziju koja ne vrijedi
op¢enito pronadite kontraprimjer.

Rjesengje. Vennovi dijagrami za skupove AA (BUC) i (AAB) U (AAC) redom izgledaju ovako.

Iz Vennovih dijagrama naslu¢ujemo da je AA (BUC) C (AAB)U (AAC) te da obratna inkluzija ne
vrijedi opcenito.

Dokazimo navedenu inkluziju. Neka je x € AA(BUC). Tadajex € A\ (BUC)iliz € (BUC)\ A,
a iz drugog izraza direktno slijedi z € B\ A ili z € C'\ A. Imamo tri slucaja:

1° Akojex € A\ (BUC),tadajex € Aix ¢ BUC,tj. x € Aix ¢ Bix ¢ C. Posebno, vrijedi
x€Aixz¢ B,odnosno z € A\ B,pajeix e AAB te x € (AAB)U (AAC).

2° Akojex € B\ A, tadajex € AA B, pajex € (AAB)U (AAC).
3° Ako je x € C'\ A, tada je x € AAC, paje x € (AAB)U (AAQC).

Prema tome, uistinu vrijedi inkluzija AA (BUC) C (AAB) U (AAC)
Obratna inkluzija ne vrijedi! Uzmimo, primjerice, A = {1},B =0 i C = {1}. Tada vrijedi:

e ANBUC)={1}A (0u{1}) ={1} A{1} =0,
e (AAB)U(AAC) = ({1} A1DU ({1} A 0) =0 u{1} ={1}.

Buduéi da {1} € 0, na ovom posebnom primjeru zaklju¢ujemo da opcenito ne vrijedi (AAB) U (AAC) C
AN (BUC).



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 20. studenog 2019.

Zadatak 5. (5 bodova) Na skupu realnih brojeva R zadana je relacija p C R x R sa
rpy << sinx <siny.

Odredite je li relacija p refleksivna, simetri¢na, tranzitivna, antisimetri¢na. Sve svoje tvrdnje dokazite.
Je li p relacija ekvivalencije? Je li p relacija parcijalnog uredaja? Obrazlozite!

Rjesenge.
e Refleksivnost: za svaki x € R o¢ito vrijedi sinx < sinx, pa je = p x. Slijedi da je relacija refleksivna.
e Relacija nije simetricna! Uzmimo primjerice x = 0 iy = 3. Ocito je zpy ali nije ypz.

e Tranzitivnost: Neka su z,y,z € R proizvoljni brojevi takvi da je zpy i ypz. Tada je po definiciji
relacije p sinz < siny i siny < sin z, pa je i sinx < sin z, tj. xpz, dakle, relacija je tranzitivna.

e Relacija p nije antisimetri¢na! Primjerice, 0 p mi 7 p 0, ali 0 # .

Relacija p nije ni relacija ekvivalencije ni relacija parcijalnog uredaja jer nije simetri¢na ni antisimetri¢na.



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 20. studenog 2019.

Zadatak 6.

(a) (3 boda) Dokazite da je funkcija f : R — R zadana s

3T 3%
o) =5

injekcija.

(b) (2 boda) Neka je h : R — R funkcija dana s h(z) := 3*. Zapisite pravilo pridruzivanja za funkciju
g : R — R tako da vrijedi f = goh (pri ¢emu je f funkcija iz (a) dijela zadatka) te se uvrstavanjem
uvjerite da je funkcija g ispravno odredena.

Rjesenge.
(a) Neka su z1, 2 € R takvi da vrijedi

f(z1) = f(z2)
37— 37T 30 37w
= —
314 3-o1 302 4 3w
= 3x1+1‘2 + Jr1—T2 _ QT2 JTELIL2 3114-932 — 3T1—T2 + 3¥2—T1 _ 3TT1—T2
= 2.377" = 2. 3w
= 3T17T2 _ 37271

= X1 — To2 = To — X1

= 211 = 219

= T1 = Ta.
Prema tome, f je injekcija.

(b) Osim naslu¢ivanjem, postoji zgodan postupak kojim mozemo odrediti trazenu funkciju, a sve dok je
moguce invertirati neke druge funkcije ukljucene u izrazu.

Trazimo funkciju g za koju vrijedi
3T _ 3=
3 = ——.
9(3%) 3 13
Supstitucijom t = 3%, iz ¢ega bi slijedilo z = logs ¢, slijedi

Jloggt __ g—logyt t — 3logs t—1 t— ¢t _ % 2 -1

g(t) - 3log3t_|_3flog3t - t+3log3t—1 - t+t1 - t‘i‘% - t2+1

v . 2_
Trazena formula je g(x) = §2+}.




UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 20. studenog 2019.

Zadatak 7. (5 bodova) Neka je f(z) =z — 2y/x — 15,
(a) (2 boda) Odredite sliku funkcije f.
(b) (3 boda) Odredite skup f~*([0,9)).

Rjesenje. Definirajmo funkcije fi, fo, f3, f4 na sljedeé¢i nacin:
fi(z) =z, folr) :=2* — 22— 15.
Primijetimo da vrijedi f = fs o fi.

(a) Domena funkcije f je [0, 4+00) (jedini uvjet je odreden korijenom) pa trazimo Imf = f([0, +o00)) =
(f2 0 f1)([0,400)) = fa(f1([0, +00))). Ra¢unamo:

f1([0,+00)) = [0, +00), f2([0,+00)) = [—16, +00) .

Sliku po funkciji f> jednostavno odredimo skiciranjem dane kvadratne funkcije. Njeno tjeme je u
toc¢ki (1, —16) pa je uklju¢eno u skupu [0, +00). Sveukupno, Imf = [—16, +00).

(b) Opet koristimo rastav f = fy 0 f; i ¢injenicu f~1([0,1)) = f;'(f5'([0,9))). Ra¢unamo:

f5 ([0,
St (=4, =3]U 5,

) = (=4, =3]U5,6),

9
6)) = [25, 36) .

Zaklju¢ujemo da vrijedi f71([0,9)) = [25, 36).



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 20. studenog 2019.

Zadatak 1.

(a) (3 boda) U jednom odjeljenju od 30 ucenika odgovaralo je: 20 ucenika matematiku, 18 ucenika
fiziku, 13 ucenika informatiku, 10 ucenika matematiku i fiziku, 8 ucenika matematiku i informatiku,
5 ucenika fiziku i informatiku, a 2 ucenika sva tri predmeta. Koliko ucenika je:
(i) odgovaralo fiziku, ali ne i matematiku,
(ii) odgovaralo to¢no dva predmeta od tri moguca,
(i) odgovaralo samo jedan predmet?

(b) (2 boda) Na skupu S = {—5,—2,0, 3,5, 7} definirana je binarna relacija p sa xpy < r? = y*. Napisite
sve elemente relacije p.

Rjesenge.

(a) (i) 8.
(i) 17.
(iii) 11.

(b) p= {(_57 _5>’ (_2’ _2)’ (07 0)7 (37 3)7 (5’ 5)7 (77 7)7 (_57 5)7 (5’ _5)}



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 20. studenog 2019.

Zadatak 2.
(a) (3 boda) Zadana je permutacija
fe a b c
“\c ab
skupa {a,b,c}. Odredite f2, f31i f~!. Ovdje f? oznacava fo f, a f> oznafava fo fo f.

(b) (2 boda) Funkciju f(z) = 325 — 42® + 2? + 1 napisite kao zbroj jedne parne i jedne neparne funkcije.

Rjesenge.

(a) (3 boda) Zadana je permutacija

a b c a b c _ a
fQZ(b c a)’fg:(a b c)’fl:(b

(b) f(x) =32° + 2 + 1+ (—42°).

parna neparna

o o

IS
N———



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 20. studenog 2019.

Zadatak 3. (5 bodova) ZapiSite simbolima zadanu tvrdnju te njen obrat, negaciju i obrat po kontrapozi-
ciji. Zapisite zatim rije¢ima sve dobivene tvrdnje. Odredite istinitost svih tvrdnji i obrazlozite Sto tvrdite.
Zadana je sljedeca tvrdnja.

Za svaka dva prirodna broja vrijedi: ako su oba broja meparna, onda je potencija broja tri kojoj je ek-
sponent produkt ta dva broja dijeljiva s devet.

Rjesenje. Danu tvrdnju simbolima zapisujemo kao
(Vm,n e N)(2 fm A 2 fn)=93™").

Ova tvrdnja nije istinita. Uzmimo m = n = 1. O¢to su oba broja neparna, ali 3" = 3 te 9 } 3.
Obrat dane tvrdnje je
(Vm,n e N)(9|3"™" = (2 fm A 2 fn)).

ili rijecima:

Za svaka dva prirodna broja vrijedi: ako je potencija broja tri kojoj je eksponent produkt ta dva broja
dijeljiva s devet, onda su oba broja neparna.

Ova tvrdnja takoder nije istinita. Naime, za m = 1 i n = 2 imamo 9|32, ali n o¢ito nije paran.
Obrat po kontrapoziciji dane tvrdnje je

(Vm,n € N)(9 /3™ = (2|m V 2|n)).
ili rije¢ima:

Za svaka dva prirodna broja vrijedi: ako potencija broja tri kojoj je eksponent produkt ta dva broja nije
dijeljiva s devet, onda je barem jedan od ta dva broja paran.

Buduéi da originalna tvrdnja nije bila istinita, onda ni obrat po kontrapoziciji nije istinit.
Negacija dane tvrdnje je

(Fm,neN)(2 fm A 2 fn) A9 f3™).
ili rije¢ima:

Postoje dva prirodna broja koji su oba neparni @ takvi da potencija broja tri kojoj je eksponent njihov
produkt nije dijeljiva s devet.

Originalna tvrdnja nije bila istinita pa je onda njena negacija istinita.



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 20. studenog 2019.

Zadatak 4. (5 bodova) Nacrtajte Vennove dijagrame za skupove A \ (BAC) i (A\ (BUC))uU(BNC).
Odredite odnos ta dva skupa. Inkluziju koja vrijedi opcenito dokazite, a za inkluziju koja ne vrijedi
op¢enito pronadite kontraprimjer.

Rjesengje. Vennovi dijagrami za skupove (AA B)\ C'i AA (B \ C) redom izgledaju ovako.

Iz Vennovih dijagrama naslu¢ujemo da je A\ (BAC) C (A\ (BUC))U(B N C) te da obratna inkluzija
ne vrijedi opéenito.

Dokazimo navedenu inkluziju. Neka je A \ (BAC). Tada je x € Aix ¢ BAC. Koristedi identitet
BAC =(BUC)\ (BNC(C), dobivamo z € Ai(x ¢ BUC ili z € BN (). Ako iskoristimo distributivnost
logickog i 1 ili, dobivamo dva slucaja:

1° z € Aix ¢ BUC. Drugim rije¢ima, imamo z € A\ (BUC), iz ¢ega direktno slijedi x € A \ (BAC).
2° xe€ Aixz € BNC, odnosno, imamo x € AN BNC, iz ¢ega slijedi x € BNC te x € A \ (BAC)

Prema tome, uistinu vrijedi inkluzija A \ (BAC) C (A\ (BUC))U (BNCO).
Obratna inkluzija ne vrijedi! Uzmimo, primjerice, A =0, B = {1} i C = {1}. Tada vrijedi:

e A\ (BAC)=0\0=10
o (AN(BUC)U(BNC)=O\{1})u{1} ={1}.

Buduéi da ¢ 2 {1}, na ovom posebnom primjeru zaklju¢ujemo da opéenito ne vrijedi A \ (BAC) 2
(A\(BUQ))U(BNCO).



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 20. studenog 2019.

Zadatak 5. (5 bodova) Na skupu realnih brojeva R zadana je relacija p C R x R sa
rTpy << cosx < Cosy.

Odredite je li relacija p refleksivna, simetri¢na, tranzitivna, antisimetri¢na. Sve svoje tvrdnje dokazite.
Je li p relacija ekvivalencije? Je li p relacija parcijalnog uredaja? Obrazlozite!

Rjesenge.
e Refleksivnost: za svaki z € R o¢ito vrijedi cosx < cosz, pa je x p z. Slijedi da je relacija refleksivna.
e Relacija nije simetricna! Uzmimo primjerice x = 7 i y = 0. Ocito je zpy ali nije ypz.

e Tranzitivnost: Neka su z,y,z € R proizvoljni brojevi takvi da je zpy i ypz. Tada je po definiciji
relacije p cosx < cosy i cosy < cos z, pa jeicosx < cos z, tj. xpz, dakle, relacija je tranzitivna.

e Relacija p nije antisimetri¢na! Primjerice, 0 p 27w i 27 p 0, ali 0 # 27.

Relacija p nije ni relacija ekvivalencije ni relacija parcijalnog uredaja jer nije simetri¢na ni antisimetric¢na.



UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 20. studenog 2019.

Zadatak 6.

(a) (3 boda) Dokazite da je funkcija f : R — R zadana s

20 —27%
o) =g

injekcija.

(b) (2 boda) Neka je h : R — R funkcija dana s h(z) := 2%. Zapisite pravilo pridruzivanja za funkciju
g : R — R tako da vrijedi f = goh (pri ¢emu je f funkcija iz (a) dijela zadatka) te se uvrstavanjem
uvjerite da je funkcija g ispravno odredena.

Rjesenge.
(a) Neka su z1, 2 € R takvi da vrijedi

f(z1) = f(z2)
py
= —
201 4 9-T1 Q2 4 Q=2
= 2x1+1‘2 + QTI—T2 _ 9T2—T1 __ 9~T1—T2 _ 2114-932 — 9T1— T2 + QT2—T1 _ 9TT1—T2
= 2277 = 2. 9"
= 9T17T2 _ 9T2—T1

= X1 — To2 = To — X1

= 211 = 219

= T1 = Ta.
Prema tome, f je injekcija.

(b) Osim naslu¢ivanjem, postoji zgodan postupak kojim mozemo odrediti trazenu funkciju, a sve dok je
moguce invertirati neke druge funkcije ukljucene u izrazu.

Trazimo funkciju g za koju vrijedi
(37) = 22
Supstitucijom t = 2%, iz Cega bi slijedilo z = log, t, slijedi

glogyt _ 9—logyt t — 9log, t—1 t— ¢t _ % 2 -1

- Qlogyt 4 9—logyt - t+210g2t_1 o t+t1 - t‘i‘% - t2+1

g9(t)

v . 2_
Trazena formula je g(x) = §2+}.




UvVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 20. studenog 2019.

Zadatak 7. (5 bodova) Neka je f(z) =z — 2y/x — 24.
(a) (2 boda) Odredite sliku funkcije f.
(b) (3 boda) Odredite skup f~*([—9,0)).

Rjesenje. Definirajmo funkcije fi, fo, f3, f4 na sljedeé¢i nacin:
fi(z) =z, folr) :=2* — 22 — 24.
Primijetimo da vrijedi f = fs o fi.

(a) Domena funkcije f je [0, 4+00) (jedini uvjet je odreden korijenom) pa trazimo Imf = f([0, +o00)) =
(f2 0 f1)([0,400)) = fa(f1([0, +00))). Ra¢unamo:

f1([0,+00)) = [0, +00), f2([0,+00)) = [—25, +00) .

Sliku po funkciji f> jednostavno odredimo skiciranjem dane kvadratne funkcije. Njeno tjeme je u
toc¢ki (1, —25) pa je uklju¢eno u skupu [0, +00). Sveukupno, Imf = [—25, +00).

(b) Opet koristimo rastav f = fy o fi i ¢injenicu f~1([-9,0)) = f7 ' (f5 ' ([-9,0))). Rac¢unamo:

foH([=9,0)) = (=4, -3] U [5,6),
fit((—4,-3]U[5,6)) = [25,36) .

Zaklju¢ujemo da vrijedi f~1([—9,0)) = [25, 36).



