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1 Primjena linearne algebre u teoriji brojeva

Podsjetimo se par korisnih teorema iz linearne algebre o homogenim sustavima linearnih
jednadzbi te na fundamentalni teorem simetri¢nih polinoma.

Teorem 1. Homogeni sustav linearnih jednadzbi

a1, + a9 + - - - + ATy — 0,

a21%1 + Ag2x2 + -+ + agpx, = 0,

Ap1T1 + ApaZo + -+ + Appy = 0

ima samo trivijalno rjesenja ako i samo ako je

apn @iz - Qin
Qg1 Q22 -+ Q2p
= 0.
an1 QAp2 - App
Teorem 2 (Vandermond). Za kompleksne brojeve x1, xa,. .., x, vrijedi
1 1 ... 1
xl $2 PR xn
2 2 2
L1 L3 Ly = H (iL'j—.Z'Z>
: : : 1<i<j<n
L ant

Teorem 3 (fundamentalan teorem o simetricnim polinomima). Neka je A prsten i f €
Alxy, ..., x,] simetriéni polinom u n varijabli. Tada postoji polinom g € Alxy, ..., x,] takav
da je f(x1,...,2,) = g(S1(x1,... ,xn), ..., Su(x1,... ,x,)) pri cemu je
Sk<£lj'1,... ,l’n) = Z Ly + 0+ Ty,
1<ir<...<ig<n

k-ta simetricna fundamentalna suma.
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Primjer 1. Neka su ag, aq, ..., a,_1 racionalni brojevi takvi da vrijedi
a0+a1{7§+...+an_1 Vn 2n—1 =,

Dokazite da je ag = a; = ... = a,_1 = 0.

Rjesenje. Mnozenjem pocetne jednadzbe s najmanjim zajednickim visekratnikom od naziv-
nika brojeva ag, a1, ..., a,_1 bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da su brojevi
ag, a1, ..., a,_1 cijeli. Ideja je odabrati n razli¢itih realnih brojeva r s kojima ¢emo pomnoziti
pocetnu jednadzbu i time dobiti n X n sustav linearnih jednadzbi s netrivijalnim rjeSenje, iz
cega ¢e onda slijediti da je determinanta matrice sustava 0 te u konac¢nici dobiti da mora biti
apg=a,=...=a,_1=0.

Dobre vrijednosti za takve realne brojeve su r = 1, ¥/2, ..., ¥/27=1. Mnozenjem pocetne
jednadzbe s tim vrijednostima dolazimo do sustava

([ ata V24 ta, V2l =0,
2an71 +a0{L/§+ +anf2 nV 2n71 :Oa

201 + 2022+ -+ agV2n1 = 0.

Uocimo da taj sustav ima netrivijalno rjesenja (1, ¥/2, ..., ¥/27~1) pa stoga mora biti

Qo ayp - Gp-1
2an—1 ap -+ Qp-2
2(1,1 2&2 ce agp

Pogledajmo gornju determinantu modulo 2. Matrica tada postaje gornje trokutasta pa
imamo da vrijedi aj = 0 (mod 2), odnosno ag = 2by za neki cijeli broj by.

Uvrstavanjem ag = 2by u prijasnju determinantu redom imamo

2bg ay - Gp-1 bo ayp - Ap-1 a; as - bo
0 2(17‘1_1 2{70 o Gne2) 5 (p—1 2%70 T Gnez| 2. (—1)r-t 2bg a‘l Ap—1
2&1 2&2 tee 2b0 aq 2(12 e 2b0 2@2 2(13 cee aq

iz ¢ega slijedi da je

a a9 N bO
2b0 aq o QAp—1

=0
2&2 2&3 cee ay




Ponovno gledanjem zadnje determinante modlulo 2 dobivamo da je a} = 0 (mod 2), tj.
a1 = 2by za neki cijeli broj b;. Gornji postupak mozemo dalje ponavljati iz ¢ega dobijemo da
jea; =0 (mod 2) zasve i =0, ..., n — 1. Kona¢no, metodom beskonacnog spusta slijedi da
mora biti ag =a; =... =a,_1 =0. O

Primjer 2. Neka su a, b i c relativno prosti cijeli brojevi. Dokazite da postoje cijeli brojevi
x, Y, 2, u, v, w takvi da vrijedi

a(yw — zv) + b(zu — zw) + c¢(zv — yu) = 1.

Rjesenje. Zapisimo jednakosti iz tvrdnje zadatka na sljedec¢i nacin

a T u
B _ _ _ I 7l I T ou
1 =a(yw — 2v) + b(zu — zw) + c(zv — Yu) al’ Cw +cy ; by wvl.
c z w
a T u
Ovime se zadatak svodi na trazenje matrice A= | b y v | takve da je det A = 1. Dokazat
c z w

¢emo da vrijedi opéenitija tvrdnja.
Lema 4. Neka je n > 2 prirodan broj. Za svaki vektor v € Z™ ¢ije su koordinate relativno

proste postoji matrica A € M, (Z) kojoj je vektor v prvi stupac i takva da je det A = 1.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po n. Zan = 2 tvrdnja direktno slijedi iz Bezouto-
vog teorema. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodan broj n i dokazimo da vrijedi

izan+ 1. Uzmimo vektor v = (vy,v9,... ,v,11) € Z"! s relativno prostim koordinatam.
Neka je d = ged(vy, vg, ... ,v,). Tada su koordinate vektora v' = (%, %, ... “) relativno

proste pa prema pretpostavci postoji matrica

v

T M2 o ai,
v2

—_= 0122 IR a2
d n

A =
v
Fn Qpz *++  Qpp

takva da je det A’ = 1.

Nadalje, bududi da je ged(d, v, 1) = 1 prema Bezoutovom teoremu znamo da postoje cijeli
brojevi av i 8 takvi da je ad 4 Pv, 41 = 1. Definirajmo kona¢no matricu

v aip o Ay —p 2
A=
Un, Qp2 -+ OQnp _6%
Un+1 0 tee 0 0%
Razvojem determinante po zadnjem retku lagano vidimo da je det A = 1 iz ¢ega slijedi
tvrdnja. n



Primjer 3. Dokazite da sve cijele brojeve ay, as, ..., a, je broj
H a; — a;
1<icj<n J T °

takoder cijeli.

Rjesenje. lzraz H (a; — a;) je upravo Vandermodnova determinanta pripadne matrice za
1<i<j<n
brojeve ai, as, ..., a,. Nadalje, uoéimo da je H (j—i)=11-21---(n— 1)L
1<i<j<n

Spajanjem gornjih jednakosti redom imamo

1 1 ... 1 1 1
ar as an
aq as an, 1! 1! !
a; — a; 1 2 2 2 ay a3 n
H — = ay ay 0 Ay | =1 7 2! !
LL 45— -2 (n—1)! . : . .
1<i<j<n : . .
—1 —1 —
alfl agfl ag—l al al an!
(n—1)!  (n—1)! (n—1)!
1 1 1

(ntljl) (najl) T (nafl)

pri ¢emu smo zadnju jednakost dobili tako da smo svakom retku redom oduzeli odredeni broj

prethodnih redaka determinante. Konac¢no, kako su svi elementi zadnje determinante cijeli
a; — a; .. .. .

brojevi slijedi da je broj H —L_ cijeli broj. O

1<i<j<n J ¢

2 Algebarski cijeli brojevi

Definicija 1. Za kompleksan broj a kazemo da je algebarski ako je korijen nekog polinoma
s racionalnim koeficijentima. Normirani polinom najmanjeg stupnja s racionalnim koefici-
jentima kojem je « korijen zovemo minimalnim polinomom od «. Za ostale nultocke
minimalnog polinoma od « kazemo da su konjugati od «.

Napomena 1. Koristenjem teorema o dijeljenju polinoma s ostatkom lagano vidimo da je
svaki polinom s racionalnim koeficijentima kojem je o nultocka djeljiv minimalnim polinomom
od «. Nadalje, minimalni polinom od « je ireducibilan u Q|x].



Definicija 2. Kazemo da je kompleksan broj a algebarski cijeli broj ako je « korijen nekog
normirano polinoma s cjelobrojnim koeficijentima.

Napomena 2. Koristenjem Gaussove leme se moze pokazati da je a algebarski cijeli broj
ako i samo ako minimalni polinom od « ima cjelobrojne koeficijente.

Teorem 5. Zbroj ili umnozZak dva algebarska (cijela) broja je ponovo algebarski (cijeli) broj.

Teorem 6. Jedini racionalni brojevi koji su ujedno i algebarski cijeli brojevi su (racionalni)
cigeli brojeuvi.

Primjer 4. Dokazite da je broj

V10132 + 14+ V10142 + 1+ ... + V20252 + 1

iracionala.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da je broj v/10132 + 14++/10142 + 1+...4++/20252 + 1
racionalan. Uoc¢imo da je za svaki cijeli broj k broj v/k2? + 1 algebarski cijeli broj jer je korijen
polinoma z? — (k2 +1). Time imamo da je i broj v/10132 + 1++/10142 + 1+...++/20252 + 1
takoder algebarski cijeli broj. Kako smo pretpostavili da je on ujedno i racionalan slijedi da
je zapravo v/10132 4+ 1 4+ /10142 + 1 + ... + /20252 + 1 cijeli broj. Tada imamo da je i broj

V10132 + 1+ V10142 + 1+ ... 4+ v/2025% + 1 — (1013 + 1014 + .. . + 2025) =
(V1013% + 1 — 1013) + (V10142 + 1 — 1014) + ... + (v/202352 + 1 — 2025) =
1

1 1
+ +...+
1013 +v101324+1 1014 4+ /10142 + 1 2025 4+ /20252 + 1

takoder cijeli broj.
Medutim, vrijedi da je
1 1 1 1013
0< + +...+ < <1
1013+ v/10132+1 1014 + /10142 + 1 2025 + /20252 +1 1013 + /10132 + 1

Sto daje kontradikciju. Dakle, broj v/10132 + 1 + /10142 + 1 + ... + /20252 + 1 je zaista

iracionalan. O

Napomena 3. Gornji primjer je posljedica puno opcenitijeg rezultata (koji nema toliko
jednostavan dokaz kao prethodni zadatak):

Teorem 7. Neka su aq, as, ..., a, prirodni brojevi takvi da je

\/a_1+\/a_2+...+\/an

racionalan broj. Tada je svaki a; kvadrat nekog prirodnog broja.



Primjer 5. Niz (xn)nzo je definiran rekurzijom x,,4 = x,1 + T, za sve cijele brojeve n > 0
i pocetnim uvjetima xo = 4, r; = xo = 01 x3 = 3. Dokazite da je za svaki prosti broj p broj
x, djeljiv s p.

Rjesenje. Karakteristi¢ni polinom gornje rekurzije je A* — A\ — 1. Lagano se vidi da karakte-
risticni polinom nema visestrukih nultocaka. Oznacimo s oy, as, as i a4 sve njegove nultocke.
Tada je z, = Aa} + Baj + Caf + Dajj za neke kompleksne brojeve A, B, C'i D. Nadalje,
koristenjem Vieteovih formula se moze provijeriti da za koeficijente A = B=C =D =1 su
zadovoljeni pocetni uvjeti rekurzije. Dakle, imamo da je z,, = of + af + af + .

Sada zelimo pokazati da je za svaki prosti broj p broj of + of + of + o djeljiv brojem
p. Gornju tvrdnju ¢emo dobiti tako da dokazemo opéenitiji rezultat (koji je u neku ruku
generalizacija malog Fermatovog teorema).

Lema 8. Neka je f(x) normirani polinom s cjelobrojnim koeficijentima i neka su 1, xo, . . .,
x, sve njegove nultocke (ne nuzino razlicite). Tada je broj

N=(@m+az+...+z,) — (Y +25+ ... +2P)

cigeli broj djeljiv s p za svaki prosti broj p.

Dokaz. 1z fundamentalnog teorema o simetricnim polinomima i Vieteovih formula direktno
dobijemo da je N cijeli broj. Preostaje dokazati da je NV djeljiv s p. U tu svrhu ¢emo najprije

1
dokazati da je broj 5 (1 + 2o+ ...+ x,)P — (2} + 25 + ...+ 2P)) algebarski cijeli broj.

Gornju tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po broju nultoc¢aka, tj. po broju n. Za n = 2
imamo da je

ey - @) = 5 2 ()t

p im1 P\
1
Kako su binomni koeficijenti (?) djeljivis pzasvei = 1,2, ..., p—1slijedida je = ((z1 4+ 22)? — (2] + 25))
p
algebarski cijeli broj jer je dobiven kao zbroj umnozaka algebarskih cijelih brojeva.

1
Pretpostavimo sada da je — ((z1 + 22 + ...+ ,)P — (2] + 25 + ... + 22)) algebarski cijeli
P

broj za neki prirodan broj n, tj. da je
(x1+ a0+ ...z, — () + 25+ ... +20) =pa

za neki algebarski cijeli broj a.. Iz slucaja n = 2 primijenjenog na brojeve x1 + x2 + ... + x,
i Z,41 znamo da je

($1+$2+...+$n+1)p—($1+$2+...—|—Q?n>p—xfl+l :pﬁ
za neki algebarski cijeli broj 5. Prema tome je

(rr+mo+ .+ xp) — (@] +2b 4. 42y y) = pla+ B)

6



i kako je a + 3 algebarski cijeli broj, slijedi tvrdnja indukcije.

N
Konac¢no, tvrdnja leme slijedi iz ¢injenice da je — racionalan broj koji je ujedno i algebarski

cijeli broj pa time nuzno mora biti cijeli broj. O

O

Ly
Primjer 6. Neka su x i y kompleksni brojevi takvi da je oy cijeli broj za neka cetiri
)

" — "
uzastopna prirodna broja n. Dokazite da je e cijeli broj za sve prirodne brojeve n.
r—y

" — "
Rjesenje. Oznacimo s a,, = T 7Y testavimo s = +yip=uzy.
r—y

Iz jednakosti
(" —y") - (z+y) = (@ —y"™) +ay(@" " —y")

dobivamo rekurziju a,1 — sa, + pa,_1 = 0 za sve prirodne brojeve n > 2.

Takoder, iz jednakosti

(xn+1 _ yn+1) 5 (xnfl _ ynfl) _ (l‘n _ yn)Z — _xnflynfl(m o y>2

dobivamo rekurziju a, 1@, 1 — a> = —p"~! za sve prirodne brojeve n > 2.
Neka su k, k+ 1, k+ 2 i k + 3 uzastopni prirodni brojevi za koje su ay, ari1, Grio 1 a3
cijeli brojevi. Tada su p* = af, | — agyoay i "™ = af, — agysapi cijeli brojevi sto povlaci da
k+1
je p = —— racionalan broj. Broj p je takoder i algebarski cijeli broj jer je korijen polinoma

a¥ — (af,, — arsoar), iz Cega slijedi da je p zapravo cijeli broj.

Nadalje, iz rekurzije a,,+1 — sa, — pa,_1 = 0 indukcijom lagano slijedi da za svaki prirodan
broj n vrijedi a,, = f,(s) gdje je f, normirani polinom s cjelobrojnim koeficijentima stupnja
n — 1. Time imamo da je s korijen polinom fi(z) — ay iz ¢ega slijedi da je s algebarski cijeli
ag42 + Pag

Ak+1

broj. Uoc¢imo da je s takoder i racionalan jer je s = . Prema tome, s je zapravo
cijeli broj.

Iz relacije a, = f,(s) sada konac¢no slijedi da je a,, cijeli broj za svaki prirodan broj n. [

Primjer 7. Neka su aq, as, ..., a; pozitivni realni brojevi takvi da je
Jap + ag + ...+ Yag
racionalan broj za sve prirodne brojeve n > 2. Dokazite da je a; = as = ... = a = 1.



Rjesenje. Dokazimo najprije da su aq, as, ..., ai algebarski brojevi i da vrijedi ajas - - - ax = 1.

Uzmimo prirodan broj N > k i promotrimo brojeve

r1 = Na1, xo = Nag, ..., v = N/ay.
Iz uvjeta zadatka imamo da su brojevi :v{ + xJQ +...+ mgg racionalni za sve 7 =1, 2, ..., k.
Prema tome imamo da su i simetricne fundamentalne sume Sy(z1,...,2g), Sa2(x1,... ,2x),
.oy Sk(x1, ..., zx) racionalne, odnosno da polinom f(z) = (z — x1)(x — 22) - - - (¥ — x3) ima
racionalne koeficijente. Time imamo da su brojevi xy1, xo, ..., xy algebarski pa su samim time
i brojevi ay, as, ..., a; algebarski.

Nadalje, kako je broj xyxy---xp = X/ajas - - - a racionalan za sve N > k slijedi da mora
biti a1ag - ap = 1.

Bududi da su brojevi aq, ao, ..., ai algebarski slijedi da postoji polinom
F(z) = ba” +bo_12™ ...+ by

s cjelobrojnom koeficijentima koeficijentima kojem su aq, as, ..., a; korijeni. Uoc¢imo da su
tada brojevi b.aq, b.as, ..., b.ay algebarski cijeli brojevi jer su korijeni polinoma

G(z) =a" +b12" by _ox" 4 .+ 0 .

Takoder, za svaki prirodan broj n su i brojevi /b.ay, /bras, ..., V/b.a; takoder algebarski
cijeli brojevi jer su korijeni polinoma G(z").

Time imamo da je

by (/@ + YT+ ...+ Sag) = /o ({L/bral—F Ubrag + ..+ % brak>

algebarski cijeli broj kao umnozak dva algebarska cijela broja. Bududéi da iz uvjeta zadatka
imamo da je on i racionalan broj, slijedi da mora zapravo biti cijeli broj. Ovime sada imamo

niz cijelih brojeva (br ({L/a_l + {fag+ ..+ {L/a_k))nzl.

Kako gornji niz konvergira prema kb,, slijedi da postoji prirodan broj N takav da je

Var+ Vag+ ..o+ Ya =k

za sve prirodne brojeve n > N.

Uo¢imo da iz ayas---ar = 11 ¢a; + Jas + ... + Ja, = k slijedi da imamo jedna-
kost kod A-G nejednakosti primijenjene na brojeve /ai, /as, ..., /ai $to povlaéi da je
AL =ay=...=a; = 1. ]



3 Zadaci za domac¢u zadacéu

Za uspjesno polaganje zadace potrebno je rijesiti barem 5 od sljede¢ih 10 zadataka.
Rok predaje je 14. 7. 2025.

Zadatak 1. Dan je polinom f s kompleksnim koeficijentima. Je li moguée odrediti ima
li polinom f dvostruku nultocku koriste¢i samo operacije zbrajanja, mnozenja i dijeljenja
njegovih koeficijenata?

Zadatak 2. Neka su a, b i c relativno prosti cijeli brojevi razliciti od 0. Dokazite da za sve
relativno proste cijele brojeve u, v i w koji zadovoljavaju au + bv + cw = 0 postoje cijeli
brojevi m, n i p tako da vrijedi

a=nw—pv, b=pu—mw, c=mv—nu.

Zadatak 3. Dokazite da je za sve cijele brojeve ay, as, ..., a, broj

lem(ay, as, ... ,a,)
a H (a; — a;)

a1z - ln 1<i<j<n
cijeli broj djeljiv s 112!+ - (n — 2)!.

Zadatak 4.

a) Nekasu P i R polinomi s racionalnim koeficijentima i P # 0. Dokazite da postoji ne-nul
polinom (@ s racionalnim koeficijentima takav da

P(z) | Q(R(z)).

b) Neka su P i R polinomi s cjelobrojnim koeficijentima i neka je P normirani polinom.
Dokazite da postoji normirani polinom @ s cijelobrojnim koeficijentima takav da

P(z) | Q(R(z)).

Zadatak 5. Neka su k i n prirodni brojevi i neka je P polinom stupnja n s koeficijentima iz
skupa {—1,0,1}. Pretpostavimo da (z — 1)¥ | P(z) i da postoji prost broj ¢ takav da je

q k

< —.
Ing In(n+1)
Dokazite da su svi g¢-ti korijeni iz jedinice korijeni polinoma P.

Zadatak 6. Dokazite da se niti jedan od brojeva /n + 1 — y/n, pri ¢emu je n prirodan broj,

™
ne moze zapisati u obliku 2 cos <—) za neke cijele brojeve ki m.
m



Zadatak 7. Neka su a i b racionalni brojevi takvi da je za neki prirodan broj n > 2 broj
/a + /b racionalan. dokazite da je broj {/a takoder racionalan.

Zadatak 8. Dani su relativno prosti brojevi m i n i realan broj z > 1 takav da su brojevi

1 1 1
™+ — i 2™ + — cijeli. Dokazite da je broj x + — takoder cijeli broj.
rm m T

Zadatak 9. Neka su py, po, ..., p, razliciti prosti brojevi i ay, as, ..., a, racionalni brojevi
takvi da je
a14/p1 + as/as + ...+ ap\/pn = 0.
Dokazite da je ay = as = ... = a, = 0.
Zadatak 10. Neka su aq, ag, ..., a, kompleksni brojevi takvi da je a7* 4+ a3’ + ...+ a]' cijeli

broj za sve prirodne brojeve m. Dokazite da je polinom

F(z)=(r—a1)(x —ag) - (x — a,) € Z[z].
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