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1 UVOD U VJEROJATNOST

e Elementarni dogadaj = svaki moguci ishod pokusa.
e () = prostor svih elemntarnih dogadaja.

e A C () slucajni dogadaj.

Primjer 1.1 Pokus: bacanje simetriécnog novciéa
Q={P,G} (ovdje su P i G elementarni dogadaji)
(vjerojatnost) P({P}) = P({G}) = 1 (zbog simetricnosti novéica,).

Primjer 1.2 Pokus: bacanje simetriécne kockice

0=1{1,2,3,4,5,6}, P{1}) =P({2}) = ... =P({6}) = %
(zbog pretpostavke o simetricnosti kockice svaki je broj 1, ...,6 jednako vjero-
jatan).

Dogadaje promatramo kao skupove, stoga su nam bitne skupovne operacije.
Neka su A i B dogadaji.

1) UNIJA AuB={z e Qz e Aili x € B} =dogodio se A ili B
2) PRESJEK AnNB={zxe€Qze€ Aix € B} =dogodiosei Ai B
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3) RAZIKA A\ B={x € Q|z € Aix ¢ B} =dogodio se A, ali nije B

4) KOMPLEMENT (moze se definirati ako je zadan UNIVERZALNI
SKUP Q u odnosu na koji promatramo komplement skupa)
Ac=Q\ A= {zeQlzr ¢ A} = nije se dogodio A

N 91
A3 A B
AUB ANB

Slika 1: Vennovi dijagrami za AU B, AN B, A\ B i A redom

Kazemo da su A i B disjunktni ako AN B = () (tj. dogadaji A1 B ne mogu
se istovremeno dogoditi).

Napomena 1.1 Primijetimo: AN B i A\ B su disjunktni i u uniji daju
skup A, tj. A= (ANB)U(A\ B).

DZ 1.1 A\B=ANDB*, AUB = (A°N B°)".

De Morganova pravila: (AU B)¢ = A°N B¢, (AN B)* = A°U B°.

Primjer 1.3 Na skupu Q = {1,2,3,4,5,6} zadani su dogadaji A = {1,2,3},
B =1{2,4,6} 1C = {4,5,6}. Odredimo A°, ANB, AUB, (A\B)¢, (AUC)NB,
C\ (AUB).

Rjesenje: Nacrtajmo prvo Vennov dijagram sa 3 skupa A, B i C. Polja
ispunjavamo od “najdetaljnijeg presjeka”: mnajprije provjerimo koji su ele-

menti u AN BNC, zatim dopunimo presjeke od po 2 skupa (AN B, ANC
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i BN C) elementima koji im pripadaju, a nisu uw AN B NC, te na kraju
dopunimo i same skupove A, B i C' (elementima koji im pripadaju, a nisu
ni u jednom presjeku). Na slici 2 sa X je oznacéen prazan skup. Slijedi:

Slika 2: Ispunjavanje Vennovog dijagrama za skupove iz Primjera 1.3

Ac={4,5,6}, AnNB={2}, AUB = {1,2,3,4,6},
(A\ B)° = {1,3}¢ = {2,4,5,6} = A°U (AN B),
(AUC)NB =QNB=DB={2,4,6}, C\(AUB) = C\ {1,2,3,4,6} = {5}.



1.1 Vjerojatnost dogadaja

Svojstva vjerojatnosti:
1) P(§) =0,

2) P(Q) =
3) za svaki dogadaj A vrijedi 0 <P(A) <1,
)

4) za disjunktne dogadaje A i B vrijedi P(AU B) =P(A) + P(B)
NAPOMENA: Gornji izraz se poopcuje za prebrojivo mnogo po paro-
vima disjkunktnih dogadaja: neka je (A;)jen niz dogadaja tako da
vrijedi A;NA; =0 zai# j. Tada je P(U; Aj) = >, P(4;).

5) P(A) = P(Q\ A) = 1 — P(A)
(jer 1 =P() = P(A U A°) =[disjunktni]= P(A) + P(A%))

6) za dogadaje A i B vrijedi P(B) =[disjunktni]=P(AN B) + P(B\ A)

7) akoje A C B,P(B\A) =[ANB = B]=P(B)-P(A4) > 0i P(A) < P(B),

8) P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B)

(jer PLAUB) =P(A\ BUAN BU B\ A) =[disjunktni]=P(A \ B) +
P(ANB)+P(B\A) = (P(A)—P(ANDB))+P(ANB)+(P(B)—-P(ANB)))

Elementarni dogadaji su disjunktni, stoga je vjerojatnost nekog dogadaja
suma vjerojatnosti elementarnih dogadaja koje on sadrzi.
Elementarni dogadaji NE moraju svi biti jednako vjerojatni.

Primjer 1.4 Q ={a,b,¢,d, e}, P({a}) =P({b}) = 0.1,

P({c}) = P({e}) = 0.2, P({d}) = 0.4. A= {a,b,c},B={c,de}.
P(A),P(B),P(AU B),P(AN B), P(A°) =?



P(A) = P({a}) + P({0}) + P({c}) = 0.4
P(B) =P({c}) + P({d}) + P({e}) = 0.8
P(AU B) =P({a,b,c,d,e}) =1
P(ANB) =P({c}) =0.2

P(A) =P({d

P({d,e}) = 0.6(= 1 — P(A) = 1 — 0.4)

Zadatak 1.1 U jednoj sumi 10% drveca su hrastovi, a 5% drveéa vece je od
35 metara, s tim da je 3% drveca hrastovi koji su veéi od 35 metara.

a) Kolika je vjerojatnost da sluc¢ajno odabrano drvo u Sumi nije hrast?

b) Kolika je vjerojatnost da je slucajno odabrano drvo veée od 35 metara,
a li nije hrast?

Rjesenje: Oznacimo dogadaje: A = { odabrano drvo je hrast },
B = { odabrano drvo je veée od 35 metara }.
U zadatku je zadano: P(A) = 0.1, P(B) = 0.05, P(AN B) = 0.03.

a) P(A°) =1—P(A) = 0.9,
b) P(B\ A) = P(B) — P(AN B) = 0.05 — 0.03 = 0.02.

Primjeri PREBROJAVANJA:

1) [PERMUTACILJE] Na koliko na¢ina mozemo bez ponavljanja raspore-
diti n razlicitih predmeta na n mjesta, pri cemu nam je bitan poredak
smjestanja — n!
npr. n timova na ljestvici, n ljudi na sjedalima u jednom redu (s n
sjedala) u kinu

2) [PERMUTACIJE S PONAVLJANJEM] Na koliko na¢ina mozemo na n
mjesta poredati n predmeta pri cemu imamo k skupina istih elemenata
i vrijedi ny +ns+...+n, = n (n; je broj elemenata i-te vrste, 1 < i < k)
te nam je bitan poredak —

n!
nilnal-....ng!



3) [VARIJACIJE] Na koliko na¢ina mozemo bez ponavljanja rasporediti
n razlicitih predmeta na k < n mjesta, pri cemu nam je bitan poredak
—n-(n—1)-...-(n—k+1)
npr. na koliko na¢ina mozemo od 10 ekipa izabrati 3 pobjednicke (1.,
2. i 3. mjesto na ljestvici) - na 10 - 9 - 8 nacina,
npr. koliko razlicitih troslovnih rije¢i mozemo sastaviti od slova P, R,
S, T, EiN-na6-5-4 nacina

4) [KOMBINACIJE] Na koliko na¢ina mozemo bez ponavljanja od n razli¢itih

predmeta odabrati njih k£ ako nam nije vazan poredak
N (n) _ n(n=1)..(n—k+1) _ n!
k k! Kl-(n—k)!

npr. biramo 5 karata iz $pila, prozivamo 2 studenta pred plo¢u (i nije
nam bitan poredak prozivanja, nego samo koje smo osobe pozvali)

Napomena 1.2 Permutacije povezujemo s uredenim n-torkama, a kom-
binacije sa skupovima: broj uredenih n-torki koje moZemo sastaviti od n
razlicitih elementa je n! (u uredenim n-torkama je bitan poredak kompo-
nenti), a broj k-élanih podskupova n-clanog skupa je (Z) (za skup nam nije
bitan redoslijed, nego samo koje elemente sadrzi).

Napomena 13 (1) =1, (1) =n, (}) = (,",), (5) =1,0/=1

Ako su svi elentarni dogadaji jednako vjerojatni, tada vjerojatnost nekog
dogadaja A racunamo s

P(4) = broj povoljnih elem. dogadaja za A ﬂ

ukupan broj elem. dogadaja Q)

pri ¢emu je |A| oznaka za kardinalitet (broj elemenata) skupa A.

Zadatak 1.2 Ana i Branka su u ucionici s jos 8 studenata. Profesor na
slucagan nacin proziva dvije osobe pred plocu.

a) Kolika je vjerojatnost da je profesor prozvao i Anu i Branku?

b) Kolika je vjerojatnost da je prozvao Anu ili Branku?



Rjesenje: [KOMBINACIJE| U ucionici je ukupno 10 studenata. Neka skup
) sadrzi sve skupove od po dvije razli¢ite osobe od njih ukupno 10 (nije nam
bitan poredak kojim su ucenici prozvani, ve¢ samo koji su studenti dosli pred
plocu - gledamo . Dakle, || = (7)) = 45.

A = {pozvana je Ana (i jos jedna osoba)},

B = {pozvana je Branka (i jos jedna osoba)}.

Skupovi A i B sadrze dvoclane podskupove skupa od 10 studenata, pri cemu
je u A Ana jedan od elemenata u svakom skupu, a u B je to Branka. Pri
odredivanju broja elemenata skupova A i B, s obzirom da nam je jedan
element svakog dvoclanog podskupa zadan, drugi biramo od preostalih 9
studenata. Zato je

Al = (}) =9.

a) Skup AN B = { pozvane sui Ana i Branka } = {{Ana, Branka}}
sadrzi samo onaj dvoclani podkup studenata u kom su i Ana i Branka,

paje |[ANB|=1, tejeIP’(AﬂB):(l—io):ﬁ.

b) P(AUB):IP(A)HP(B)—IP(AQB):%:i—g.

Zadatak 1.3 Igramo loto 7/39.
a) Zaokruzili smo 7 brojeva. Kolika je vjerojatnost da dobijemo sedmicu?
b) Zaokruzili smo 7 brojeva. Kolika je vjerojatnost da dobijemo Sesticu?

c) Zaokruzili smo 8 brojeva. Kolika je vjerojatnost da dobijemo sedmicu?

Rjesenje: [KOMBINACILJE] Ovdje nam ponovo nije bitan poredak izvlacenja
loptica, veé¢ samo koji su brojevi izvuceni.

Q) = { svi moguéi rezultati izvlacenja } = {svi sedmeroclani podskupovi
skupa od 39 elementata}, || = (7).

a) A = {izvuceno je totno nasih 7 brojeva}. Skup A sadrzi samo jedan

sedmeroclani podskup skupa od 39 brojeva na lopticama, stoga je

|A|=11P(A) = ﬁ, Sto je zapravo jako mala vjerojatnost.
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b) U ovom podzadatku nismo dobili sedmicu, tj. zaokruzili smo 7 brojeva,
ali nasih je pogodeno 6.
B = {izvuceno je 6 od nasih 7 brojeva i jedan od preostalih 32=39-7
(brojeva koje mi nismo zaokruzili)}. |B| = (f) - (*) = 732 - ovdje
mnozimo binomne koeficijente jer se istovremeno izvuklo 6 od nasih 7

i 1 od preostala 32 moguca broja na lopticama. P(B) = %

7
c) C' = {izvuceno je 7 od nasih 8 brojeva}. Ovdje se dodatno ne izvlaci
od preostalih 39 — 8 = 31 brojeva, jer igramo loto 7/39, a veé smo

izvukli 7 loptica. |C| = (3) =6, P(C) = %-
7

Zadatak 1.4 Medu slovima rijeci MATEMATIKA biramo 3 slova i slaZemo
ih uw novu troslovnu "rijec” (taj niz slova ne mora postojati kao rije¢ u hrvat-
skom jeziku). Koja je vjerojatnost da smo dobili rije¢ MAK?

Rjesenje: U ovom zadatku nemamo to¢no ni permutacije (jer ne koristimo
sva slova da bismo dobili rije¢ MAK), ni varijacije (jer nemamo sva slova
razlicita). No, svakako je bitan poredak slova u rijeci. Zadatak mozemo
rijeSiti preko varijacija, ali onda moramo razlikovati sva slova. U rije¢i MA-
TEMATIKA imamo 2 slova M (da bismo ih razlikovali, oznacit ¢emo ih
s My i M), 3 slova A (A;, As i A3z), 2 slova T (T} i T3), te po jedno
slovo K, E i I. [VARIJACIJE] Uz uvedene razlikovne oznake, imamo 10 slova
(Ml, Al, Tl, E, MQ, AQ, TQ, ], K, Ag)

2 = {svi rasporedi 10 razlicitih slova na 3 mjesta} , |2 = 10-9-8. No, sad
moramo pobrojati koliko nam je povoljnih elementarnih dogadaja za dogadaj
A = {dobili smo rije¢ MAK}. To su M1 A1 K, M1 A K, MiAsK, MyA K,
MyAs K 1 MyA3K (imamo 6 moguénosti (mnozimo 2 moguénosti za slovo M
i 3 za slovo A) da zapravo dobijemo rijec MAK). Uz pretpostavku da su sva
(razlikovna) slova jednako vjerojatna, P(A) = 23 = -1

10-9-8 — 120°

Zadatak 1.5 Ana, Marko @ Ivan idu u kino, Kolika je vjerojatnost da ce
Ana i Marko sjediti zajedno?

Rjesenje: [PERMUTACIJE| Q = {svi rasporedi 3 osobe na 3 sjedala},
2] = 3! =6. A= {Ana i Marko sjede zajedno}. S obzirom da su nam ovdje
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povoljni oni dogadaji u kojima Ana i Marko sjede jedan do drugoga, zamislit
¢emo da smo ih stavili u jednu "kudicu”, te tu "kucéicu” mozemo permuti-
rati s preostalim prijateljem, Ivanom, na 2! nacina. Dodatno, Anu i Marka
u "kuéici” mozemo rasporediti na 2! nacina, te je stoga |[A] = 2!-2! =4 i

P(A)= %=1

Zadatak 1.6 Ana i Marko idu u kino s jos 10 prijatelja. Kolika je vjerojat-
nost da sjede zajedno?

Rjesenje: [PERMUTACIJE] Zadatak je slican prethodonom. Ponovo ozna¢imo
s © = {svi moguéi rasporedi 12 osoba na 12 sjedala}, || = 12!.

Opet éemo Anu i Marka, kako ih ne bismo razdvajali, staviti u jednu ”kucicu”,
koju ¢emo s ostalih 10 prijatelja permutirati na 11! nacina. Ponovo, Anu i
Marka unutar "kuéice” mozemo poredati na 2! nacina. Stoga je broj povolj-
nih rasporeda za dogadaj A = {Ana i Marko sjede zajedno}, |A| = 11! 2!,

te je P(4) = U2 = L

Zadatak 1.7 Bacamo dvije simetricne kocke. Izracunajte vjerojatnost sljedecih
dodgadaja:

a) A = {suma brojeva na kockicama je 7 ili 11},
b) B = {brojevi na kockicama su relativno prosti},
¢) C = {produkt brojeva na kockicama je neparan},

d) D = {jedan broj na kocki dijeli drugi}.

Rjesenje: Kao prostor elementarnih dogadaja mozemo uzeti skup svih
uredenih parova broja koji je pao na prvoj kockici i broja koji je pao na
drugoj kockici Q = {(i,7) : 1 < i,57 < 6}, |2 = 6-6 = 36. Zbog pretpos-
tavke o simetri¢nosti novéica, svi su elementarni dogadaji jednako vjerojatni.



a) A={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1),(5,6),(6,5)}. Prvih 6 uredenih
parova se odnosi na slucaj kad je zbroj brojeva na kockicama jednak

7, a posljednja dva para jedine su dvije moguénosti da suma brojeva
na kockicama bude 11. Oba sluc¢aja povoljna su za zadani dogadaj A,

8 _ 2

te stoga u obzir uzimamo njihovu uniju. Slijedi |A| = 8,P(A) = 55 = §.

b) Dva su broja relativno prosta kad im je najveéi zajednicki djelitelj jed-
nak jedan. Uocimo da je svaki prirodni broj relativno prost s jedan. Sli-
jedi B ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,3),(2,5),(3,1),
(3,2),(3,4),(3,5),(4,1),(4,3),(4,5), (5,1),(5,2), (5,3), (5,4), (5,6),
(6,1),(6,5)}, |B| =23, P(B) = 2

36

¢) Uocimo: produkt brojeva na kockicama je neparan ako i samo ako
je svaki od brojeva koji su pali na kockicama neparan. Dakle, C' =
{11, (1,3(,(1,5), (3, 1), (3,3), (3,5), (5, 1), (5,3), (5,5)}, ] = 9, P(C)

36 4

d) U ovom primjeru, za fiksiran broj na prvoj kockici, na drugoj mora pasti
njegov djelitelj ili visekratnik. Zato je D = {(1,1), (1,2),(1,3), (1,4),
(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,4),(2,6),(3,1), (3,3),(3,6), (4, 1), (4, 2),
(4,4),(5,1),(5,5),(6,1),(6,2),(6,3),(6,6)}, |D| =22, P(D) = 2 = 1L

T36 0 18

Zadatak 1.8 Promatramo peptid od 8 aminokiselina. Ako je svaka amino-
kiselina odabrana na slucajan nacin (od njih 20), kolika je vjerojatnost da taj
peptid sadrzi neku zadanu aminokiselinu 'z’ ?

Rjesenje: U ovom zadatku bitan nam je poredak kojim su aminokiseline
vezane u peptid. Takoder, za skup €2 svih elementarnih dogadaja na svako od
8 mjesta mozemo odabrati bilo koju od ukupno 20 aminokiselina. Stoga je
Q2] =20-20-20-20-20-20-20-20 = 20%. Oznacimo s A = {peptid sadrzi 'x’}.
Ovaj je zadatak lakse rijesiti promatrajué¢i komplementarni dogadaj, tj. da
peptid ne sadrzi aminokiselinu 'x’. U tom slucaju na svako od 8 mjesta
mozemo odabrati bilo koju aminokiselinu, osim aminokiseline 'x’ (imamo
19 moguénosti za svako mjesto), pa je |A¢| = 198, Slijedi P(A°) = % t
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P(A) =1 —P(A°) = 1 — 1% ~ 0.3366.

Zadatak 1.9 Kolika je vjerojatnost da peptid iz proslog zadatka sadrzi ami-
nokiseline 'z’ i 'y’. Uputa: koristiti jednakost P(AU B) = P((A°N B€)°) =
1 —P(A°N B°).

Rjesenje: Kaoiu prethodnom zadatku || = 20%. Oznac¢imo ovdje dogadaje
A = {peptid sadrzi 'x’}, B = {peptid sadrzi y’'}. U zadatku se trazi

P(A N B). Vrijedi relacija (navedena pod svojstvima vjerojatnosti)
P(AUB) =P(A) + P(B) — P(AN B). Jednako kao u prethodnom zadatku
dobivamo P(A) =P(B) =1— %. Koristimo jednakost navedenu u uputi jer
nam je ponovno lakse zadatak rjesavati preko komplementarnih dogadaja.
A° N B¢ = {peptid ne sadrzi ni 'x’ ni 'y’} (imamo 18 preostalih aminokise-

lina za svako od 8 mjesta), P(A°N B¢) = %. Slijedi P(A U B) =[uputa=

1-PANBY) =1-% te (AN B) = P(A) + P(B) ~P(AUB) =
2-(1— 1) — (115 ~0.1036.

Zadatak 1.10 Peptid se sastoji od 8 aminokiselina, @ to od 4 jedne vrste, 2
druge vrste i 2 trece vrste.

a) Koliko postoji nacina da se odaberu 3 vrste koje cine taj peptid (uz
specifikaciju da trebamo 4 aminokiseline prve wvrste, 2 aminokiseline
druge i 2 aminokiseline treée vrste)?

b) Na koliko nacina se odredene tri vrste mogu rasporediti unutar peptida?

Rjesenje: Ponovo imamo ukupno 20 moguc¢ih aminokiselina.

a) Kad medusobno ne bismo razlikovali te 3 vrste aminokiselina, ukupan
broj nacina da od 20 aminkiselina odaberemo neke 3 (s tim da nam
nije bitan poredak izvlacenja, nego samo koje aminokiseline odabremo,
tj. imamo [KOMBINACIJE]) bio bi (%). No, uotimo da ovdje te 3
vrste razlikuju po broju aminokiselina koje iz njih biramo. Zapravo
zato prvo od 20 njih biramo jednu vrstu (iz koje ¢emo uzeti 4 ami-
nokiseline), te potom od preostalih 19 vrsta dvije vrste (od svake od
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njih uzimamo po 2 aminkiseline). Zato je ukupan broj nacina za oda-
bir te 3 vrste (uz razlikovanje po broju aminokiselina koje uzimamo
iz njih) (210) : (129) = 20 - 8. Uotimo da bismo jednak rezultat do-
bili da smo prvo odabrali dvije vrste (za po dvije aminokiseline) od
20 moguéih, te od preostalih 18 vrsta jos jednu (za 4 aminokiseline):
(220) . (118) = % - 18. (Takoder smo mogli i prvo od 20 vrsta odabrati
3 vrste aminokiselina (bez razlikovanja), ali onda od odabrane 3 vrste
odabrati jednu (onu za 4 aminokiseline) - ovim posljednjim odabirom
automatski podrazumijevamo da se preostale 2 od 3 odabrane vrste

odnose na one iz kojih uzimamo po 2 aminokiseline: (230) . (‘f) )

U ovom podzadatku, oznac¢imo li mjesta redom brojevima 1-8, zapravo
biramo 4 mjesta za aminokiselinu prve vrste, 2 za aminokiselinu druge
i preostala 2 za aminokiselinu treée vrste. (Provjerite da je ponovo sve-
jedno za koju vrstu prvo biramo mjesta, za koju iduce, a za koju vrstu
mjesta biramo posljednje.) Takoder (ako pretpostavimo da prvo bi-
ramo mjesta za vrstu za 4 aminokiseline), nije nam bitan poredak kojim
izvla¢imo 4 mjesta iz 1-8, ve¢ samo da odabremo neka 4 ([KOMBINA-
CIJE]: biramo ¢etveroclani podskup osmeroéclanog skupa - to mozemo
uciniti na (i) nacina). Preostalo nam je 4 mjesta, od toga trebamo oda-
brati neka dva (svejedno u kom poretku) za drugu vrstu - to radimo na

;1) nacina. Posljednja dva mjesta pripadaju trec¢oj vrsti aminokiselina:
dvoclani podskup od preostale dvije pozicije mozemo odabrati samo na
1= (Z) nacin. Kako zelimo da nam svi ti zahtjevi vrijede istovremeno,
mnozimo moguc¢nosti odabira za pojedinu vrstu: ukupan broj nacina u

ovom podzadatku je (i) . (;1) - 22.

Zadatak 1.11 Ana sadi tulipane u redu jedan kraj drugoga. Ima 2 bijela, 3

crvena i 4 u preostalim bojama (Zutog, rozoj, ljubicastoj i plavoj). No, sve su

joj se lukovice pomijesale, pa sadi u slucajnom poretku.

a) Kolika je vjerojatnost da prvi u redu bude bijeli?

b) Kolika je vjerojatnost da prvi u redu bude bijeli, a drugi crveni?

Rjesenje: Ovaj zadatak rijesit ¢emo na dva nacina: prvi je koristeci pre-
mutacije s ponavljanjem (ovakav zadatak tipican je primjer upotrebe permu-
tacija s ponavljanjem), a drugi je koriste¢i obi¢ne permutacije (za $to, sli¢no
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kao u zadatku 1.4, moramo uvesti razlikovne oznake - jer obi¢ne permutacije
pretpostavljaju da su nam svi elementi razliciti).

1. nac¢in: [PERMUTACIJE S PONAVLJANJEM] Imamo ukupno 9 cvje-
tova - od toga imamo 2 bijela, 3 crvena, i po jedan zuti, rozi, ljubicasti i
plavi. Kad bismo razlikovali sve cvjetove (u smislu da ih je svih 9 razlicitih),
mogli bismo ih permutirati na 9! na¢ina. No, zapravo ne razlikujemo prvi
stavljeni bijeli od drugog (kad bi bili razli¢iti, na odabrana dva mjesta mo-
gli bismo ih rasporediti na 2! nacina), te prvi, drugi i treéi stavljeni crveni
tulipan (kad bi bili razli¢iti, na odabrana 3 mjesta permutirali bismo ih na
3! na¢ina). Zato 9! na¢ina moramo podijeliti s brojem onih na¢ina koji nam
efektivno daju isti izgled gredice: 2!-3!. Zato je ovdje |Qperm. s pon.| = 2,9—'3,
(U permutacijama s ponavljanjem brojimo samo u stvarnosti razlicite izglede

gredice.)

a) Jednom kad posadimo prvi bijeli cvijet, preostat ¢e nam jos jedan bi-
jeli, 3 crvena i po jedan zuti, rozi, ljubicasti i plavi. Zadatak se zapravo
svodi na permutacije s ponavljanjem od 8 elemenata, od kojih su 3 ista
(crvena), a od preostalih 5 boja imamo po jedan primjerak. Slicno kao
u uvodnom dijelu, kad bismo sve lukovice razlikovali, mogli bismo ih
poredati na 8! nacina, no zapravo ne razlikujemo prvi, drugi i treéi stav-
ljeni crveni (koje bismo, kad bi bili razli¢iti, permutirali na 3! nacina).
Zato je broj povoljnih rasporeda za dogadaj A = {prvi cvijet je bijeli}

8!
g—:, te je P(A) = % =2

b) Kao i u prethodnom podzadatku, ovdje prvo posadimo bijeli, pa cr-
veni cvijet, te nam je preostao 1 bijeli, 2 crvena, te po 1 zuti, rozi,
ljubicasti i plavi. Trebamo zapravo odrediti permutacije s ponavlja-
njem 7 preostalih cvjetova od kojih su 2 crvena: to mozemo napra-

!

viti na g nacina, sto je broj povoljnih rasporeda za dogadaj B =
1

E.

7
{prvi cvijet je bijeli, a drugi crveni}, te je P(B) = 3% =

2!0.3!

2. nacin: [PERMUTACIJE] Za ovaj naé¢in, dakle, moramo uvesti razli-
kovne oznake B; i By te C7, Cs i C3. Dakle, razlikujemo sve cvjetove, pa je
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a) Ponovo oznacimo s A = {prvi cvijet je bijeli}. Kako ovdje razlikjuemo
sve cvjetove, za odabir prvog bijelog cvijeta imamo 2 nacina (B ili Bs).
Nakon toga, ostalo nam je jos 8 razlicitih cvjetova za permutirati: to
radimo na 8! nacina, pa je |A] =28/ i P(A) = 28 = 2

o 9°

b) Ovdje za dogadaj B = {prvi cvijet je bijeli, a drugi crveni} prvi bi-
jeli cvijet mozemo odabrati na 2 nacina, a crveni cvijet koji sadimo
nakon njega na 3 nacina (Cy, Cy ili C3), te preostalih 7 cvjetova (za
koje smo pretpostavili da su razli¢iti) rasporedujemo na 7! nacina, tj.

Bl =237, te P(B) = 33" = .

Dva su dogadaja A i B nezavisna ako realizacija jednog od njih ne nosi
informaciju o vjerojatnosti realizacije drugog dogadaja. Formalno, dogadaju

A1 B su nezavisni ako vrijedi P(AN B) =P(A) - P(B).

Zadatak 1.12 Zadano je P(A) = P(B) = Jesu li A i B nezavisni

dogadaji ako je
a) P(AUB) =

29
3
b) P(AUB) =37

Rjesenje: Trebamo dakle u svkom od podzadataka provjeriti vrijedi li
relacija P(AN B) = P(A) - P(B). S obzirom da nam je zadana vjerojatnost
P(A U B), sjetimo se da vjerojatnost P(A N B) mozemo dobiti iz formule
P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AN B).

a) PIANB) =P(A) +P(B) —P(AUB) = 5 + 3 — 2 = 3. S druge strane,
P(A)-P(B) =13 =1 # +. Kako izracunate dvije vjerojatnosti nisu
jednake, dogadaji A i B u ovom slu¢aju nisu nezavisni.
b) P(ANB) =P(A) + P(B) —P(AUB) =1+ 1 — 2 =1 5to je jednako
P(A) - P(B), stoga su u ovom primjeru dogadaji A i B nezavisni.

Zadatak 1.13 U SAD-u otprilike 17% odraslih osoba pusi i otprilike 22%
ima visok kruni tlak. IstraZivanja pokazuju da visok krvni tlak nije povezan s
pusenjem, tj. nezavisni Su.
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a) Kolika je vjerojatnost da sluc¢ajno odabrana osoba iz SAD-a pusi i ima
visok kruni tlak?

b) Kolika je vjerojatnost da slucajno odabrana osoba iz SAD-a ima bar
jedno od ta dva obiljezja?

Rjesenje: Oznacimo s A = {slu¢. odabrana osoba pusi},
B = {slu¢. odabrana osoba ima visok krvni tlak}. U zadatku je zadano
P(A) = 0.17, P(B) = 0.22.

a) Trazi se P(ANB). 1z pretpostavke o nezavisnosti dogadaja A i B slijedi
P(ANB) = P(A) - B(B) = 0.17 - 0.22 ~ 0.037.

b) Trazi se P(AU B). Nju mozemo ponovo ra¢unati prema formuli P(A U
B)=P(A)+P(B)—P(ANB) ~ 0.17 + 0.22 — 0.037 ~ 0.353.

1.2 Uvjetna vjerojatnost

e Ako znamo da se dogodio dogadaj B, vjerojatnost da se dogodi dogadaj
A (uz uvjet B) definira se s

P(AN B)

PAIB) =~ 5 (1)

pri ¢emu mora vrijediti P(B) > 0.

DZ 1.2 Sto je P(A|B) ako su A i B nezavisni dogaduagi?

Rjesenje: P(A|B) = AQB =[nezavisnost|= P(A)( 55 P(A). Dru-
gim rijecima, ako su A i B nezav1sn1 dogadaji, to da se (fogodlo dogadaj B
ne utjece na vjerojatnost da se dogodi dogadaj A.

Primjer 1.5 Bacamo simetri¢nu igrac¢u kocku. Ako znamo da je pao nepa-
ran broj, kolika je vjerojatnost da je pao broj 37
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Rjesenje: Oznacimo dogadaje A = {pao je broj 3}, B = {pao je broj neparan broj}.
Uz pretpostavku o simetricnosti kockice, slijedi P(A N B) = P(A) = %,

P(B) =3 paje P(A|B) = ¢ = %

wl=ol=

Napomena 1.4 Pri racunanju uvjetne vjerojatnosti dogadaja C uz dogadaj
D (znamo da se dogadaj D dogodio, pa onda uz tu informaciju racunamo
vjerojatnost dogadaja C'), moZemo se ponasati kao da je dogadaj D "sve $to
vidimo” - iz dogadaja D vidimo samo presjeke drugih dogadaja sa samim D
(otud izraz u brojniku), no za to ipak moramo “platiti” dijeljenjem s vjero-
jatnoséu dogadaja D, tj. dogadaja iz uvjeta (za koji nam je poznato da se
dogodio).

Zadatak 1.14 Vjerojatnost da strijelac pogodi metu ako je vrijeme vjetro-
vito iznosi 0.4, a kada nije vjetrovito 0.7. Vijerojatnost da ée puhati vjetar
jednaka je 0.3. Izracunajte vjerojatnost da

a) dode do pojave vjetra, a strijelac ipak pogodi metu,

b) strijelac pogodi metu.

Rjesenje: Oznacimo dogadaje V' = {puse vjetar} i.S = {strijelac je pogodio metu}.
Prva zadana vjerojatnost odnosi se na P(S|V) = 0.4 (uz poznatu informa-

ciju da puse vjetar, vjerojatnost da strijelac pogodi iznosi 0.4). Ako smo s V
oznacili dogadaj da vjetar pusSe, tada nam V¢ oznacava izostanak vjetra, te

je druga zadana vjerojatnost P(S|V¢) = 0.7. Jos imamo P(V') = 0.3.

) P(S|V) = BSOV) — psnV) =PS|V)-P(V) =

(formula | )

a) Trazi se Pg/ NS). To mozemo dobiti iz definicije uvjetne vjerojatnosti
)
0.4-0.3=0.12.

b) Trazise P(S). Sam dogadaj S mozemo rastaviti na disjunktne dogadaje
S=5SnVuVvVe =(SnV)u(SNVe (disjunktni su jer je SNV
podskup od V, a SNV od V). Zbog te disjuntnosti slijedi P(S) =
P(S N V) +P(SNVe). P(SN V) =[formula (I)]= P(S|V) - P(V) =
P(S|V¢)- (1 —P(V)) = 0.7-0.7 = 0.49, pa je P(S) = 0.12+0.49 = 0.61.
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e (Potpun sustav dogadaja=PSD) Dogadaji H, Hs, H3, ... (najvise
njih prebrojivo mnogo) ¢ine potpun sustav dogadaja ako H; # () za
svaki ¢ (neprazni dogadaji), H; N H; = () za i # j (u parovima disjun-
ktni) te |, H; = © (u uniji daju cijeli prostor dogadaja).

Napomena 1.5 1) Za dogadaje s gornja 3 svojstva kazemo da ¢ine (pre-
brojivu) particiju skupa €.

2) Dogadaje (H;); cesto nazivamo hipotezama.

e (Formula potpune vjerojatnosti=FPV) Za (H;); potpun sustav
dogadaja i neki dogadaj A vrijedi formula

P(A) = ZP(A!HZ-) - IP(H;)

Napomena 1.6 Kratki dokaz za FPV:

P(A) =P(ANQ)
= [(H;); ¢ine PSD] = P(A N (U;H;)) = P(U;(AN H;))
= [disjunktni] = Y “P(AN H,)

= [formula (I])] = ZP(A|HZ-) -P(H;).

Zadatak 1.15 Bacamo 5 simetricnih novéica. Nakon prvog bacanja ponovo
bacamo one novcice koji su u prvom bacanju pokazali glavu. Kolika je vje-
rojatnost da ée nakon drugog bacanja ukupno (u oba bacanja) pasti barem 3
pisma?

Rjesenje: Oznac¢imos A = {u oba bacanja ukupno pala su barem 3 pisma}.
Da bismo lakse odredili vjerojatnost dogadaja A koji se odnosi i na drugo
bacanje, uvjetovat ¢emo po ishodu prvog bacanja svih 5 novcica.

Oznacimo s H; = {u prvom bacanju je palo i glava}, 0 < i < 5. Uoc¢imo da
(H;)?_, ¢ine PSD (u parovima su disjunktni, jer u prvom bacanju moze pasti
tocno 0, tocno 1, ..., ili tocno 5 glava, te su to sve moguénosti za broj glava
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u prvom bacanju).

Da bismo odredili vjerojatnosti dogadaja H;, primijetimo da je ukupan broj
elementarnih dogadaja (za prvo bacanje) jednak 2° s obzirom da na svakom
od 5 novcic¢a moze pasti ili pismo ili glava, kao i da su nam za H; povoljni
oni elementarni dogadaji u kojima na ¢ mjesta imamo glave (ako mjesta, tj.
novéi¢e oznac¢imo brojevima 1,...,5, zapravo biramo i-¢lani podskup tog pe-
teroclanog skupa koji ¢e nam oznacavati pozicije na kojima su pale glave -
uoc¢imo da nije bitan poredak kojim "izvla¢imo” mjesta na kojima su pale
glave, ve¢ samo koje su to pozicije, pa koristimo binomne koeficijente (f) za

5

racunanje broja povoljnih elementarnih dogadaja). Dakle P(H;) = (2’5)
Nadalje, P(A|Hy) = {u prvom bacanju je palo 0G, 5P, pa je dogadaj da je u
oba bacanja palo ukupno bar 3P uz ovakav ishod prvog bacanja zapravo
siguran dogadaj} = 1. Istim razmisljanjem se dobije P(A|H;) = {u prvom
bacanju je palo 1G, 4P} =1 te P(A|H3) = {u prvom bacanju je palo 2G,
3P} = 1. P(A|H3) = {u 1. bac. palo 3G, 2P, pa nam u 2. bac. treba jos
barem 1P - zato u brojniku sumiramo disjunktne ishode da je u 2. bacanju,
kad bacamo 3 nov¢i¢a na kojima su u 1. bacanju pale G, na to¢no jedno

mjesto, na toéno 2 mjesta (u nebitnom poretku) ili na toéno 3 mjesta palo P}

_ O+O+E

5 ) = % (jer uz poznati Hs u 2. bacanju bacamo 3 nov¢iéa, ukupan
broj mogucéih ishoda je 2% (P ili G na svako od 3 mjesta). Sli¢no se dobije
P(A|H,) = {u 1. bac. palo 4G, 1P, u 2. nam treba jos bar 2P, a bacamo 4

4 4 4
novéica} = @+G)+E) _ = te P(A|H,) = {u 1. bac. palo 5G, 0P, u 2. nam

24
5 5 5
treba jos bar 3P, a bacamo 5 nov¢ica} = M%G) =1
5 5 5 5
P(A) =[FPV]=Y20_ P(A|H;) - P(H,;) =1 - gﬁ +1- (—5 +1- (2—2 +I- g%)
5 5

Zadatak 1.16 U posudi je pomijesano 5 crnih i 7 bijelih kuglica. Izvlacimo
kuglice na slucajan nacin bez vracanja u posudu. Odredimo vjerojatnost da
je druga izvucena kuglica crna.

Rjesenje: Ponovno ¢emo uvjetovati na ishod prvog izvlacenja. Dogadaji
H, = {prva izvucena je crna} i Hy = {prva izvucena je bijela} ¢ine PSD.
Vrijedi P(H;) = 5 i P(H))75. Stavimo A = {druga je crna}. Imamo:
P(A|H,) = {nakon izvlacenja 1 crne kuglice, ostalo 4 crne i 7 bijelih} = -
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te P(A|H2) = {nakon izvlacenja 1 bijele kugl., ostalo 5 crnih i 6 bijelih} =
2. U zadatku se trazi P(A). Iskoristit ¢emo FPV: P(A) = P(A|H,) -P(H;) +

DZ 1.3 (slican zadatak prethodnom) Iz skupa S = {1,2,3,4,5} bira se broj,
a potom od preostaih brojeva jos jedan broj. Kolika je vjerojatnmost da drug:

broj bude neparan? (Rjesenje: P(A) = 2).

e (Bayesova formula) Za PSD (H;); i dogadaj A vrijedi formula za
racunanje tzv. aposteriorne vjerojatnosti hipoteze H; nakon Sto se
dogodio dogadaj A:

AlH;) - P(H;)
P(A)

B(H|A) = 2L

za svaki 1.

Zadatak 1.17 "Poznato je” da se Zenske pudlice radaju 10% cesée nego
muske. Promatrana je bolest 'x’ kod pudlice. Vjerojatnost bolesti 'z’ kod
zenskih pudlica je 0.2, a kod muskih 0.1. Ako je poznato da je pudlica obo-
ljela, kolika je vjerojatnost da je u pitanju Zenska pudlica?

Rjesenje: Dogadaji H; = {Z pudlica} i H, = {M pudlica} éne PSD. Sta-
vimo A = {bolest}. Trazi se aposteriorna vjerojatnost P(H;|A) (u uvjet
stavljamo uvijek onaj dogadaj koji znamo da se dogodio). Za to ¢emo isko-
ristiti Bayesovu formulu, koja u nazivniku ima P(A), koju ¢emo izracunati
preko FPV. Najprije odredimo vjerojatnosti hipoteza H; i Hs: iz zadane re-
lacije P(Hy) = 0.1 + P(Hs) te P(H;) + P(H,) =[disjunktni su i u uniji daju
prostor svih elem. dog. Q)= P(Q) = 1 slijedi P(H;) = 0.55, P(Hy) = 0.45.
Takoder, ako znamo da se radi o zenskoj pudlici, vjerojatnost da se dogodi
A jednaka je 0.2, tj. P(A|H;) = 0.2 i sliécno P(A|Hy) = 0.1. Slijedi

_ _ PAJH)P(Hy) _ _ P(A|Hy) P(H,)
P(H1|A) = [Bayes| = ]P’EA) = =[FPV] = P(A\H1)~]P’(H1)1+P(A|}{2)~IP’(H2)
0.2:0.55 — 07

= 0.2:0.5510.1.0.45

19



Zadatak 1.18 Pri sadnji se koriste 3 wvrste sjemena u zrnu. U vreci su
pomijeSane sve tri vrste i to 200 zrna 1. vrste, 400 zrna 2. vrste 1 500 zrna
3. wrste. Pojedina zrnca su Zute boje. Poznato je da je 50% sjemena 1. vrste,
20% sjemena 2. vrste i 10% sjemena 3. vrste upravo te Zute boje. Slucajnim
odabirom izvlacimo jedno zrno iz vrece.

a) Kolika je vjerojatnost da je izvuceno Zuto sjeme?

b) Kolika je vjerojatnost da, ako znamo da je izvuceno Zuto sjeme, izvucéeno
zrno iz 1. vrste sjemena?

Rjesenje: Stavimo H; = {1. vrsta}, Hy = {2. vrsta} i H3 = {3. vrsta}.
Navedeni dogadaji ¢ine PSD. A = {Zuto sjeme}.
Vrijedi P(H,) = —200+42188+500 = 20 P(H,) = 7%, P(H3) = 2% te je zadano

P(A|H,) = 0.5, P(A|H,) = 0.2 i P(A|H;) = 0.1.

a) Trazi se P(A). Za to nam je dovoljna FPV: P(A) = 327 P(A|H,) -
P(H;) =05 200 4+ 0.2 20 4+ 0.1 200 = 28

b) Trazise P(H;|A). Za to nam je potrebna Bayesova formula: P(H|A) =
P(A|H)P(H) _ 0500 _ 10

70 R R

DZ 1.4 (zadatak slican prethodnom) Trgovina nabavlja mobitele od proizvodaca
X i Y. Proizvoda¢ X doprema 1000 komada od ¢ega 5% ima gresku, a Y do-
prema 700 komada od ¢ega 2% ima gresku. Kolika je vierojatnost da slucajno
odbrani mobitel ima gresku? Koja je vjerojatnost da odabrani mobitel s

greskom dolazi od proizvodaca X? (Rjesenje: P(A) = 1555, P(H1|A) = 2.
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2 Slucajne varijable

2.1 Diskretne slucajne varijable

e distribucije diskretnih sluc¢ajnih varijabli

X aq a9 as .-\ (a1 azx asz ...
P(X =a1) P(X =ay) P(X=ua3) ... p1 P2 Pz o--.)’
pri cemu mora vrijediti ) . p; = 1 (jer u tablici navodimo sve vrijednosti koje
X moze poprimiti s pozitivnom vjerojatnoséu (u gornji redak) a u donji redak
stavljamo vjerojatnost s kojom X poprima pripadnu vrijednost a;. Gornja

tablica naziva se tablica distribucije (razdiobe) diskretne slu¢ajne varijable
X.

Primjer 2.1 X =broj koji je pao na simetriénoj igracoj kockici
Slijedi (zbog prepostavke o simetricnosti svi su brojevi jednako vjerojatni)

(11110

Y = broj pisama nakon bacanja jednog simetricnog novcica

0 1
(3 )
2 2

DZ 2.1 Odredite tablicu distribucije za broj pisama palih u 2 nezavisna ba-
canja simetricnog novcica.

o= W
SN TAN
[ e

(S Ll )
D= O

Rjesenje: U 2 bacanja na nov¢i¢i moze pasti ukupno 0P, 1P ili 2P. Za
slucaj OP imamo jedinu moguénost da su u oba bacanja pale G: GG. Vje-
rojatnost tog dogadaja (koji je zapravo presjek dogadaja da je u 1. ba-
canju palo G i u 2. bacanju je palo G), zbog pretpostavke o nezavisnoti
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(P(A N B) =[nezavisnost|]= P(A) - P(B)) i simetri¢nosti novéi¢a jednaka
je (X = 0) = P(GG) = P(G) -P(G) = -1 = 1. Za drugi slucaj,
1P, imamo 2 moguénosti: PG ili GP (i to su disjunktni dogadaji), pa je
P(X = 1) = P(PG) + P(GP) =J[sli¢no objasnjenje kao za prethodni racun,
uz pretpostavke o nezavisnoti bacanja i simetri¢nosti]= % . % + % . % = % Na
isti nacin dobivamo i P(X = 2) = P(PP) = 5 - = 1. Tabli¢no zapisano,

2
x~(311)
1

e (Matematicko ocekivanje) diskretne slucajne varijable X definira
se formulom

[T
= DN

E(X) :Zai~P(X:ai) :Zai-pi.

Ocekivanje transformacije (koju dobijemo primjenjujuéi funkciju f
na varijablu X):

E(f(X)) = Zf(@i) - i,

drugim rije¢ima, transformiramo samo ishode, dok vjerojatnosti p; os-
taju iste.

e Varijanca od X :
Var(X) = E(X — E(X))?) = E(X?) — (E(X)?).
e Standardna devijacija od X :

ox = +/Var(X).

Napomena 2.1 Ocekivanje povezujemo sa srednjom vrijednosti, a varijancu
s odstupanjem od srednje vrijednosti.

Zadatak 2.1 Odredite ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju od X :

-5 15
4 4
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Rjesenje: E(X) = (-5)-1+15-3 =10

Za varijancu nam treba E(X?), §to je zapravo ocekivanje transformacije od
X uz funkciju f(z) = 2?: E(X?) = (=5)? - 1 +15%- 2 = 175.

Var(X) = E(X?) — (E(X))? = 175 — 10? = 75.

ox = /Var(X) = V/75.

Zadatak 2.2 Za zadani
-1 0 1 2
X N(0.1 a 0.2 0.4>
odredite
a) a€R, a="?

b)) PIX>1)=2P(-1<X<1)=7
c) B(X) =2 E@2X +1) =7 Var(X) =7

Rjesenje:

a) Kako suma svih vjerojatnosti u donjem retku tablice distribucije mora
biti jednaka 1, slijedi a = 0.3.

b) P(X > 1) =[gledajuéi vrijednosti koje X poprima]= P(X = 1) +

P(X =2) =06, P(—1 < X < 1) =[lakse je gledati komplementarni
dogadajl=1-P(X < —-1ii X >1)=1—-P(X =2) =0.6.

¢) E(X)=(~1)-01+40-03+1-02+2-04=09
E(2X+1) = (2(—=1)+1)-0.14(2:0+1)-0.3+(2-1+1)-0.2+(2-241)-0.4 =
2

X?)=(-1)*-014+0*-03+1%-02+22-04=1.9
Var(X) E(X?) — (B(X))2 = 1.9 — 0.92 = 1.09.

e (Zajednicka distribucija) dvije diskretne varijable Xi Y
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X|Y by b . bn, ]P’(X = )
a P11 P12 . Pin IED(X = al)
a2 D21 D22 ce D2on P(X = 612)
am Pm1 Pm2 cee Pmn P(X = am)
]P(Y = ) IP’(Y = bl) IP’(Y = bz) . IP’(Y = bn) 1

U gornjoj tablici vrijednosti u 1. stupcu ay, ..., a,, su vrijednosti koje
poprima prva navedena varijabla u tablici (X), a vrijednosti u prvom
retku by, ...,b, su vrijednosti koje poprima druga navedena varijabla
(Y). S pi; je oznacena vjerojatnost presjeka p;; = P(X =a; NY = b;)
koju krace pisemo kao P(X = a;,Y = b;). Posljednji stupac tablice
daje tzv. marginalnu distribuciju diskretne slucajne varijable X, a
posljednji redak daje marginalnu distribuciju diskretne sl. varijable Y.
To dobijemo tako Sto, npr. za P(X = a;) sumiramo sve vjerojatnosti
p1; iz drugog retka u tablici - sve te vjerojatnosti zapravo su vjero-
jatnosti presjeka dogadaja da je {X = a1} i dogadaja da Y poprimi
neku vrijednost b;. (Dogadaji {Y = b;}7_, su disjunktni jer Y ne moze
istovremeno poprimiti dvije razlic¢ite vrijednosti, a prolaze¢i po svim
vrijednostima za Y, zapravo dobivamo PSD.) Dakle, kad sumiramo sve
vjerojatnosti iz tog 2. retka tablice, dobit ¢emo P(X = ay). Sli¢no,
kad sumiramo sve vjerojatnosti p;; drugog stupca u tablici, dobit ¢emo
P(Y = b).

Uz podatke iz gornje tablice, E(X -Y') ¢emo dobit tako da mnozimo
sve kombinacije ishoda a; za X i b; za Y te taj umnozak pomnozimo s
pripadnom zajednickom vjerojatnoscu p;;:

i J
= a1bipi1 + arbapra + ... + arb,pln
+ agbipo1 + asbopas + ... + asb,pay,
+ ...+
+ amblpml + amesz + ...+ ambnpmn
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e Kovarijanca sluc¢ajnih varijabli X i Y definira se formulom:

Cov(X,Y) =E(XY) —E(X) - E(Y).

Zadatak 2.3 (...)

Vjezbe 6.11. 2024. - zadaci

e Svojstva ocekivanja i varijance (...)

Zadatak 2.4 Ocekivani prinos kukuruza po hektaru je 8 tona/ha, a psenice
je 6 tona/ha. Cijena kukuruza je 200€ /tona, a psenice 230€/tona. Koliku
ocekivanu zaradu ima Jurica koji ée posaditi 10 hektara kukuruza i 18 hek-
tara pSenice?

Ako je prinos pSenice (X ) i kukuruza (Y ) nezavisan, te Var(X) = 1, Var(Y) =
0.25, kolika je varijanca Juricine zarade?

e Neke poznate diskretne slu¢ajne varijable(...)

Zadatak 2.5 X ~ B(10,0.1). Koliko je P(X =2)?

Zadatak 2.6 Pri prijavi ispita na studomatu vjerojatnost da dode do greske
u sustavu je 0.01.

a) Kolika je vierojatnost da od 6 studenata barem dvoje neuspjesno prijavi
ispit?

b) Koliki je ocekivani broj neuspjesno prijavijenih studenata od 200 pri-
java?

Zadatak 2.7 Student rjesava ispit koji se sastoji od 5 pitanja s po 4 ponudena
odgovora, od kojih je samo 1 tocan. Student se nije pripremio za ispit i na
svako pitanje odgovara slucajnim odabirom. Sva pitanja nose po 1 bod, a za
prolaz je potrebno skupiti bar 3 boda.
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a) Kolika je vjerojatnost da student polozi ispit?
b) Kolika je vjerojatnost da student padne ispit?
c) Koliki je oc¢ekivani broj bodova koje cée student sakupiti?

d) Kad bi za prolaz bilo potrebno 40% (umgjesto 60%) bodova, kolika bi mu

tada bila vjerojatnost prolaza?

Zadatak 2.8 Morske kornjace se izlegnu na obali i potim upute prema moru.
Promatramo jednu kornjacu koja je stradala prije dolaska w more. Svaki
se dan, nezavisno od ostalih dana, pomicala prema moru, a vjerojatnost da
strada je svaki dan ista i iznosi 0.2.

a) Kolika je vjerojatnost da je kornjaca stradala 4. dan nakon rodenja?
b) Kolika je vjerojatnost da je stradala u prva 4 dananakon rodenja?

c) Koliki je oéekivani broj dana njezinog kretanja kopnom bez stradanja?

Zadatak 2.9 Ako X ~ P(2), koliko iznosi P(X > 3)?

2.2 Neprekidne slucajne varijable (...)
e Normalna slucajna varijabla(...)

Tablica distribucije normalne slucajne varijable:
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/stat/files/norm.pdf.
Zadatak 2.10 Neka je X ~ N(2,4). Odredite P(1 < X < 3).

Zadatak 2.11 TezZina covjeka mozZe se modelirati slucajnom varijablom

X ~ N(74,8%).
a) Koliki je postotak ljudi koji su lakssi od 60kg?

b) Iznad koje tezine je 5% covjecanstva?
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2.3 Aproksimacija binomne razdiobe normalnom

Zadatak 2.12 Bacamo simetric¢an novci¢ 4000 puta. Neka X oznacava broj
pisama. Odredite vjerojatnost da je palo vise od 1968, a manje od 2040
pISaAMa.

Zadatak 2.13 Vjerojatnost da boca soka ima neku nagradu ispod cepa je

0.4. Kolika je vjerojatnost da medu 600 odabranih boca budu najvise 252
nagrade?
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