9. vijezbe

1 Zadatak

Utcitajte datoteku podaci.dat u kojoj prvi stupac predstavlja podatke za maksimalne Sirine lubanja Etruscana,
a drugi stupac maksimalne §irine lubanja danasnjih Talijana.

1. Procjenite prosje¢nu maksimalnu Sirinu lubanja Etruscana.
2. Procjenite prosje¢nu maksimalnu §irinu lubanja Talijana.
Rjesenje:

1. > (etr<-mean(podaci$etruscani))
[1] 143.8429

2. > (tal<-mean(podaci$talijani))
[1] 132.4429

2 Zadatak
Neka je X ~ N(0, 1) slu¢ajna varijabla.
1. Odredite a € R takav da je P(X < a) = 0.9
2. Odredite a € R takav da je P(X < a) = 0.95
Odredite a € R takav da je P(X < a) =0.99
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6. Odredite a € R takav da je P(X > a) = 0.99

Rjesenje: U prva tri podzadatka trazimo tocku a na x-osi tako da je do te tocke povrsina ispod grafa
funkcije gustode standardne normalne (normalne s ocekivanjem 0 i standardnom varijacijom 1) sluc¢ajne
varijable lijevo od te tocke a dani broj 0.9, 0.95, 0.99. U R-u koristimo naredbu gnorm() koja je inverzna
(suprotna) naredbi pnorm().




1. > gnorm(p=0.9, mean=0, sd=1)
[1] 1.281552
> pnorm(q=1.281552, mean = 0, sd = 1)
[1] 0.9000001

Ovdje drugu naredbu nije bilo potrebno pozvati, ali nam demonstrira vezu izmedu gqnorm() i pnorm()
funkciji. Prva za danu povrSinu daje tocku na x-osi, a druga za danu to¢ku na x-osi daje povrsinu
ispod grafa.

2. > gnorm(p=0.95, mean=0, sd=1)
[1] 1.644854

3. > gnorm(p=0.99, mean=0, sd=1)
[1] 2.326348

4. > gnorm(p=0.1, mean=0, sd=1)
[1] -1.281552
> —gnorm(p=0.9, mean=0, sd=1)
[1] -1.281552
> gnorm(p=0.9, mean=0, sd=1, lower.tail = FALSE)
[1] -1.281552

Sve ove narebde daju isto rjesenje, tocku a takvu da je povrsina ispod grafa desno od nje 0.9

5. > gqnorm(p=0.95, mean=0, sd=1, lower.tail = FALSE)
[1] -1.644854
6. > gnorm(p=0.99, mean=0, sd=1, lower.tail = FALSE)

[1] -2.326348

3 Zadatak

Neka je X ~ N(0,1) slucajna varijabla.
1. Odredite a € R takav da je P(—a < X <a) =0.9
2. Odredite a € R takav da je P(—a < X < a) =0.95
3. Odredite a € R takav da je P(—a < X < a) =0.99

Rjesenje: Trazimo tocku a na x-osi tako da je do te tocke povrsina ispod grafa funkcije gustoce standardne
normalne sluc¢ajne varijable izmedu to¢ke —a i a dani broj 0.9, 0.95, 0.99.

1. Podijelimo povrsinu 0.1 na dva jednaka dijela, od kojih ée jedan biti lijevo od totke —a, a drugi desno
od tocke a



> gnorm(p=0.05, mean=0, sd=1)
[1] -1.644854
> gnorm(p=0.95, mean=0, sd=1)
[1] 1.644854

Dakle a = 1.644854.

2. > alpha<-0.95
> gnorm(p=(1-alpha)/2, mean=0, sd=1)
[1] -1.959964

Dakle a = 1.959964.

3. > alpha<-0.99
> gnorm(p=(1-alpha)/2, mean=0, sd=1)
[1] -2.575829

Dakle a = 2.575829.

4 Zadatak

Neka je X ~ N(u,0?) sluéajna varijabla.
1. Koja je distribucija sluc¢ajne varijable X — u?
2. Koja je distribucija slucajne varijable %?

RjeSenje: Ako je X normalna sluc¢ajna varijabla tada ¢emo zbrajanjem X s realnim brojem i mnozenjem
X s realnim brojem ponovno dobiti normalno distribuiranu slu¢ajnu varijablu. Ona ¢e imati razliucite
parametre od X. Prvi parametar p je oéekivanje od X, a drugi o2 je varijanca

1. E[X —p] =E[X] - E[p] = p— p =0, dok je
Var(X — 1) = E[(X — )] — BIX — ]2 = E[X?] — 24E[X] + 1> + 0 = E[X?] — * = Var(X),
paje X — u~ N(0,0?)

2. E[aX] = aE[X], dok je Var(aX) = E[(aX)?] — E[aX]? = ¢*(E[X?] — E[X]?) = a®Var(X),
pa kad uzmemo a = 1 dobivamo da je % ~ N(0,1)

Ovaj zadatak ¢emo koristiti da odredimo pouzdane intervale u iduéem zadatku, gdje pretpostavljamo da
je svaka vrijednost maksimalne Sirine lubanje realizacija normalne sluc¢ajne varijable, koje sve imaju isto
ocekivanje i varijancu ali su medusobno nezavisne. Budué¢i da imamo 70 mjerenja to nam daje
X1,Xs,...,X70 ~ N(u,0%) kako je aritmeticka sredina X = X2t X10 normalna slucajna varijabla s
ocekivanjem E[X]| = SE[X; + Xo + ... + Xypo] = % =pu

i varijancom Var(X) = =5 Var(X1 + Xo+...+ X70) = % = ‘;—; odnosno zaklju¢ujemo da je X ~ N (i, "72)
(kod nas je n = 70).



Sada po prethodnom zadatku vidimo da je Y = @f ~ N(0,1) (kod nas je n = 70). Na Y éemo
primjeniti zadatak 3 kako bi dobili trazeni interval. Imamo da je
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u 1. zadtku, rekli smo da imamo n = 70 podataka, jedino jo§ ne znamo koliko je 0. Buduéi da je velic¢ina
uzorka n = 70 velika (veée od 20) mozemo za o uzeti standardnu devijaciju uzorka.

5

Zadatak

Odredite 90% pouzdani interval za maksimalnu Sirinu lubanja Etruséana.
Odredite 95% pouzdani interval za maksimalnu Sirinu lubanja Etruscéana.
Odredite 99% pouzdani interval za maksimalnu Sirinu lubanja Etruscana.
Odredite 90% pouzdani interval za maksimalnu Sirinu lubanja Talijana.
Odredite 95% pouzdani interval za maksimalnu Sirinu lubanja Talijana.

Odredite 99% pouzdani interval za maksimalnu Sirinu lubanja Talijana.

Rjesenje:

1.

> n<-length(podaci$etruscani)

> alpha<-0.9

> etr+ gnorm(p=(l-alpha)/2, mean=0, sd=1)*sqrt(n)/sd(podaci$etruscani)
[1] 141.5022

> etr- gnorm(p=(l-alpha)/2, mean=0, sd=1)*sqrt(n)/sd(podaci$etruscani)
[1] 146.1835

Dakle trazeni interval je [141.5022,146.1835].

. > alpha<-0.95

> etr+ gnorm(p=(l-alpha)/2, mean=0, sd=1)*sqrt(n)/sd(podaci$etruscani)
[1] 141.0538
> etr- gnorm(p=(1l-alpha)/2, mean=0, sd=1)*sqrt(n)/sd(podaci$etruscani)
[1] 146.6319

Dakle trazeni interval je [141.0538,146.6319]. Vidimo da se Sirina intervala povec¢ava. To ima smisla,
jer ako zelimo biti viSe sigurni da ¢e ocekivana Sirina lubanje biti u tom intervalu moramo imati Siri
interval.

. > alpha<-0.99

> etr+ gnorm(p=(l-alpha)/2, mean=0, sd=1)*sqrt(n)/sd(podaci$etruscani)
[1] 140.1775
> etr- gnorm(p=(l-alpha)/2, mean=0, sd=1)*sqrt(n)/sd(podaci$etruscani)
[1] 147.5083

Dakle trazeni interval je [140.1775,147.5083]. Najsiri od ova tri.



4. > n<-length(podaci$talijani)
> alpha<-0.9
> tal+ gnorm(p=(l-alpha)/2, mean=0, sd=1)*sqrt(n)/sd(podaci$etruscani)
[1] 130.1022
> tal- gnorm(p=(l-alpha)/2, mean=0, sd=1)*sqrt(n)/sd(podaci$etruscani)
[1] 134.7835

Dakle trazeni interval je [130.1022,134.7835].

5. > alpha<-0.95
> tal+ gnorm(p=(l-alpha)/2, mean=0, sd=1)*sqrt(n)/sd(podaci$etruscani)
[1] 129.6538
> tal- gnorm(p=(l-alpha)/2, mean=0, sd=1)*sqrt(n)/sd(podaci$etruscani)
[1] 135.2319

Dakle trazeni interval je [129.6538,135.2319]. Ponovno se §irina intervala povecava.

6. > alpha<-0.99
> tal+ gnorm(p=(l-alpha)/2, mean=0, sd=1)*sqrt(n)/sd(podaci$etruscani)
[1] 128.7775
> tal- gnorm(p=(l-alpha)/2, mean=0, sd=1)*sqrt(n)/sd(podaci$etruscani)
[1] 136.1083

Dakle trazeni interval je [128.77755,136.1083]. Vidimo da se 99% pouzdani intervali za o¢ekivanu
maksimalnu Sirinu lubanje talijana i etruS¢ana nimalo ne preklapaju. Zaklju¢ujemo da se Sirina glave
znacajno promijenila kroz vrijeme.



