Zadaci 4
ODJ

0.1 Egzaktne jednadzbe

Zadatak 1. Svedite ODJ na egzaktne i rijesite ih:
1. e¥dx + (2y + ze¥) dy = 0,
2. (1+y?)dr +zydy =0,
3. (y* +3zy3)de + (1 — xy) dy = 0.

Rjesenje. 1. Imamo P(x,y) = €Y i Q(z,y) = 2y + ze¥ pa je

S
dy ’ dx

odakle vidimo da je jednadzba ve¢ egzaktna. Trazimo funkciju U(z,y) takvu da je

dUu dUu
22 Y = _9 Y
dr e’, dy Yy + xe

Integriranjem prve jednadzbe po x dobivamo
U(z,y) = ze’ + f(y)
za neku funkciju f koja ovisi samo o y. Tada iz druge jednadzbe slijedi

AU ) )
2y+xey=d—y:xe”+f(y) = flly)=2y = fly)=y*+C

pa za funkciju U moZemo uzeti
Ulz,y) = ze¥ +y°.

Sada je opée rjesenje ODJ dano s

ze¥ +y? = C.
2. Imamo P(z,y) = 1+y? i Q(z,y) = xy pa je
ar _, aQ _
a2 Y

odakle vidimo da jednadzba nije egzaktna. Medutim, primijetimo da je
1 (dP dQ 1 1
(- = -y =,
Q \dy dx Ty T
Sto ovisi samo o z pa zaklju¢ujemo da integrirajué¢i faktor moZemo traziti u obliku p(z). Sada ODJ glasi
p(x)(1+y?) do + p(x)ry dy = 0

pa su nove funkcije dane s P(z,y) = p(z)(1 + y2) i Q(z,y) = pu(z)zy. Imamo

P aQ
W 2u(x)y, e (z)zy + p(x)y

pa vidimo da je ODJ egzaktna ako i samo ako

2u(x)y = p' (z)zy + ple)y < = é

odakle integiranjem slijedi
In|u(z)| =Inlz| = [u(z)| = |2|



pa kao integrirajuéi faktor mozemo uzeti pu(z) = . Sada je ]B(x, y) =x(1+y?)i é(w, y) = 2%y te je

pa je ODJ zaista egzaktna. Trazimo funkciju U(z,y) takvu da je

au
dx

v _ >

=z(1 +9?), iy z*y.

Integriranjem prve jednadzbe po x dobivamo

S

Ulz,y) = 5 (1+y%) + f(y)

za neku funkciju f koja ovisi samo o y. Tada iz druge jednadzbe slijedi

x292%2$29+f’(y) = flly) =0 = fly)=C

pa za funkciju U moZemo uzeti
2

Ule,y) = 5 (1+9).

Sada je opce rjesenje ODJ dano s
2
x

2y _
2(1—&—y)—C’.

3. Imamo P(z,y) = y* + 32y° i Q(x,y) = 1 — xy pa je

dP dQ
= =2 2 = =
dy y + 9zy”, .

odakle vidimo da jednadzba nije egzaktna. Medutim, primijetimo da je

1 (dP dQ\ 1 3
P(dy_dw)_y2(1+3xy)(3y+9xy)_y’

Sto ovisi samo o y pa zaklju¢ujemo da integrirajuci faktor mozemo traziti u obliku u(y). Sada ODJ glasi
p(y)(y® + 3y®) dz + p(y) (1 — zy) dy = 0

pa su nove funkcije dane s P(x,y) = u(y) (% + 32¢%) i Q(x,y) = p(y)(1 — zy). Imamo

dP dQ
B )P+ 30y®) + )2y + 92D, D2~ yu(y)
dy dx
pa vidimo da je ODJ egzaktna ako i samo ako
1 () (y? + 3zy°) + py) 2y + 9zy°) = —yu(y) <~ o) _ 5 . (3y + 9a%) = —>
() y*(1 + 3zy) y

odakle integiranjem slijedi

1
Inp(y)| = =3Inly| = [u(y)| = WF

pa kao integrirajucéi faktor mozemo uzeti p(y) = u% Sada je ﬁ(m,y) = % +3zi @(m,y) = y% — 7 teje

P 1 dQ

dy Y2 dx
pa je ODJ zaista egzaktna. Trazimo funkciju U(z,y) takvu da je
U1 aw 1 oz

— = > 43, -
dr y dy —y3  y?



Integriranjem prve jednadzbe po x dobivamo

x  3z?

U(%ZU):;‘F?‘*‘JC(?J)

za neku funkciju f koja ovisi samo o y. Tada iz druge jednadzbe slijedi
1 x dU T 1 1
==L ) = T = = JW)=—55+C
vy dy y? y? Y

pa za funkciju U moZemo uzeti

r 322 1
U =—4+—- .
(z,9) R
Sada je opée rjesenje ODJ dano s
A
y 2 29
O
0.2 Homogene linearne ODJ viseg reda s konstantnim koeficijentima
Zadatak 2. Nadite opce rjesenje sljede¢ih homogenih linearnih ODJ s konstantnim koeficijentima:
1. y" 42y — 3y =0,
2. 2y +3y +y =0,
3.y +3y" + 3y +y=0,
4. y" — 2y + 5y =0,
Rjesenge. 1. Karakteristi¢na jednadzba glasi 0 = 22 + 2z — 3. Njeni korijeni su r; = 1i 75 = —3 pa opée rjeSenje
glasi
y = C1e® 4+ Che 3%,
2. Karakteristi¢na jednadzba glasi 0 = 222 4+ 32 + 1. Njeni korijeni su ry = =117y = —% pa opce rjesenje glasi

y=Cie ™ + Che 2.
3. Karakteristi¢na jednadzba glasi 0 = 2° + 322+ 3z +1 = (z+1)3. Njeni korijeni su ry o3 = —1, §to je trostruki
realni korijen. Stoga opce rjeSenje glasi
y=Chre ® 4+ Coze™® 4+ Cyz’e™".
4. Karakteristi¢na jednadzba glasi 0 = 22 — 2z + 5. Njeni korijeni su 712 = 1 4 2i pa imamo jednostruki
konjugirano-kompleksni par korijena. Opce rjeSenje glasi

y = C1e” sin(2z) 4+ Coe” cos(2z).

O

Zadatak 3. Napisite neku homogenu linearnu ODJ s konstantnim koeficijentima ako je zadano njeno opdée rjesenje:
1. y = C1 + Cee®® 4 C3e 2%,
2. y = e**(Cy sin(4x) + Co cos(4x)) + Cze™®
3. y = e 2%(Cy sin(3x) + Cy cos(3x) + Csz sin(3x) + Cyz cos(3z)),
4. y = e 2*(C; ch(3z) + Cysh(3x)),



Rjesenge. 1. Iz opceg rjeSenja ocitavamo korijene karakteristi¢ne jednadzbe: ry = 0, ro = 2, r3 = —2. Karakte-
risti¢na jednadzba stoga glasi

O=(@—r)(z—r)(z—r3) =a(x—2)(x+2) =a(z? —4) =2° — 4z

pa je trazena ODJ y"”" — 4y = 0.

2. Iz opéeg rjeSenja ocitavamo korijene karakteristicne jednadzbe: 719 = 2 + 44, r3 = —1. Karakteristicna
jednadzba stoga glasi

0= (x—7r)(x—ro)(x—713) = (v — 2 —4i)(x — 24+ 4i)(x + 1) = 2* — 32% + 162 + 20

pa je trazena ODJ 3"’ — 3y” + 16y’ + 20 = 0.

3. Iz opéeg rjeSenja ocitavamo korijene karakteristi¢ne jednadzbe: ri o = —24 31, r3 4 = —2—3i. Karakteristi¢na
jednadzba stoga glasi

0= (z—r)(x—r)(x—7r3)(x—74) = (2 +2—30)*(x+2+3i)> =2 +82° + 462> + 722 +81 =0

pa je trazena ODJ y*) + 8y + 463" + 72y + 81 = 0.

4. ZapiSimo opce rjeSenje drugacije:

3z —3x 3z —3x

e +e e —e
y = e 2*(Cy ch(3z) + Cysh(3z)) = e <C’1 ) +Cy ) )

e~ + 675‘% eT — 675w Cl + C2 Cl _ CQ 5

=C C = r _— L.
T T ( > ) T\ T )¢
Ako uvedemo D 5 := Clg@ kao nove konstante, opée rjeSenje zapravo glasi y = D;e” + Dye ™. pa oitavamo

korijene karakteristi¢ne jednadzbe: ry =1, ro = —5. Karakteristi¢na jednadzba stoga glasi

O=@-—r)(z—r))=(x—1)(z+5) =a®+42 -5

pa je trazena ODJ y" + 4y — 5y = 0.



	Egzaktne jednadžbe
	Homogene linearne ODJ višeg reda s konstantnim koeficijentima

