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1. (8 bodova) Dana je zadaća
#

xux`p1` yquy “ x` y,
upx,x2´αq “ x2` x

(a) U ovisnosti u α P R odredite sve karakteristične točke danog vektorskog polja a na početnoj krivlji.

(b) Riješite zadaću na desnoj poluravnini za one α za koje karakterističnih točaka nema.

Rješenje:

(a) Kako je apx,y,zq “ px,1` yqT te γpsq “ ps,s2´αq, imamo za s P R∣∣∣∣a1pγpsq,u0psqq γ 11psq
a2pγpsq,u0psqq γ 12psq

∣∣∣∣“ ∣∣∣∣ s 1
s2´α`1 2s

∣∣∣∣“ s2`α´1.

Stoga vidimo da za α ą 1 karakterističnih točaka nema, za α “ 1 imamo jednu karakterističnu točku
s“ 0 (odnosno p0,0q), te za α ă 1 imamo dvije karakteristične točke koje odgovaraju s“˘

?
1´α .

(b) Rješavamo zadaću za α ą 1. Karakteristični sustav je dan s
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x1 “ x
y1 “ 1` y
z1 “ x` y
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xp0,sq “ s
yp0,sq “ s2´α

zp0,sq “ s2` s.

Iz prve dvije jednadžbe i početnih uvjeta slijedi odmah

xpt,sq “ set , ypt,sq “ ps2´α`1qet ´1.

Kako je pretpostavka x ą 0, iz prve jednakosti možemo pisati et “ s
x , što uvrštavanjem u drugu daje

kvadratnu jednadžbu po s čija su rješenja

s“
1
2

¨

˝

y`1
x
˘

d

ˆ

y`1
x

˙2

`4pα´1q

˛

‚.

Kako su x i s istog predznaka (zbog x“ set), uzimamo rješenje s predznakom `. Nadalje je

t “ ln
x
s
“ lnx´ lns“ lnx´ ln

1
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˙2

`4pα´1q

˛

‚.



Konačno, imamo z1 “ x` y“ x1` y1´1“ px` y´ tq1, pa integriranjem od 0 do t dobijemo

zpt,sq´ s2´ s“ xpt,sq` ypt,sq´ t´ s´ s2`α,

odnosno
zpt,sq “ xpt,sq` ypt,sq´ t`α.

Sada je konačno rješenje dano s

upx,yq “ zpt,sq “ x` y´ lnx` ln
1
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˛
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2. (a) (4 boda) Neka je A PMd pozitivno definitna matrica, te neka u PC2pKp0,1qq zadovoljava

´divpA∇uq “ 0 na Kp0,1q.

Pokažite da vrijedi
max
Kp0,1q

u“ max
Sp0,1q

u.

(b) (4 boda) Zapišite eksplicitno formulu za Greenovu funkciju za područje Ω“ tpx1,x2q P R2 : x1` x2 ą

0,x1´ x2 ă 0u

Rješenje:

(a) Neka je u navedeno rješenje jednadžbe. Kao na vježbama rastavimo matricu A u obliku A “MMT te
uvedemo funkciju vpxq “ upMxq. Tada je ∆v “MMT : ∇2u “ A : ∇2u “ 0, pa slijedi da v zadovoljava
princip maksimuma. Kako je M regularna linearna transformacija, ona slika rub u rub, pa slijedi tvrdnja.

(b) Za x“ px1,x2q PΩ označimo redom s

x1 “ px2,x1q, x2 “ p´x2,´x1q, x3 “ p´x1,´x2q

simetrične točke s obzirom na pravac x1 “ x2, x1 “´x2 te suprotnu točku. Tada je

GΩpx,yq “Φpy´ xq´Φpy´ x1q´Φpy´ x2q`Φpy´ x3q.



3. (5 bodova) Riješite početno-rubnu zadaću na R`ˆR`
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ut ´uxx “ 0,

upx,0q “ sinx` x,

up0, tq “ 0.

Rješenje: Kako je početni uvjet gpxq “ sinx` x već neparna funkcija, proširenjem po neparnosti dobijemo
zadaću na R2

#

ut ´uxx “ 0
upx,0q “ sinx` x.

Kako je ∆psinxq “ ´sinx te ∆pxq “ 0, možemo rastaviti ovu zadaću na dvije te za svaku iskoristiti na
vježbama izvedeni oblik rješenja u obliku eλ tgpxq. Time dobivamo konačno rješenje koje je

upx, tq “ e´t sinx` x.



4. (a) (4 boda) Riješite početnu zadaću
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utt ´∆u“ x1et , na R3ˆR`,
upx1,x2,x3,0q “ x2

1´ x2
2, na R3ˆtt “ 0u,

utpx1,x2,x3,0q “ x1x3, na R3ˆtt “ 0u.

(b) (5 bodova) Neka je u rješenje zadaće
#

utt ´ c2∆u“ 0, na R3ˆp0,8q
up¨,0q “ g, utp¨,0q “ h, na R3,

gdje je c P R te g,h P C8pR3q takve da je supp g,supp h Ď Kp0,Rq. Izvedite formulu za rješenje te
zadaće te pokažite (bez pozivanja na isti rezultat s predavanja) da je upx, tq “ 0 za sve px, tq PR3ˆp0,8q
takve da je |x| ą R` ct.

Rješenje:

(a) Kako su funkcije f1pxq “ x1, gpxq “ x2
1´ x2

2 i hpxq “ x1x3 harmoničke funkcije te f2ptq “ et glatka,
možemo koristiti formulu s vježbi za odgovarajuću valnu zadaću te dobijemo

upx1,x2,x3, tq “ x2
1´ x2

2` tx1x3` x1pet ´ t´1q.

(b) Neka je u rješenje dane zadaće te neka je vpx, tq “ upx, t{cq. Tada je v rješenje zadaće
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vtt ´∆v“ 0
vpx,0q “ gpxq
vtpx,0q “ 1

c hpxq,

pa korištenjem Kirchhoffove formule i povratne supstitucije slijedi

upx, tq “ vpx,ctq “
1

|Spx,ctq|

ż

Spx,ctq
gpyq` thpyq`∇gpyq ¨ py´ xqdσpyq.

Nadalje, kako za |x| ą R` ct vrijedi Kp0,RqXSpx,ctq “H, iz gornje formule odmah slijedi da je tada
upx, tq “ 0.


