Parcijalne diferencijalne jednadzbe 1
Prvi ispitni rok - 4. veljace 2026.

1. (8 bodova) Dana je zadaca
xuy + (14+y)uy =x+y,
u(x,x* —a) =x*+x

(a) U ovisnosti u a € R odredite sve karakteristicne tocke danog vektorskog polja a na pocetnoj krivlji.
(b) Rijesite zadacu na desnoj poluravnini za one & za koje karakteristicnih to¢aka nema.

RjeSenje:
(a) Kakoje a(x,y,z) = (x,14+y)7 te y(s) = (5,5 — ), imamo za s € R

ar(y(s),uo(s)) 7 (s)
ay(y(s),uo(s))  1%(s)

Stoga vidimo da za o > 1 karakteristi¢nih to¢aka nema, za & = 1 imamo jednu karakteristicnu tocku
s = 0 (odnosno (0,0)), te za o < 1 imamo dvije karakteristi¢ne tocke koje odgovaraju s = £+/1 — a..

s 1
sf—a+1 2s

‘=s2+a—l.

(b) Rjesavamo zadadu za o > 1. Karakteristi¢ni sustav je dan s

X =x x(0,5) =s
y=1+y y(0,s5) = s> — «
7=x+y 2(0,5) = 5% +.

1z prve dvije jednadZbe i pocetnih uvjeta slijedi odmah
x(t,s) = se', y(t,s) = (s — o+ 1)e — 1.

Kako je pretpostavka x > 0, iz prve jednakosti moZemo pisati ¢’ = 7, §to uvritavanjem u drugu daje
kvadratnu jednadZzbu po s ¢ija su rjeSenja

1 [{y+1 y+1 2
=—|—4= 4(a—1
*T2 X _\/< X ) 4 )

Kako su x i s istog predznaka (zbog x = se'), uzimamo rjeSenje s predznakom +. Nadalje je

1 1 1
tzlnlenx—lns=lnx—ln§ YT i\/(w—) +4(o—1)
s

X X



Kona¢no, imamo 7/ =x+y=x"+y —1 = (x+y—1t)’, pa integriranjem od 0 do ¢ dobijemo

2(t,5) = 5> —s =x(t,5) +y(t,5) ~t —s—5* + @,

odnosno
2(t,8) = x(t,5) +y(t,8) —t + Q.

Sada je konacno rjeSenje dano s

1 1 1\?
ux,y) =z(t,s) =x+y—Inx+lnz y++\/<y+> +4(a—1) |+a.
X X




(a) (4 boda) Neka je A € M, pozitivno definitna matrica, te neka u € C>(K(0, 1)) zadovoljava
—div(AVu) =0 naK(0,1).

Pokazite da vrijedi
max ¥ = max u.

K(0,1) 5(0,1)

(b) (4 boda) Zapisite eksplicitno formulu za Greenovu funkciju za podrugje Q = {(x,x2) € R? : x; +x2 >
0,)61 — Xy < 0}
Rjesenje:

(a) Neka je u navedeno rjeSenje jednadzbe. Kao na vjezbama rastavimo matricu A u obliku A = MM te
uvedemo funkciju v(x) = u(Mx). Tada je Av = MM : V>u = A : V2u = 0, pa slijedi da v zadovoljava
princip maksimuma. Kako je M regularna linearna transformacija, ona slika rub u rub, pa slijedi tvrdnja.

(b) Za x = (x1,x2) € Q oznacimo redom s

/ 4 nm
X = (XZ,X]), X = <_-x27_-x1)7 X = (_xlu_XZ)
simetri¢ne tocke s obzirom na pravac x| = xp, x; = —xp te suprotnu tocku. Tada je

Ga(x,y) = ®(y —x) —®(y—x') = P(y—x") + P(y —x").



3. (5 bodova) Rijesite poCetno-rubnu zadacu na Rt x R™

up — tyy = 0,
u(x,0) = sinx + x,
u(0,1) = 0.

Rjesenje: Kako je pocetni uvjet g(x) = sinx + x ve¢ neparna funkcija, prosirenjem po neparnosti dobijemo

zadacu na R?2
U — Uy =0
u(x,0) = sinx + x.

Kako je A(sinx) = —sinx te A(x) = 0, moZemo rastaviti ovu zadacu na dvije te za svaku iskoristiti na
vjezbama izvedeni oblik rjeSenja u obliku ¢*'g(x). Time dobivamo kona¢no rjeSenje koje je

u(x,t) = e 'sinx +x.



4,

(a) (4 boda) Rijesite pocetnu zadadu

Uy — Au = xp¢€, naR3 xR,
u(x1,%2,x3,0) = x3 —x3, naR3x {r=0},
u;(x1,X2,x3,0) = x1x3, na R? x {r = 0}.

(b) (5 bodova) Neka je u rjeSenje zadace

Uy — c*Au =0, na R x (0,00)
u(70> =& Ml‘('>0) =h, na R3a

gdje je ce R te g,h e C*(R?) takve da je supp g,supp # < K(0,R). Izvedite formulu za rjesenje te

zadace te pokaZite (bez pozivanja na isti rezultat s predavanja) da je u(x,7) = 0 za sve (x,1) € R? x (0, 0)
takve da je |x| > R+ ct.

RjeSenje:

(a) Kako su funkcije fi(x) = x1, g(x) = 22 —x3 i h(x) = x1x3 harmonitke funkcije te f>(t) = ¢’ glatka,
moZemo koristiti formulu s vjeZzbi za odgovarajuéu valnu zadadu te dobijemo

u(x1,x2,x3,1) = X1 — X3 +tx1x3 +x1 (€' — 1 —1).
(b) Neka je u rjeSenje dane zadace te neka je v(x,t) = u(x,7/c). Tada je v rjeSenje zadace

vie—Av=0
v(x,0) = g(x)
ve(x,0) = %h(x),

pa koriStenjem Kirchhoffove formule i povratne supstitucije slijedi

u(x,t) = vlx,et) = M j B0 h0) + V() (9o ).

Nadalje, kako za |x| > R+ ¢t vrijedi K(0,R) n S(x,ct) = &, iz gornje formule odmah slijedi da je tada
u(x,t) =0.



