Zadaci 1
ODJ

Zadatak 1. Pripadnom supstitucijom svedite ODJ na separabilne pa ih rijesite:
Ly =Ue—y+1)??  y(0)=2,
2.y =7, y(0) = 0.
Rjesenje. 1. Koristimo supstituciju
z=dz—y+1 = 2/ =4—1

odakle slijedi 3/ = 4 — 2’ pa ODJ u za funkciju z glasi 4 — 2’ = 2z2. Ovo je separabilna jednadzba koju mozemo

rijesiti
dz dz
12 e = /_(2—2)(2—1—2) _/dx'

Integral mozemo rijeSiti rastavom na parcijalne razlomke:

dz 1 1 1 1 1 z+2
_ . - dz=>(1 2)—In(z—2))+C=-1 C
/(272)(z+2) /4(z+2 22> 2= (n(z+2)—In(z—-2)) + 4n22’+
pa imamo
1 z+2 z+2 z+2
~1 =2+C = =%t = = = De**
i Pt Bkl —2’ cc s—2  °
za neku konstantu D € R. Stoga opce rjeSenje glasi
4y —
X y+3:De4I
dr—y—1
pa uvrstavanje pocetnog uvjeta daje
1 4.0-2+43
= T3 _ peto = p.

3 4.0-2-1
Zaklju¢ujemo da je trazeno partikularno rjesenje dano s
dr —y+3 16430
4o —y—1 3
Odavde mozemo i eksplicitno izraziti y:
et®(4r —1) — 122 — 9
etr —3 '

34r —y+3) = (4o —y— 1) = y(e** -3) =e"Ur—-1)-122 -9 = y=

2. Koristimo supstituciju

!
1
2:9ny£:>z/:9y'71:>y':2;r
pa ODJ za funkciju z glasi
"+1 d
T B e

Integral moZemo rijesiti tako da brojnik i nazivnik pomnozimo s e™?:

dz e *dz t=e* dt —
/9&—1*/@* [dt:—e_zdz] */m*hﬂlt*9l+0—ln|e -9|+C

Inje™®—9=2+C = e *—-9=De"

pa imamo

odakle o¢itavamo opée rjesenje €%~ = 9 + De®. UvrStavanjem podetnog uvjeta dobivamo
1=¢""%=9+De"=9+D = D=-38

pa je €?Y~% = 9 — 8e® trazeno partikularno rjeSenje.



Zadatak 2. Rijesite homogene ODJ koristeci supstituciju z = £

-
/ _ ozt
L. Yy = zya

2. (y/ - %) arctg% =0, uz poCetni uvjet y(1) =1,

3. 8z — Ty)dx = (3y — Tx)dy,
xy
22— y2’

5. 2%y' + xy + 2y% = 0.

4.y =

Rjesenje. U svim podzadacima ¢emo imati
y=rz2x = 3y =2+ 72z

1. JednadZbu moZemo zapisati u varijabli z kao ¢y’ = % =14+% = z2+722=14+2 <= 2z =1 Dobili
smo ODJ koju mozemo rijesiti separacijom varijabli:

d d d
—Zx:1:>dz:—x:>/dz:/—x:>z:ln|:r|+0.
dzr T T

Sada moZemo vratiti supstituciju z = £ i zakljuciti da je

y =h|z|+C = y=zln|z|+Cx
x
opce rjesenje.
2. Imamo
(y' - Q) arctgg =0 < (z+2z—2)arctgz =0 < 2'zarctgz = 0.
x x

Posljednju jednadzbu mozemo podijeliti s x jer = 0 nema smisla uvrStavati u originalnu ODJ. Stoga je nova
ODJ ekvivalentna

d
Zarctgz =0 = d—zarctgz = (arctgz)dz =0dx = /(arctgz) dz:/()dx = =C.
x

1+ 22
Pocetni uvjet glasi y(1) = 1 odnosno z(1) = 1 odakle zaklju¢ujemo da mora biti C' = % Kona¢no, imamo

L Ll i 1+£=2 = y* =2
1+22 2 z2

§to je trazeno partikularno rjesenje.

3. Jednadzbu mozemo zapisati kao

3r — Tzx
B _ . ’ . _ . ’ ob — =t
3z —Ty= By —Tr)y <= 3v—Tzx = 3zx —T2)(2 + 2'z) < S —7s ST AT
odnosno
z’x—3_7z—z—3(1_22> . 32—17 dz—d—m / 32—17 ds — dx
327 327 31—22) 7z 31—-22)" ) x

Funkciju na lijevoj strani mozemo integrirati rastavom na parcijalne razlomke

3z—-17 1 3z—17 1 2 5 1 1
=5 | o dr=3 - dz=~(In|z — 1]—1 1) = =1
/3(1—2’2) ¢ 3/(1—2)(1—|—z) : 3/(2—1 z—|—1> ? 3(n|z | =Infz+1]) 3"

Dakle, imamo

z—1
z+ 1|

(L-1)°

=|=lz|+C




odnosno

v _1)2
x )5 _eC’|$‘7
v
§to mozemo zapisati kao
5 g_]_ 3
(L+1)° _pli=) pg
x x

“ . . . . 5 “ . ..
MnoZenjem obje strane jednakosti s 3 mozemo ovo zapisati i kao

5
3

2
(y+2)* =D(y—1)" < (y+2)"=D(y—x)’
odnosno
(y+2z)° =E@y—z), E eR.
4. Imamo
, Ty L 2x? z , _p
= — z+ 72z = = — o=

y 2 — 42 2 4 2212 1+ 22 1422
Sto moZemo rijesiti separacijom:

d —2z3 —(1 2 d —(1 2 d

—Zx: z — (+Z)dZ:—x:>/Mdz: ar

dx 14 22 23 T 23 x

odakle slijedi

2

= 1 _e2
,ﬁ71n|z| =lh|z|+C = ~ 5,2 =In|zz| +C = 72%2 =Injy| +C = e 27 =y
ZakljuCujemo da je opce rjeSenje oblika
_ =22
y=De 2, zaneki D € R.

2

5. Dijeljenjem s x* imamo

2
22y +ry+ 22 =0 = y’—!—g—i—Q(g) =0 < z+20+2+22=
x x

§to mozemo separirati kao

dz 2dx dz 2dx
2 - 2 o ’
24+ z x 24z x

Integral na lijevoj strani mozemo rijesiti rastavom na parcijalne razlomke:

d 1 1
/ - :/ - — dz=Inlz| —In|z4+ 1| =In )
224z z z+1 z+1
Zakljucujemo
‘erl‘ = 2In|z|+ C =In(2?) + C
pa eksponenciranjem slijedi
Y
Y = =% _
y+x L41 241

Zadatak 3. Rijesite linearne ODJ prvog reda:

1. y,—|—1_ﬁ£2 :O7
2.y — 2y =6,



.y + a2y = b,

Y -y =2

3
4.y + ey = —2¢e%,
5
6. 2y +y=u.

RjeSenje. Sve zadatke ¢emo rijesiti Lagrangeovom metodom (metodom varijacije konstanti).

1. Rijec je o homogenoj linearnoj ODJ koju mozemo direktno rijesiti separacijom varijabli.

dy Y dy dx — arct
- =0 =— 2 = — — 1 = —arct C — y = De cte(®)
dz * 1+ 22 y 1+ 22 nly| arctg(z) + Yy e
2. Prvo rjeSsavamo homogenu linearnu ODJ:
, dy dy 22
y_2y20$d*ZQyﬁf=2dm$ln|y|:2x+(}:>y:De .
€L Y

Opée rjeSenje trazimo u obliku y = D(z)e?*. Imamo
6 =y —2y=D'(x)e* +2D(x)e* — 2D(x)e* = D'(x)e*

odakle slijedi
D'(z) = 6e % = D(x) = /6672m dr = =3¢ 2" +C

pa je opce rjeSenje dano s
y = D(x)e* = (=3e % + 0)e** = Ce** — 3.

3. Prvo rjesavamo homogenu linearnu ODJ:

d d 2 o
Y +ry=0 = d—yz—xy — Yo e — ln|y|:—%+0 = y=De =.
€T Y

22

Opce rjeSenje trazimo u obliku y = D(x)e™ "z . Imamo

z2 x x

5=y +ay=D'(x)e”zZ + D(x)e” = (—x) + xD(x)e” z = D'(z)e”

M
M)

odakle slijedi

2

= 22 22
D'(z) = bze7 = D(m):/Sxerx: [t:L;, dt:;vdx} :/5etdx:5et+C:5eT+C

pa je opce rjeSenje dano s

y=D(x)e” T =(-be” 2 +Cle” 7 =Ce™ 7 +5
4. Prvo rjeSsavamo homogenu linearnu ODJ:
Py dy o dy v . et
y+€y:0:>d—:—ey:>—:—e dx:>1n|y|:_e +C = y=De .
x Yy

Opcée rjesenje trazimo u obliku y = D(z)e~¢". Imamo

x

—2¢" = D'(x)e™® + D(z)e™® (—€®) + e*D(x)e™ ¢ = D' (z)e®

—x

— D'(z) = —2¢%
pa je
_ x_e” _ t=c¢e" _ — _9,t — _9,"
D(x) = 2/6 e’ dt = [dtemdx =2 [tdt=—-2e"+C = —-2¢° +C.
Zaklju¢ujemo da je opée rjeSenje dano s

x

y=(—2e" 4+ =Ce™® —2.



5. Prvo rjeSavamo homogenu linearnu ODJ 3’ = y ¢ije rjesenje ve¢ znamo s vjezbi: y = De®. Opce rjeSenje
trazimo u obliku y = D(z)e*. Imamo

2% = D'(z)e” + D(z)e” — D(z)e” = D'(x)e® = D'(z) = 2%e™"

pa je
2
. 9w g u =z, du =2z dzx,
D(x) —/x ¢ dr = {dv:e_$d;v, v=—e " ]
=2’ "+2 [ xe "dr = “=" du= df;
dv=e"dx, v=—e

= 2% — 2ze 42 / e dr =e " (—2® — 2z —2) + C.

Dakle, opée rjesenje je oblika
y = D(z)e” = —2? — 2z — 2 + Ce".

6. Prvo rjesavamo homogenu linearnu ODJ 2y’ = —y. Osim separacijom, moZemo ju rijesiti i supstitucijom
z(z) = y(—2z). Tada vrijedi 2'(x) = —2y'(—2z) pa imamo

2y (z) = —y(x),Vz e R = —2¢/(—22) =y(—2z),Vze ER = 2/ = 2.

Znamo da je opce rjeSenje z(x) = De® pa je

y(—2z) = z(z) = De®* = y(z) ==z <_

pa je

Dakle, opée rjesenje je oblika



Zadaci 2
ODJ

Zadatak 1. Rijesite Bernoullijeve ODJ:

1.

2
3

4.

o.

3321/

=y? +zy,

Y+ 2Py = 25y,

.y —ytgx = —y?cosz,

/

y:

Y+

Y-z
eEsyE

= 22y2.

8 ke
o

Rjesenje. Zadatke éemo rjeSavati na dva nacdina: supstitucijom z = % i Lagrangeovom metodom.

1. Dijeljenjem obje strane s 22, jednadzba poprima standardni oblik

1 1
v ——y=—=y’
x x
odakle vidimo da je zaista Bernoullijeva s n = 2.
I. Uvedimo supstituciju z = % Tada je 2’ = —7;—;. Dijeljenjem jednadZbe s y2, ona se svodi na
/
y 1 , 1

II.

Ovo je linearna ODJ koju éemo rijesiti Lagrangeovom metodom. Prvo rjeSsavamo homogenu linearnu
ODJ

1
2+ =z2=0
x

Cije se opce rjeSenje lako nalazi separacijom varijabli: z = % Opce rjesenje Citave linearne ODJ trazimo

metodom varijacije konstante u obliku z = @ Dobivamo
1 1 c’ -C C c’ 1
11, Ol W) O C) 1
x? x x? x? x x

odakle integracijom slijedi

C(x) —Infz|+D
. :

Cl)=—Inz|+D = 2=

Vrac¢anjem na varijablu y dobivamo opce rjeSenje originalne ODJ:
1 T
A D—In|z|
Prema Lagrangeovoj metodi, prvo rjeSavamo homogenu linearnu jednadzbu

1
y—-y=0
X

¢ije opce rjeSenje lako nalazimo separacijom: y = Cx. Opce rjeSenje Citave Bernoullijeve ODJ sada
trazimo metodom varijacije konstante u obliku y = C'(z)x. Dobivamo

O = O'(a)r + O(a) — C@) =g/ — ry =5 =TT _ o — T _

Ovo je separabilna ODJ za funkciju C(z), integriranjem slijedi

1 dx 1
O _/?_ln‘xHD = OO =L



Sada opce rjeSenje polazne Bernoullijeve ODJ glasi:

e x
~Injz|+D —Injz| - D’

y=C(x)x

(primijetite da je ovo isto rjeSenje kao ranije jer konstantu D moZemo zamijeniti s —D).

ITI. Najlakse dolazimo do rjeSenja ako primijetimo da je ustvari rije¢ o homogenoj jednadzbi

Py (y )2
y -2 =(2
x x
koju standardno rjesavamo supsitucijom z = £. Imamo 3’ = 2’z + 2 pa dolazimo do ODJ
d d 1 1
dr=drtz—zr=22 = == ——=h|z|+D = z2=——"7——.
22z z In|z|+ D
Sada je
x
== —-——0".
Y In|z| 4+ D
2. Jednadzba jest Bernoullijeva s n = 7.
I. Uvedimo supstituciju z = y% Tada je 2’ = fﬁy—y;. Mnozenjem jednadzbe s *§ ona se svodi na
6y’ 5 6
—y—y7 — xoﬁ = —62° = 2 — 6272 = —62°.

Ovo je linearna ODJ koju u ovom specificnom slu¢aju mozemo rijesiti separacijom. Imamo

d
7 =61z —1) = 7Zl:6x5daz = Injz—1|=2°+C = z—1=De" = z=1+ De" .

Sada je opce rjeSenje Bernoullijeve ODJ dano s

1 1
Y= 1= T ol
s (14 De*")s
II. Prema Lagrangeovoj metodi, prvo rjeSavamo homogenu linearnu jednadzbu
y +2°y =0
26
Cije opce rjeSenje lako nalazimo separacijom: y = De™ ¢ . Opce rjeSenje Citave Bernoullijeve ODJ sada
26 .
trazimo metodom varijacije konstante u obliku y = D(x)e™ s . Dobivamo

26 726

26 26 26
D'(z)e”6 = D'(z)e” ¢ + D(x) (—xE’e*T) +2°D(z)e” s =y + 2%y =ay" =2°D(x)e” 5

odnosno

Integriranjem slijedi

! = 5=’ = t:_lﬁ’ — 1 t _ 1 t . 1 —z
- 6D(x)" _/x ¢ = {dt6z5dz] __é/e dt=—ge'+E=—ze™® +E

pa zaklju¢ujemo

Sada je opce rjesenje Bernoullijeve ODJ dano s

D(z)e= . !
= 6 = = .
y=Diz)e e —6E (1— 6Ee®)s




3. Jednadzba jest Bernoullijeva s n = 2.

I. Uvedimo supstituciju z = % Tada je 2’ = —5—;. Dijeljenjem jednadZbe s —y? ona se svodi na

y2

Y

" tgw
Y 8% _ sz — 2+ ztgx = cosu.

Ovo je linearna ODJ koju ¢emo rijesiti metodom integrirajucéeg faktora. Imamo

_ Jftgzdr _ f sne gy t=cosz, N —ln\tlzi: 1
M<x) ¢ ¢ |:dt —sinz dx ¢ ' ¢ |t‘ |cosx|.

MozZemo maknuti apsolutnu vijednost pa mnoZenjem obje strane jednadzbe s ﬁ dobivamo

z \/ 2 sinx 2
= tz—5—= +ztgrcosr =1 =
coS T cosxz  cos?xr  cosx CoS T

:/1dz:x+0 = z = (z+C)cosz.

Sada je opce rjeSenje Bernoullijeve ODJ dano s

1 1

v=L T (x+C)cosz’

II. Prema Lagrangeovoj metodi, prvo rjeSavamo homogenu linearnu ODJ

d 1 e¢
y —ytgr =0 = il =tgrdx = Inly| :/tgxd:vzlni—ﬁ-C = |y|=——
Yy |cos | |cos x|
pa uklanjanjem apsolutne vrijednosti dobivamo
D
y=—:
cos T
Opce rjeSenje Bernoullijeve ODJ trazimo metodom varijacije konstante u obliku
D(x)
~ cosz
Dobivamo
D’ D’ D i D D(x)? D(x)? D’
(x) _ (z)cosz + D(x)sinz (33)t S (x) cosa — — (x) . (x) _
cos T cos? x cos x cos? x cos T D?(x)

Integriranjem obje strane slijedi

1
—m:—x—i-C = D(z) =

pa je opée rjeSenje Bernoullijeve ODJ dano s

_ D(z) 1

cosz  (x—C)cosz’

4. Jednadzbu mozemo zapisati na sljedeéi nacin:

, 1 _ T 1
Y+ T T2y y
Odavde vidimo za jednadzba jest Bernoullijeva s n = —1.

I. Uvedimo supstituciju z = ﬁ = y2. Tada je 2’ = 2yy’. Mnozenjem jednadzbe s 2y ona se svodi na

R ! o, _*
YT e z+17  z+1

2uyy’ —
vy Tz +1



Ovo je linearna ODJ koju ¢emo rijesiti metodom integrirajuc¢eg faktora. Imamo

1
|z + 1|

—dx
€f T+l — e*IU‘IJF” —

Mozemo maknuti apsolutnu vijednost pa mnoZenjem obje strane jednadzbe s %ﬂ dobivamo

! 2 - ! PR = : /—— °
x+1 (x+1)27  (z+1)2 r+1)  (z+1)2

pa integriranjem slijedi

z T z+1 1 1
= [ ——dz= — dx = —1 1|l——+4C
x+1 / (x +1)2 * /( (x+1)2+(a:+1)2> v nle+1| m+1+

odnosno .
z=(z+1) (—ln|x+1|——|—0>.
r+1

Sada je opce rjeSenje Bernoullijeve ODJ dano s

1
2=2z2= 1) (-1 I|-——+C).
Y z (x—|—)< n|x+ 1 x+1+

II. Prema Lagrangeovoj metodi, prvo rjeSavamo homogenu linearnu ODJ

, 1 dy dx

1
- = A | =1 1| = y=D+/ 1|.

Opce rjesenje Bernoullijeve ODJ trazimo metodom varijacije konstante u obliku
y = D(@)\/le 11

Dobivamo

, T T ' 1
Dle)vie+11= 2(x+1) D(z)y/]z +1]
odnosno , " .

Integriranjem obje strane na desnoj strani dobivamo integral kojeg smo veé¢ rjeSavali u prosloj metodi:

D(z)? zsgn(a:Jrl)/ ((:[;:1)2) dr = sgn(z + 1) <1n|x+1|mi1+c>.

pa je opce rjeSenje Bernoullijeve ODJ dano s

1
v =Dz + 1= (z+1) (—ln|z+1—x+1+0).

5. Jednadzba jest Bernoullijeva uz n = %

(a) Uvedimo supstituciju z = ﬁ Tada je 2’ = 729—;. Dijeljenjem jednadzbe s 72y% dobivamo
y2

! 1 1 1
_ y3 — :77x2 = zlf—z :77x2.
22 2x\/y 2 2z 2

Ovo je linearna ODJ koju ¢emo rijesiti metodom integrirajucéeg faktora. Imamo




pa mnoZenjem obje strane jednadzbe s —— dobivamo
Vx|

z

m) = —%W% sgn(z)

1 1, 2
2 : en(z) = —§|x\g sgn(z) = (

- s
vatd 2|x|>

pa integriranjem slijedi

[SI[S]

1 3 1 1 s 1
% = —§/|gc|g sgn(z)dz = ~3 |x5| sgn(z) + C = —g|ac|g sgn(z) +C = z= —gx?’ + C/|z|.
VT 2

Zaklju¢ujemo da je opce rjeSenje Bernoullijeve ODJ dano s

1 1
y:—:

2 (%:ﬁw&/ﬂ)z.

(b) Prema Lagrangeovoj metodi, prvo rjeSsavamo homogenu linearnu ODJ gy’ 4+ % = 0. Separacijom lako

dobivamo njeno rjeSenje y = % pa opce rjeSenje Bernoullijeve ODJ trazimo metodom varijacije konstante
D(x)

||

u obliku y = @. Buduéi da je zbog pojave y% u originalnoj ODJ nuzno y > 0, moZemo pisati y =
za neku funkciju D(z) > 0. Imamo

D' D(x)? D 3
(z) _ 2. (33;2 N (37)} _ mé sgn(z)
x || D(x)z
pa integriranjem slijedi
1 3 1
————==|z|2sgn(z) + C = D(z) = - 5
2y/D(z) (%W sgn(z) — 20)
Zaklju¢ujemo da je opce rjeSenje Bernoullijeve ODJ dano s
D(z) 1 1 1

2] (f%|x\gsgn(x)720)2|x| (,%$3 fQCM)Q B (f%x3+D\/M)2

gdje smo stavili D = —2C.



Zadaci 3
ODJ

Opéi oblik Riccatijeve ODJ:

y' = P(z)y* + Q(z)y + R(x).

Supstitucijom y = y; + z, gdje je y1 poznato partikularno rjeSenje te jednadzbe, ODJ se svodi na Bernoullijevu
ODJ za funkciju z. Partikularno rjeSenje treba pogoditi ili ¢e biti zadano u zadatku.

Zadatak 1. Rijesite Riccatijeve ODJ:

L2y —ay? — (222 + 1)y — 2 = 0,
2
2.y + 2L oy
T oz
3. e %y + 9% — 2ye® =1 — 2%,
4. 3y + (sinz + 2sin® )y — (sinz)y? = sin® x + cos x + sin® z,
5. xy — 3y +y? = 42% — 4x.
Rjesenje. 1. Dijeljenjem jednadzbe s x dolazimo do
222 4+ 1
y =y + y+a?,
$to je standardno oblik Riccatijeve ODJ. Partikularno rjesenje trazimo u obliku y; = az za a € R. Uvrstava-
njem slijedi
a=a*2® + (22 + a+2° = (a+1)?r+a = z(a+1)*>=0,Vz € R
pa zakljuéujemo a = —1, odnosno y; = —x. Uvodimo supstituciju y = —z + 2z, odnosno y = z — . Dobivamo
y' = 2z’ — 1 pa uvrStavanjem dolazimo do Bernoullijeve ODJ
ZI o i _ 22
x
koju rjesavamo Lagrangeovom metodom. Prvo trazimo rjeSenje homogene linearne ODJ 2’ — 2 = 0, do
kojeg lako dolazimo separacijom z = Cz. Opée rjeSenje Bernoullijeve ODJ trazimo u obliku z = C(x)x.
Uvrstavanjem slijedi
C/
C'(z)x = C(z)*2® = Z==2
Integriranjem zaklju¢ujemo
L2 p— @ !
- ) = —
c 2 £ +D
odnosno
—x
2=
5 +D
Napokon, rjesenje Riccatijeve ODJ je
+ 14 !
=—zx+z=—x .
Y Z+D
2. Partikularno rjesenje trazimo u obliku y = az? za neki a € R. Uvrstavanjem slijedi

2ax +ax — a*r =2 = —a®>+3a—-2=0 = ac{1,2}.

Potrebno nam je samo jedno rjeSenje pa odaberimo 3; = x2. Uvedimo supstituciju y = 22 4+ z. UvrStavanjem
slijedi
2 2 2 2
T+ z T+ z z z
2z + 2 + _{ 3) =2 = 2 - = =—.
x x r x




Dosli smo do Bernoullijeve ODJ za funkciju z koju rjeSsavamo Lagrangeovom metodom. Prvo rjeSavamo
homogenu linearnu ODJ 2’ — £ = 0 do ¢ijeg opceg rjeSenja lagano dolazimo separacijom: z = Cz. Opce
rjeSenje Bernoullijeve ODJ trazimo metodom varijacije konstante u obliku z = C(x)z. Uvrstavanjem slijedi

C(x)?x? C'(x) 1 1 1 Cx—1
! _ — e — —_—— = —— =
C'(z)x + C(z) — C(x) 3 = e~ = @ . +C .
odnosno
C(z) = T = z=C(x)xr = v
1-Cz B 1-Ca’
Sada zaklju¢ujemo da je opce rjeSenje Riccatijeve ODJ dano s
x? 5 2—-Cz

— 22 = 2 = .
y=attz x+1—Ca: S e

. MnoZenjem obje strane s e” dolazimo do jednadzbe

y/ _262ry+ezy2 — e _63x

$to zaista jest Riccatijeva ODJ. Primijetimo da je y; = e€® njeno partikularno rjeSenje. Uvedimo supstituciju
y =e” + z. Tada je
e® +Z/ 72621(6304*2’) +ez(6x+z)2 — e 763:1:

odnosno

2= —e®22.

Ovo je Bernoullijeva jednadzba koju u ovom specijalnom slu¢aju mozemo rijesiti separacijom. Imamo

dz 1 1
22 z e* 4+ C

pa je opce rjesSenje Riccatijeve ODJ dano s

y=e"+z=¢€"+

et +C°

. Direktnom provjerom vidimo da je y; = sin z partikularno rjeSenje ove Riccatijeve ODJ. Uvedimo supstituciju
y = sinz + z. Uvrstavanjem slijedi

cosz + 2/ + (sinz + 2sin’ z)(sinz + 2) — (sinz)(sinz + 2)? = sin® 2 4 cosz 4 sin® z

pa dobivamo Bernoullijevu ODJ
2

2 + (sinx)z = (sinx)z
koju ¢emo rijesiti Lagrangeovom metodom. Prvo rjeSavamo homogenu linearnu jednadzbu 2z’ + (cosx)z = 0
do ¢ijeg opceg rjesenja lako dolazimo separacijom: z = Ce®**. Opce rjesenje Bernoullijeve ODJ traZzimo
metodom varijacije konstante u obliku z = C'(z)e®s*. Uvrstavanjem slijedi

C'(2)e™5" = (sinz)O(z)?e? " = g;((i)) = (sinz)e®*? = —% = /(sinx)ecosmdx ="+ D
pa je 1 eCOSx
C(z) = e p 7 AT C(z)e®™* = prrram
Slijedi da je opce rjeSenje Riccatijeve ODJ dano s
. . pcos
yzsmx—i—zzsmx—i—m.



5. Dijeljenjem jednadzbe s x dobivamo
3z 1
Y — — 4=y’ =4z —4,
y T
Sto zaista jest Riccatijeva ODJ. Partikularno rjeSenje trazimo u obliku y; = ax za neku konstantu a € R.

Uvrstavanjem dobivamo
a—3a+a’r =4z -4 <= (a®* —4)z + (—2a+4) =0.

Oba koeficijenta moraju biti nula pa zaklju¢ujemo da je jedina moguénost a = 2. Dakle, partikularno rjesenje
je y1 = 2z pa uvedimo supstituciju y = 2z + z. Uvrstavanjem slijedi

3 1
2—|—Z’—;(21‘+2)+5(23}+2)2=4$—4
3 2
z’—|—<4—>z+Z:O.
T T

Ovo je Bernoullijeva ODJ koju éemo rijesiti Lagrangeovom metodom. Prvo rjeSavamo homogenu linearnu
jednadzbu

odnosno

3 dz 3

2+ (4— ) z2=0 = — = ( —4) dr = In|z| = =4z 4+ 3In|z| + C = |z| = %|z|® e
x z x

pa je opée rjesenje dano s z = Dax3e™**. Opée rjeSenje Bernoullijeve ODJ trazimo metodom varijacije

konstante u obliku 2z = D(z)x3e~**. Uvrstavanjem slijedi

3 1
D'(z)x*e™* = D'(2)x*e™* + D(z)(3z%e™*" — 4aPe™47) + (4 - x) D(x)xde ™ = —=D(x)%z%e %"
x

odnosno

D'(x) _ .2 —4x o 2 —dg
7D(37)27$6 — D(x)/ e dx.

Ovaj integral rjeSavamo dvostrukom parcijalnom integracijom:

2
2 —dw 5. _ u =z, du=2rdr | 1 5 4, 1 4,
/xe dw{dv:e““"dm, v:—}le““‘} 1z + 1€ 2z dx
I S YNV —dz _ u=uz, du = dx
_—er +§/l‘€ da?— d’U:€74deE, '017%674:”
1 1 1
=% — Zge Tt — f/efhdx
4 8 8
1 1 1
_ _112674&: _ §$674m _ 372 —4x
6741’
=% (82* + 4z + 1)
Zakljucujemo
1 e—4m(82+4 +1)+C:>D() 1
- — X X xT) = —0
D(x) 32 C - 63; (822 +4x 4+ 1)
odnosno
xle 4w 23

z=D(z)zde ™4 =

C— 22 (822 + 4z 4+ 1) T Cetr — 35822 + 4z + 1)

32
Sada je opce rjesenje Riccatijeve ODJ dano s

3

=2r+z2=2zx+
4 Ce** — (822 + 4z + 1)




