DIFERENCIJALNI | INTEGRALNI RACUN 2
Zadaci za vjezbu

. (a) Napisite Taylorov polinom trazenog stupnja za zadanu funkciju.
(i) stupnja 4 za f(z) =z — cosx
(ii) stupnja 4 za f(x) =Incosz
(iii) stupnja b za f(z) = esinx
(iv) stupnja 5 za f(z) =tgz
(b) Ocijenite odgovarajuéi ostatak u Taylorovom razvoju zadane funkcije za zadanu vrijed-
nost argumenta.
(i) R4(O 15) za sinx
(i) Rs(—1)1 Re(2) za e”
(iii) R7(0.7) za arctgx
(iv) Rs(—0.4) 1 R4(0. 4) za In(1 + x)
(V) R4<11) (1+I)
(c) Koriste¢i Taylorove razvoje prikladnih funkcija izracunajte sljedeée brojeve s toénoséu
na Cetiri decimale.

sin(—0.1), cos(0.05), e~ 7, arctg(0.25), In(0.3), V15

(d) Koristeci Taylorove razvoje prikladnih funkcija izracunajte sljedece integrale na tri de-

cimale: fol e dz, [, ! Smm(m
(e) Izracunajte sljedece limese kad x tezi u 0.
sinz —e” + 1 In(1 + 2?) (I+2)?—1-1z sinx+coszx —1—x
T sin(z?) x? x?

. (a) Odredite da li sljede¢i redovi konvergiraju.

sinn n+1 4 —n Inn k g
ZnQ—i—l Z on Zn Zn3/2 (k—i—lOO)
(b) Odredite da li sljedea redov1 konvergiraju. KO_]I od 41h apsolutno konvergiraju?

n®+n ln (n —|— 2) In
(c) Nadite radijuse konvergencije sljedeéih redova potencua

> sin . n!
n! ln n nn
n=1 n=1

(d) Nadite radijus konvergencije reda >~ Zgn o U i x?" i dokazite da funkcija f(z) definirana

tim redom na odgovoraju¢em intervalu zadovoljava z2f"(x) + z f'(x) + 2 f(x) = 0.

. (a) Opisite i skicirajte nivo krivulje (za zadane vrijednosti ¢) sljedeé¢ih funkcija.

f(xay):ﬁa zac:—2,—1,1,2; g(x7y):€$y7 zac:§,1,2,3
(b) Izracunajte sljedece limese ako postoje.
T2y , cos(zy) — 1 , 4x2% cosy
im —— lim ————— lim —_—
(z,y)—(0,0) x* + Y2 (z,y)—(0,0) x (2,y,2)—(0,0,0) X2+ 22

(c¢) Odredite Jacobijevu matricu funkcijg f :£R3 — R3 zadane s
flz,y,2) = (w Vay?.sin (PL7)
T —z 2z
redite jednadzbu tangente na put c(f) = (4de™*, 6t%,sin(2¢)) u tocki tg = 0.
d) Odredite jednadzb 4e~t, 64 sin(2 ki 0
e) Izracunajte D(g o ,1,2) ako su f : —R*ig: — R? zadane s f(z,y,2) =
I jte D 0,1,2) ak R3 R? i R? R? zad
(r + 2y%2,e¥*sinx) i g(u,v) = (u? — v, 0% +u + 1).
(f) Izracunajte derivaciju funkcije f(x,y,z) = e” cos(yz) u tocki Py = (0,—1,0) u smjeru
vektora v = (2,1, —2).
(g) Odredite tangencijalne ravnine na zadane plohe u danim tockama.
VI+y+vz=4uP(1,4,1), z =sinz +siny + sin(z + y) u P(0,0,0)




RJESENJA
Prvo pokusajte sami rijesiti zadatke!

Beskorisno je samo Citati rjeSenja. Ovdje su navedeni samo kona&ni rezultati, a vi morate znati napisati
potpuna rjeSenja.

1. (a)

(b)

()

Napisite Taylorov polinom trazenog stupnja za zadanu funkciju.
i) =1+ + 2% — 5ot
(51; —1x2 - ix‘l B
2 12
(ili) =4 2* + 32° — 35a°
(iv) z + %mB + %xE’
Ocijenite odgovarajuci ostatak u Taylorovom razvoju zadane funkcije za zadanu vrijed-
nost argumenta.

(i) |R4(0.15)] < 1285 <99 10 5

(i) |Rs(—1)] <max{1 e—l}' _m <84 1073,
Rs(2)] < max{1,e2} 20 < 9.2 — 24
(iii) |R7(0.7)] < &7 < 1.2.1072
(iv) |Rs(=0.4)] < 3(103‘4) = 008 361072,
|Ry(0.4)] < 124 00064
(v) |Ra(L)| < |2 “”(3 G914 )i1(L)1 <29-106 (0 < e < L)

Koristedi Taylorove razvo Je prikladnih funkcua izracunajte sljedece brOJeve s tonoscu

na Cetiri decimale.

—0.0998, 0.9988, 0.8669, 0.245, —1.204, 3.873
Koristec¢i Taylorove razvoje prikladnih funkcija izracunajte sljedece integrale na tri de-
cimale: [} e dr=1-1+ L — L+ 1 4+ B gdie je |E| < 1073, dakle vrijednost
danog integrala na tri de01male je 0.747; [, ! sin(2®) 70 — 0.968 na tri decimale.

z?
1

Izracunajte sljedece limese kad x tezi u 0: 0, 1, —g, —%

Odredite da li sljedeéi redovi konvergiraju.

da, usporedba sa ) #;

da, D’Alambertov kriterij (u obliku s limesom);

da, usporedba sa Y % ili D’Alambertov kriterij (oboje u obliku s limesom);

da, usporedba s npr. Y =7 (u obliku s limesom) ili integralni test (parcijalno integri-
rajte da dobijete vrijednost integrala, a onda primjenite L’Hospitalovo pravilo);
ne, opdi clan (k/(k +100))" = ((1 4 100)k/100) 710 _, c=100 £ ) kad k — o0
Odredite da li sljedeé¢i redovi konvergiraju. Koji od njih apsolutno konvergiraju?
apsolutno konvergira, pa i uvjetno konvergira, usporedbom s > n—lz;

ne konvergira apsolutno, usporedbom s npr. Z% ili integralnim kriterijem,
konvergira uvjetno, dokazujemo pomocu Leibnizovog kriterija;

ne konvergira uvjetno, pa ni apsolutno jer |(2L}%n| —1#0kad n — o0

Nadite radijuse konvergencije sljedec¢ih redova potencija.
Koristeéi r = 1/(lim,, o {/|ay|) dobivamo redom r = oo, 1, e.

Nadite radijus konvergencije reda >~ %x% i dokazite da funkcija f(z) definirana

tim redom na odgovorajuéem intervalu zadovoljava z?f”(x) + z f'(z) + 2* f(z) = 0
Radijus konvergencije je co, pa na ¢itavom R mozemo derivirati red ¢lan po ¢lan. Nakon
deriviranja dva puta i uvrstavanja te izjednacavanja koeficijenata dokaz relacije se svodi
na

(=1)"2n(2n—1) (=1)"2n (—1)n1

(nl)22% ez P - nypzey — % An =l

2



tj. 221 + L — 1 =0 sto ocito vrijedi.
3. (a) Opisite i skicirajte nivo krivulje (za zadane vrijednosti ¢) sljedeé¢ih funkcija.

Za funkciju f su nivo krivulje parabole x — y? = %, a za funkciju g su nivo krivulje

koordinatne osi i hiperbole zy = Inc.

(b) Izracunajte sljedeée limese ako postoje.

. L . . . . . . 2
ako se priblizavamo ishodistu po proizvoljnom pravcu y = ma, imamo lim, 4)—(0,0) xnyz =

y=mzx

. 3 . . 1 1e~ . .
limy o gayegr = limy o 772 = 0, ali ako se priblizavamo po paraboli y = 22, imamo

. 2 . 4 5 .. . 2 ..
1im g 4)—(0,0) If—f’yQ = lim, o zitpr = % Sto znaci da lim, y)—(0,0) ﬁ ne postoji;
y=a?
imamo lim() o) 5 = gy ~o0) G i)~ 75° = =50 jer 7y — 0

kad (z,y) — (0,0) i lim;_,o <=t = 1

12 32
zz2% cosy

kako je za sve realne brojeve x i z uvijek [2xz] < 2%+22, imamo 0 < |412+Z2 | < |zcosyl,
azcosy — 0-1kad (x,y,2) — (0,0,0), pa je trazeni limes jednak 0
(¢) Odredite Jacobijevu matricu dane funkcije:
322 2¥+y’z 2yz Y2 + z3+y%2
T—z 2(azfz)2 T—2 T—2 (z—2)2
Dy =| A WA O
T cos (5F) Jeos () R

(d) Odredite jednadzbu tangente na dani put u zadanoj tocki.
Jednadzba tangente glasi I(t) = c(ty) + (t — to)c'(tp), pa nakon uvrstavanja to = 0
uc(t)ic(t) = (—4et, 2432 cos(2t)) dobivamo c(0) = (4,0,0), ¢/(0) = (—4,0,2) iz
cega je l(t) = (4,0,0) + t(—4,0,2), tj. u parametarskom obliku z = 4 — 4¢t, y = 0,

z = 2t. Kanonska jednadzba ovog pravca dobiva se eliminacijom parametra t i glasi
z=4 _ Y _ z

—4 — 0 _ 2
(e) Izracunajte D(go f)(0,1,2) za zadane funkcije f i g.
Po pravilu o deriviranju kompozicije je

D(go [)(0,1,2)'=Dg(f(0,1,2)) - Df(0,1,2)

| 2u —1 1 4yz 29/
1 30? ()= (4.0) e¥* cos(r) e¥*zsin(z) eY*ysin(z)

8—e? 64 16j
1 8 2
(f) Izracunajte derivaciju dane funkcije u smjeru zadanog vektora.
Vf(Py)-v = (e cos(yz), —ze” sin(yz), —ye” sin(y2)) (zy.2)=0,-1,00: (2,1, =2) = 1.240-140-(-2) = 2
(g) Odredite tangencijalne ravnine na zadane plohe u danim tockama.
Za f(x,y,z) = V& +./y++/z tang. ravnina na nivo-plohu f(x,y, z) = 4 u tocki (1,4, 1)
ima jednadzbu Vf(1,4,1) - (r — 1,y —4,2—1)=0,tj. 2e +y+ 22 —8 =0,
Za f(x,y,z) =sinx + siny + sin(z + y) — z tang. ravnina na nivo-plohu f(z,y,2) =0
u tocki (0,0,0) ima jednadzbu V f(0,0,0)-(x — 0,y —0,2—0) =0, tj. 2z +2y — 2z = 0.

(mvy’z):(0)172)



