Zadatak 1. Funkcija f: R — R zadana je formulom

flx) =20%7(2°%% —2), z eR.
Nadite najvedéi interval I C R koji sadrzi tocku ?jf takav da je f|; injekcija.
Rjesenje. Ako definiramo funkcije

g1:R—=R, gi(z)=cosz,

g2:R—=> R, go(z) =27,

g3:R—=> R, g3(z) =z(x—2),
tada se lako vidi da vrijedi f = g3 0 g2 09;.
Poku$ajmo neformalno naslutiti Sto bi trebao biti interval I. Najveci interval oko tocke ?ﬂf na kojem je funkcija g1
injekeija je [0,7]. Tada su restrikcije

gl|[0,7r] : [077T] — [_13 ]-]7

1
92|[71’1] : [_1a 1] — 572
bijekcije te vrijedi
flioq = 93\[%,2] 0 g2][-1,1] © 91[0,x-
nije injekcija jer se tjeme parabole z — x(x — 2) nalazi u tocki (1, —1) i vrijedi 1 € [%, 2].

Medutim, funkcija gs| [

1
3,2

Najveéi podinterval od [%, 2] koji sadrzi tocku

3m os 87 B
92|[_111] (gl|[0,7r] <4>> = 2C 1 =9

na kojem je funkcija gs injektivna je interval [%, 1]. Stoga bi trazeni interval I trebao biti

(92l-11) " ((91|{0,w])1 (BJD) = (g2li-1.17) " ([=1.0) = [g,ﬂ} .

Dokazimo sada formalnije da je I := [E,ﬂ zaista trazeni interval. Evidentno je 3 € I. PokaZimo da je f|;

2 1
injekcija. Lako se vidi da su restrikcije

“fS

iz [57] = L0

5
wly [3:1] = [

™
Atz = 9l 2 2liorm o nlfg o [5o7] = {‘1"4}

1
92|[—1,0] : [—1,0} — |: 1:| s

bijekcije te je stoga i

bijekcija (specijalno je injekeija, $to smo i tvrdili).

Pokazimo sada da je I najveéi interval koji sadrzi %’T na kojem je f injekcija. Zaista, neka je J C R proizvoljan
interval takav da ?jf € J i f|; je injekcija. Tvrdimo da je J C I. Pretpostavimo suprotno, da je J ¢ I. Tada
moZzemo odabrati neki element a € J\ I. Budu¢idaa ¢ I = [g, 7T], mora vrijediti ili @ < 7 ili @ > 7. Analizirajmo

svaki od slu¢ajeva posebno.

(1°) Pretpostavimo da je a > 7. Tada moZemo odabrati e > 0 takav dam—¢ € [?ﬂf, 7T> te m+e € (m, a]. Primjerice,

mozemo uzeti -
€= min{z,a—ﬂ'}.



Tada zbog a € J i ?jf € J vrijedi i [3—”,(1] C J te specijalno m ¢ € J te zbog € > 0 vrijedi m — ¢ # 7 + €.

Nadalje, imamo !
gils(m—e) =cos(m —e) = —cose =cos(m+¢) = g1|s(m+¢)
te stoga i
fla(m =€) = g3(g2(g1la (7 —€))) = g3(g2(g1ls (7 + €))) = fls(7 +€)

sto je kontradikcija s pretpostavkom da je f|; injekcija.

(2°) Pretpostavimo da je a < . Zboga € J i ‘%" € J imamo [a, %] C J. Tada mozemo odabrati b € [0, g> takav

da b € J. Zaista, ako je a € [O, g> naprosto uzmemo b := a, a ako je a < 0, tada uzmemo b := 0; u svakom
sluc¢aju je b € [a, %”] c J.

Tada specijalno zbog b € J i ?ﬂf € J imamo [b, %’T] C J. Prema pretpostavci je f|; injekcija pa je specijalno
i daljnja restrikcija f|[b a1 injekcija. Lako se vidi da su restrikcije
074

91|[b,3"} : [b, :iﬂ — [\f,cosb] ,

4

N |:27§ , 9cos b:|

T2

Y2
gg|[ ﬂcosb]. —7,cos

bijekcije. Ako oznac¢imo gs| [27@ , b] : {2_§,2C°S b} — R, tada imamo
2 2c0s
f‘[b’%] - 93‘ [Qfg’gcos b:| © 92‘ [—%,COS b] °© gl'[b,%’r]
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Funkcija na lijevoj strani je injekcija kao kompozicija tri injekcije pa slijedi da je i funkcija gg|[
injekcija.

S druge strane, primijetimo da je 279 ¢ <%a 1> 1
> — cosb € (0,1] = 2°b ¢ (1,2]

N

be {O,

/3 b} nece biti injekcija.
T2 ,2cos

pa slijedi da je 1 € [2’§,2605b]. Iz grafa je sada jasno da funkcija g3|[
2
Formalno, mozemo odabrati € > 0 takav da 1 — ¢ € [2*§, 1> i14e € (1,2°%%]. Primjerice, mozemo uzeti

€= min{l — 27§,2605b — 1}.
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Tadasul+e € [2_§,2C°Sb}, zbog &€ > 0 imamo 1 — ¢ # 1 + ¢ te vrijedi
}(1 Jré")

}(1*6):(1*6)((1*6)*2)262*1:(1+€)((1+€)*2)293\[2

gS| [2‘@ ,2(:08?7
} nije injekcija. Ovo je kontradikcija s prethodnim zakljuckom da

odakle zakljucujemo da g3|[ 3
2772 2cos
93|[27@ Sb] jest injekcija.
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Oba slu¢aja su dali kontradikciju pa zaklju¢ujemo da je zaista J C I



