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Rjesenja zadataka iz MA2 Ivan Cori¢, Paula Horvat

Uvod

Ova skripta nastala je kao rezultat vjezbe gradiva kolegija Matematicka analiza 2 po da-
nim zadatcima na kraju svake cjeline sluzbene skripte za vjezbe. Nikako nije namijenjena,
samo za slijepo ¢itanje i prepisivanje rjeSenja, veé za provjeru samostalno rijeSenih zada-
taka. Kako je rekao jedan matematic¢ar: ,Ne mozZete postati dobri u nogometu gledanjem
kako Messi igra, ve¢ samim igranjem. Isto vrijedi i za matematiku - dobar matematicar
postaje se ponavljanjem, samostalnim radom i vjezbom." Ovom bismo skriptom Zeljeli omo-
guéiti studentima pouzdan nadin provjere rjeSenja te pomoé ako "zapnu" na nekom zadatku.

U svim zadatcima potrudili smo se dati $to razumljivije rjeSenje. Kao Sto znamo, pos-
toji mnogo nacina rjesavanja istog problema u matematici, a ova skripta prikazuje tek jedno
od njih. Trudili smo se koristiti alate, postupke i notaciju koji su korigteni tijekom kolegija, a
mogu se razlikovati od raznih izvora s interneta. Autori se nadaju da ¢e vas napisana skripta
motivirati za ucenje jer ¢ée ovo znanje biti prijeko potrebno u ostatku vaseg matematickog
obrazovanja i karijere.

Za kraj, zeljeli bismo zahvaliti Ivanu Vojvodiéu koji je naknadno rjeSavao i provjeravao
zadatke koji su nam nedostajali pa je ova skripta puno ranije vidjela svjetlo dana. Zahva-
ljujemo i Josipi Debeljak &je su nas biljegke s vjezbi iz MA2 oslobodile mnogo dodatnih
sati rjeSavanja zadataka. Ne smijemo zaboraviti ni na Krunoslava Ivanoviéa koji je najbolja
IXTEX korisnic¢ka podrska na ovim prostorima. Takoder, bili bismo zahvalni svakome tko
nam prijavi bilo kakvu gresku, nejasnocu ili prijedlog za poboljsanje skripte.

Puno sreée zele vam autori!
U Zagrebu, travanj 2023.

Ivan Cori¢ (ivan.coric@student.math.hr),
Paula Horvat (paula.horvat@student.math.hr).

IATEXirao Ivan Cori¢, 2023.
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1 Derivacije
1.1 Tehnika deriviranja

Zadatak 1.6. Derivirajte sljedece funkcije.
(a)

f (z) = arcsin —

22
Rjesenje.
1 —2 —2
f(x) = 5= ——
Vim@ ek
(b)
f (@) = Vel0s
Rjesenje.
J() =~ el 10 = S /e
924/ el0z v el0z
()
. 5
arcsin x
f@)= (arccosx)
Rjesenje.
f(z)=5 arcsinz \ 4 ﬁ Sarccos T — arcsing - —=—  Farcsinz (arcsin z + arccos x)
x) = . _
arccos T arccos? x arccosd (m)
(d)
f(x) =sin ((sin ;U)Sinz)
Rjesenje.

[ (x) = cos ((sinx)Si”) : ((Sinx)sinm>l

g (2) = (sinz)™* /In
d
| — sinzlnsi a
ng(z) =sinzlnsinz o
/
g (2) =coszlnsinx + cosx
g ()

=cosz (Insinz + 1)

¢ (z) = (sinz)*™" (cos z (Insinz 4 1))
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Tada je derivacija funkcije f jednaka

1 (x) = cos ((sin :U)Sim) ((sin )% (cos z (Insin = + 1)))

D

n  korijena

Rjesenje. Zapig§imo funkciju f koristeéi geometrijski niz.

fa)=z- Yz Yz Y- - 0 = gpltatitetan
1—#
=X 17% = 1'2_2%

()
224+ x+1 1 < 2z +1 2:U—1>
z)=1Iny + arct + arct
f (@) Vee—zs1t 25 875 &= 75
Rjesenje.
3
() 1 1 (22 +z+1\ ¢ 2z+1)(2®—z+1)— (2 +2+1)(2z—1)
:U - — . — . .
4/:c§+x+% 4 2—x+1 (xz—x+1)2
re—x+
n 1 1 2 + 1 2
2V/3 1+<2:p+1>2 V3 1_’_(2:1371) V3
V3 V3

o

(xQ—m—{—l)% ‘ (CL’Q—$+1)% 2@ -1)(z+1)
@2 +z+1)i (22+z+1) (@2 -z +1)°

1 (2 1 1
+ 2v3 \ V3 \ 3+Q2z+1)? + 3+(22—1)*
3 3

1 a?—1 1 1
__§($2+x+1)(x2—x+1)+4(a:2+x+1)+4(x2—1:—|—1)
_ 1

Catta?+l



Rjesenja zadataka iz MA2 Ivan Cori¢, Paula Horvat

(8) )
fl@)=(")", >0
Rjesenje. Znamo (2%)" = 2% (Inx + 1) te (1;»’6””)’ — (xﬂ) (xx (Inz +1)Inz + xx—l) pa

imamo
f@)=@=")" /I
Inf(z) =z%Ina® %

f' (@)

(r) 2% (Inz 4+ 1) + 2% (2" (Inz + 1) + 2°71)

!

fila) = (xxm)ﬂ (" (Inz + 1) Ina® +2% (¢ (Inz + 1) Inz +277"))
(h)

f ($> = (Sinx _ 1)COS:B+1 + (sinx + 1)1fcosx

Rjesenge. Definirajmo g (z) = (sinz + 1)°*™ te h(z) = (sinz + 1) 7%, Racu-
namo posebno derivaciju funkcije g i h te ¢e derivacija funkcije f biti zbroj derivacija
dviju definiranih funkcija.

g (z) = (sinz — 1)+ /Inz
Ing(z) = (cosz+ 1)In(sinx — 1) /%
'(z)

Q

cosx (cosx + 1)

= —sinzIn(sinx — 1) +

g () sinz — 1
: . . +1)
/ — 1 cosz+1 [ 1 _1 Cos ™ (COS.%'
g (x) = (sinz — 1) sinzln (sinz — 1) + y—
h(z) = (sinz 4 1)1¢s® /Inx
d
Inh(z)=(1—cosz)ln(sinz + 1) /d—
x
B () cosx (1 — cosx)
h (@) sinzln (sinz + 1) + S

1—
1% () = (sinx + 1)1—cosx (sinxln (sinz + 1) + cosx ( cos 1’))

sinx +1
Konacno je rjesenje f/ (x) = ¢’ () + k' (z) po linearnosti derivacije.
(1)
f (z) = VIncosarcsin x
Rjesenje. Znamo da je cosarcsinz = v/1 — x2. Tada je

f(xz) = VIncosarcsinz = \/Iny/1 — 22 = \}5 In(1—22)
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pa je f’ jednaka

f@)= 1 s (-20) —
V2 2y/In(1—22) 1—2? V2 (1 —22) /In (1 — 22)
Zadatak 1.7. Derivirajte sljedece funkcije.
(a)
l1—sinz

f (:1:) —=e 1+sinx
Rjesenje.
Isinz 1 —cosz (1l +sinz) — (1 —sinz) cosx

/ ) =e¢e 1+sinz
/(@) 9, [l=sinz (1+sinx)2
1+sinz

l—sAinrc
eV Htsinz cog g

1—sinz : 2
Feing (L +sinz)

(b)
f(z) zln(2—|—e_$—|— e$+e*x—|—4)

Rjesenje.
et—e e
£ (z) = 2VeT fe—o14
24+ e+ Vet +e 44
()
f (x) = (arcsin )8 "
Rjesenge.
f (x) = (arcsin z)*c*&* /In
d
In f (x) = arctg x In arcsin z o
x
f'(x) Inarcsinz arctg x

!
+
[ (x) 1+ 22 arcsinzv'1 — 22

In arcsin x arctgx
f" (z) = (arcsin z)*" 8" ( & )

_I_
1+ 22 arcsinzv'1 — x2
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(@ )
f (x) = zsin® 2z cos® 5
Rjesenge.
/
f' (z) = sin? 3z cos® g +a <sin2 3x cos® g)
3
= sin? 3z cos® g +z (—2 sin? 3x cos? z sin g + 6sin 3z cos 3z cos® ;)

2

In T+ cos\/Tx "

1
f(z)= s =3 arcsin In 2z
Rjesenge.
) T — oS /7T (1 — sin 7737%) (x — cos/mx) — (x + cos\/Tx) (1 + sin \/FLEQ\;H)
xr) =
x + cos/mx (z — cos /7z)?
1 1 1

_i_fii.
34/1—1n?2z27
1 ( _@m\/gﬁ) (z — cos \/7z) — (z + cos/7x) <1+§Sinﬁ”>
_x—i-cos\/mv T — COS+/TTX
1

3rvV1— In? 2z
_ 2cos\/Tx + \/mTrsin/Tx + 1
z? — cos® /T 32v/1 — In2 2z

Zadatak 1.8. Za koji a € R funkcija f (z) = ;HM zadovoljava jednakost

—zlnz

+

222 f' (x) — 22 f? (z) = a?
Rjesenje. Derivirajmo funkciju f te ubacimo tu derivaciju u zadanu jednakost.

(14+Inz) (z —rlnz) — (1+1Inz)(zr —zlnz)
(z —zlnz)?
l—Inz—(1+Inz)(—Inx)
22 —222Inz 4 22In’z
1—Inz— (—lnx—lnzaj)

f'(z) =

22 —222Inz + 221z
In®z+1
22 —222Inz + 22In’x
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Dakle, imamo

222 f (z) — 22 f% (z) = a

< In?z + 1 > 2< 1+Inz )2

2 5 -z — | =a
1—-2Inz+1In“zx r—xlnz

2(11123:—}—1) In?z+2lnz+1
— =aqa

1—-2lnz+In?z 1—2lhz+In?z
2ln2x+2—ln2x—2lnx—1_
1—2nz+In’x N

a
l1=a

Vidimo da funkcija f zadovoljava danu jednakost za a = 1.

Zadatak 1.9. Pokazite da funkcija f (z) = m zadovoljava jednakost
af (2) = £ (@) (f () Iz —1).
Rjesenje. Deriviranjem funkcije dobijemo

142

T = e

Sada imamo

af' () = f(2) (f (z)Inz —1) =0

z+1 1 Inx 1) —o
(1+x+1ng;)2 l+z+nz \14+z+Inx -

r+1 1 < —1—x >_0
(1+z+nz)? 1+z+mz\l+z+nz/
r+1 r+1
- 5+ 5 =0
(14+2+Inz) (14+2z+1Inz)

0=0

Dakle, funkcija f zadovoljava danu jednakost.
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1.2 Derivacija inverznih i implicitno zadanih funkcija

Zadatak 1.16. Ako je zlny — ylnz = 1, izracunajte y' (1) .
Rjesenje.

d

Iny—ylhz=1 —
zlny —ylnz In

/

lny+ﬁ—y/lnaz—g:0
Yy x

y (m—lnx> :g—lny
Y x
¥y _
T
z

/_
vy= —Inz
Yy

Zarz=1imamo llny —ylnl=1 = lny=1 = y = e. Dakle, vrijedi

y( In B
y(1) e—1Ine
y/(l): 11 = 1 =e?—e.
— —1Inl =
y(1) e

Zadatak 1.17. Ako je yg + o5 = 1, izratunajte y'.

Rjesenje.
SN S d
3 3 =
y v dzx
2 1, 2 _1
Zy~3 23 =0
gV Vg
Y
y i
_3/Y
T

Zadatak 1.18. Izracunajte 3’ (0) ako je funkcija y = y () implicitno zadana jednadZzbom.
@) )
Iny+—-—=1
Y
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Rjesenje.
x d
In —=1 —
vt dx
1o o
Vo Tyoyr_
Y Y
vyty-yz _,
Y2
y'(y—z)=—y
’ Yy
y =
y—x

x3y5 + y4sinx + y3 cos T + y2 chx+y—3e"=0
Rjesenge.
23y +ytsinz +ydcosz +yichz+y—3e =0
322y° + 523yty + yt cosx + 4sinxyy’ — sinzy® + 3cosxy’y’ + shay? + 2chayy +y —3e* =0

Prebacujemo sve §to sadrzi 4 na lijevu stranu.

Yy (5m3y4 + 4y sinz + 3y® cosxz + 2ycha + 1) = —32%y° —ytcosz + 1y sinx — y?sha + 3¢°
; —322y5 —ytcosx + yPsinz — y?shx + 3e®

~ badyt 4+ 4y3sinz + 3y cosz + 2ychz + 1

Za z =0 imamo y> + 9% +y -3 =0 = y = 1. Dakle, uvritavanjem = = 1 imamo

Zadatak 1.19. Izracunajte derivaciju funkcije y (x) implicitno zadane jednadzbom.

(a)
+1

yed = e” utocki z=0,y=1
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Rjesenje.
d
Yy _ertl — el
ye! —e /dx
y'el +yevy — et =0
y/ (ey + yey) — €I+1
y, _ eerl
v (1+y)
ea:—y+1
14y
Sada je
0—y(0)+1 0 q
YO =" =S =2
1+y(0) 2 2
(b)
y? ::L'+lng utotki z=1y=1
x
Rjesenje.
d
2
— Iny—1 @
y“=z+Ilny—Inzx /daj
/
1
gy =1+ % —
y x
2uy’y =y +ay —y
2uy’y —xy' =y (x —1)
I _ Yy (x — 1)
z(2y* — 1)
Sada je
1—-1
"1) = ——— =0.

Zadatak 1.20. Funkcija f : R — R zadovoljava
@ 422 f(2)—e =0

za svaki x € R. Izracunajte f' i f” [tj. izrazite ih pomoc¢u f]. Specijalno, koliko je f’(0) i
f"(0)?
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Rjesenje. Imamo

el @) +x2f(x) —e =0 /%
el @ f (z) + 20 f () + 22 f (x) + e T =0
7' (@) (/) 4 2%) = e = 20 ()

—e % =2z f (x)
ef(x) + x2

Odredimo drugu derivaciju. Imamo

d

SO 1 (2) + 22 f (v) + 2 f (x) +e " =0 o

SO (@) £ (@) + /O " (2) + 2f (w) + 2f' (w) + 2f' (2) +22f" (2) €™ =0

Sve §to sadrzi f” prebacujemo na lijevu stranu.

I (x) (ef(x) + x2> — —ef@ (f' () = 2f (2) — dzf (x) + € *

—ef @) (f/ (2))* — 2f () — daf' (x) + "
ef (@) 4 22

f' (@) =

Dakle, vrijedi

y"(0) = —
Zadatak 1.21. Funkcija f : R — R zadana je formulom

f(z) x4+
Pokazite da je f injekcija i da je 10+ €8 € Ry te odredite (f_l)/ (10 + 68) .

Rjesenje. Vidimo da je f strogo rastuca funkcija kao zbroj tri strogo rastuée funkcije pa je
injektivna. Takoder, vidimo da je f (2) =2+ 8+ €® = 10 + ¢, pa je 10 + €® € Ry. Takoder
vrijedi

1 1 1

—1\/ ) = (1 / — — = .
(f ) (10+ ) (f ) (f (2)) f (2) (1+3$2 (1—}—67”3)) 13 + 12¢8

r=2

10
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1.3 Derivacije viSeg reda

Zadatak 1.32. Dokazite da funkcija y (z) = €42 zadovoljava jednakost

eT

y" — 13y — 12y = 0.

Rjesenje. Pronadimo izraze za prvu, drugu i trec¢u derivaciju te ih uvrstimo u pocetnu
jedankost.

) = (65:” + 2),6"c —e¥ (e5$ + 2) B 4e5T — 2

(e2)? et
y (4e5* — 2)/ e’ — e” (4e — 2) _ 16e%" +2
y = (ex)Q - et
o (16€7 +2) e —e® (16€7% +2)  64¢> — 2
- (e2)” e

Sada je
y" — 13y’ — 12y =0
64e™ — 2 — 13 (4™ —2) — 12 (e +2) =0

0=0
Dakle, funkcija y zadovoljava pocéetnu jednakost.
Zadatak 1.33. Odredite derivaciju.
(a)
fa)=1— @)=
1—2

Rjesenje. Zapisemo funkciju f kao f (z) = 22- ﬁ Sada je jasnije da moZemo koristiti

Leibnizovu formulu za n—tu derivaciju funkcije f te iz nje uvrStavanjem n = 8 dobiti
osmu derivaciju. Znamo da z? "prezivi" za k = 0,1,2 pa za n > 2 vrijedi

o) (2) = 22: (Z) ($2>(k) (1 i x)w—k)'

k=0

Znamo da s vjezbi da je za funkciju g (z) = n—ta derivacija dana s

ar+n
(=1)" nla™

(ax +b)" T

Uvrstavanjem n = 8 slijedi tvrdnja.

g™ (x) =

Sada je

11
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(b)
f(z)=znz, FO) (z) =7

Rjesenje. Ponovno koristimo Leibnizovu formulu. x "prezivi" za k =0,1 pazan > 1

e £ () = (g) () (lnz)™ + (?) () (tna) .

Znamo da je (Inz)’ = 1 pa je

Sada imamo

f(n) (x> - pn—1 : + n—1 - rn—1
pa je
5) (o (-1 (5-2)! 6
f (SU) - 75—1 - ?
(c)
J@=p— [P @=

Rjesenje. Ruéno trazimo derivacije. Vrijedi

Inz —1
!
xTr) = ——
[ (z) e
2—Inx
1
xr) = ————
/(@) rln®z
In’z — 6
1" _n"z—0
J7 @) = 22Intx
3 2
oy 2t g 12
x31n° z
£6) () = 2 (31n4;v +5In®z — 1561n2x —60Inz — 60)
z41n®z

12
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(d)

xT

f(z)= Vit 7 (z) =7

Rjesenje. Ruéno trazimo prvu i drugu derivaciju.
V1—zt— S (—4z3)
2
(vi—a)
J1 = 4 274
I A

fi@) =

1— 24
_ 14t
(1 —at)?
o A (1) - (1a?) 3 (1-ah)? (~40d)
(@) = TR
_ V1-—uat (423 (1 — 2*) + 62° (1 + z%))
B (1= at)?
_ 227 4+ 10x3
(1-at)

(e)
f(z) =z (sin(Inz) + cos (Inz)), ' (x) =?

Rjesenje.
f'(z) =sinlnx + coslnz + coslnz — sinlnz
=2coslnzx
Dakle, druga je derivacija jednaka

1" () =

2sinlnz
T

Zadatak 1.34.

(a) PokaZite da funkcija y = Cj cosz + Cysinz, gdje su C; i Oy realne konstante zadovo-
ljava diferencijalnu jednadzbu

Yy +y=0.
Rjesenje. Ratunamo ruéno prvu i drugu derivaciju te uvrsStavamo u danu diferencijalnu
jednadzbu.
y = —Cisinz + Cocosx
Yy’ = —Cicosx — Cosinw

te uvritavanjem imamo da diferencijalna jednadzba zaista vrijedi.

13
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(b) Pokazite da funkcija y = Cq chx+Cs shz, gdje su C; i Co realne konstante zadovoljava
diferencijalnu jednadzbu

y// —y = 0.
Rjesenje. Ratunamo ru¢no prvu i drugu derivaciju te uvrsStavamo u danu diferencijalnu
jednadzbu.

y = Cysha +Cycha
y" = Cycha + Cysha

te uvritavanjem imamo da diferencijalna jednadzba zaista vrijedi.

Zadatak 1.35. Dokazite Leibnizovu formulu. [Uputa: matemati¢kom indukcijom po
n € N]

Rjesenje. Dokazimo da baza indukcije vrijedi. Za n =1 imamo
(uo) = v'v +u = <1> w1 4 <1> u®y(10),
1 0

Pretpostavimo da za neki n € N i proizvoljne u, v vrijedi Leibnizova formula. Sada za n+1

vrijedi
/!
(uv) ™Y = ((UU)(n)>
n /
_ (Z) u(k)v("_k)> [pretpostavka indukcije]
k=
n /
_ Z Z) <u(k)v("_k)> [lineranost derivacijes]
k=0
> (u(k“)v(”_k) n u(k)v(n—k—i-l)) [derivacija produktal

iy
(e

I
M:

I
(]
o N e T

N\ (k+1), (n—k) — (n (), (n—k+1)
k)u v +kz_0 & u’v

k=0
n+1 n
_ n (k), (n—k+1) T\ (k), (n—k+1) L.
o 1>u v + Z <k>u v [pomicanje indeksal
k=1 k=0
= Dy 4 ™t 4 an << n ) + <n>> wk) py(n—k+1)
kE—1 k
k=1
. 1
=y Dy 4 D) 4 <n Z;_ >u(k)v("k+1) [Pascalova formula]

14
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Zadatak 1.36. Neka je f (x) = 3 shz. Odredite ™ (z).

Rjesenje. Koristimo se Leibnizovom formulom. 2? "prezivi" za k = 0,1,2,3 pa za n > 3
imamo
°\ (n (k)
(n) _ 3 h (n—k) .
@ =32 (1) 69 eha)

Dakle, vrijedi
™ (2) = 2% (sh2)™ + 3220 (sh) "™V +3n(n — 1)z (shx)" 2 +n(n—1) (n—2) (sha)"?

Znamo po tabli¢nim derivacijama da je n—ta derivacija sinusa hiperbolnog jednaka sh x ako
je n paran i chz ako je n neparan. Dakle, imamo dva slucaja.

f(n)( ) = a:sha:(xQ—i-?m(n—l))+nchx(3x2+(n—1)(n—2)), n=0 (mod 2)
= nshz (322 + (n—1)(n—2)) +zchz (22 4+3n(n—1)), n=1 (mod 2)

Zadatak 1.37. Neka je f (z) = 5&=. Odredite /") (z).

Rjesenje. Vidimo da se radi o primjeni Leibnizove formule. z "prezivi" za k = 0,1 pa
za n > 1 imamo

Racunamo dalje:

((1 +$)_%>(n)

|
/I\
W —
N~
/’T‘\
W =
|
[a—y
N
/’r\
W —
|
[N}
N—
/T\
W =
|
3
|
=
N~
—
+
8
N~—
J
3

Dakle, konac¢no rjeSenje jest

(=)™ (5 — 2n)!M!
3n—1

~3--1)

(1" (3 =2t |

3 —i—x)_%_"—&-n

()= (1+2)
Zadatak 1.38. Neka je y (z) = arcsinz. Odredite y™ (0). [Uputa: (1 —22)y" = zy'.]

Rjesenje. Uzimanjem n — 2 derivacije gornje diferencijalne jednakosti dobivamo sljedeéi
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niz jednakosti:

(1 _ x?) y// _ :L‘y, /(n—2)

= /n-2 (k) < /n-2
E : 2 n—k § : k), (n—k—1
k=0 k=0

2(n—2)(n—3)

2 y" 2 = 2y 4 (n - 2) y"7?)

(1= 22) 4™ + (n = 2) (~20) y "V -

pri ¢emu zadnja tvrdnja vrijedi jer 1 — z? prezivi za k = 0,1,2 a  prezivi za k = 0, 1.
Uvrstavanjem x = 0 dobivamo

Y™ (0) = (n—2)?y?

§to vrijedi za n > 4. Rastavimo na dva slu¢aja: kada je n paran i kada je n neparan.

e n=2%-—1
y D (0) = (2k = 3)° ¥ (0)
(2k = 3)* (2k = 5)°y**) (0)
= (2k —3)%* (2k — 5)2...3%®) (0)
= (2k —3)? (2k —5)?...3%12
o n =2k

y ) (0) = (2k — 2)* y2) (0)
(2k — 2)* (2k — 4)* y =) (0)

2k — 2)% (2k — 4)%... 2% (0)
=0

Zadatak 1.39. Neka je y (z) = cos(3arcsinz). Odredite y™ (0). [Uputa: (1 —2?)y" —
xy' + 9y = 0]

Rjesenje. 1z gornje diferencijalne jednakosti koriste¢i Leibnizovu formulu dobivamo

(1—2¥)y" —ay +9y=0 /"2

n—2 n—2
<n ; 2) (1—2?)® g0 | 3 <n ; 2) (—a)®) k=) | gy (n-2) _ g

16
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Uzimajuéi u obzir da ¢lan x "prezivi" za k = 0,1 te 1 — x? "prezivi" za k = 0,1,2 i
uvrStavajuéi ¢ = 0 imamo

y™(0) = (n+1) (n = 5)y" 2 (0).

Rastavimo na dva slucaja: kada je n paran i kada je n neparan.

e n=2%k-—1
y 1 (0) = 2k (2k — 6) y ) (0)
= 2k (2k — 6) (2k — 2) (2k — 8) y%~%) (0)
= 2k (2k — 6) (2k — 2) (2k — 8) ...y (0)
=0
o n =2k

=(2k+1)(2k—5)(2k—1) 2k —=7)...y® (0)

= (2k+1)(2k—5)(2k—1) (2k —7)...9- 4% (0)

= (2k4+1)(2k—5)(2k—1)(2k —7)...9-4-7 -1y (0)

= (2k4+1)(2k—5)(2k—1)(2k—7)...9-4-7-1-5-(=1)y? (0)
= (2k4+1)(2k—5)(2k—1)(2k—7)...9-4-7-1-5-(=1) - (=9)
= (2k+1)(2k—-5)(2k—1)(2k—7)...9-4-7-1-5-3-3

)
3 (2k + 1) (2k — 5)!!

Zadatak 1.40. Izracunajte f109 (0) i f(101 (0) ako je funkcija f zadana formulom.

(a)
f(z) = (zsin2z)®

Rjesenje. Imamo f (z) = 2® (sin® 2z) . Po Leibnizovoj formuli imamo

" () = Zn: <Z> (xg)(k) (sin3 2x) (n=k)

k=0

17
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Zelimo izradunati (sin3 2:1:)” . Preko formula za dvostruke kuteve itd. imamo

) (n)

(sin3 2z

3sin 2z — sin 6$) ()
4

( (sin 22)™ — (sin 637)("))
(3 2" sin (23; + 7) — 6" sin (6x + %))

.on—2 (sin (236 + %) — 3" lgin (69: + %))

w n-lk\'—‘i-lk\'—‘/_\

Kad uzmemo u obzir da 3 iz Leibnizove formule "prezivi" za k = 0, 1,2, 3 te uvrita-
vanjem z = (0, imamo

f(n) 0)=n(n-1)(n-2)-3- n=>5 (sin (71_23)” _gn—dgip (72_43)”)

-3
=3.2"%.n(n—1)(n—2) (1-3"% sin(n2)7T
iz Cega uvrstavanjem n = 100 i n = 101 te uzimavsi u obzir da je sin M =1 te
. (101-3)7 _ A
sin *———= = 0 imamo

FO9) (0) =3-2% .100-99 - 98 - (1 — 3%)
F(0) =o.

f(x) = Arshx
Rjesenje. Zelimo pronaci neku diferencijalnu jednadzbu za ovu funkciju. Deriviranjem

imamo
/ 1 " x

Y= —F— y ==
V14 22 (14 22)2
iz Cega je ocita diferencijalna jednadzba dana s
(1+2%)y" = —ay.

Uzimanjem n — 2 derivacije po Leibnizu za n > 2 imamo

2 n—9 (k) 22
3 ( . ) (1+a?) Py =% ( N > (=) =k,
k=0 k=0

Deriviranjem funkcija te uvr§tavanjem x = 0 krate se svi sumandi koji imaju x za
faktor pa nam preostaje

¥ (0) =~ (1 -2y 0).

18
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Odmah vidimo da ¢e stota derivacija u toc¢ki 0 biti jednaka 0 jer, iteriranjem gornje
jednakosti do¢i ¢emo do n = 2, a direktnim uvrStavanjem imamo da je y” (0) = 0.
Tada ¢e i ¢itav produkt biti jednak 0. Za stoprvu derivaciju imamo

y1OD (0) = =992y (0) = 992972y (0) = - .- = —99297% ... 3% = (99!1)? .

3z —1
f(x)_xz—Qx—S

Rjesenje. Rastavimo funkciju na parcijalne razlomke. Imamo

2 n 1
r—3 x+1

flx) =
pri ¢emu sada imamo dvije poznate n—te derivacije. Vrijedi

(—1)"n! (—1)"n!

() (1) — 2. .
f ( ) 2 ($—3)n+1 (I+1)n+1

Sada uvrstavanjem n = 100, = 0 te n = 101, 2 = 0 dobivamo konac¢na rjesenja:

100 100
00y oo (=D1000 (1)1 1000 2
f( )(0) =2. (_3)101 + 1101 = 100' 1_W y

t.

101 101
o1 (1) 1011 (—1)* 101! 2
FU(0) =2 Gy om0 (g )

Autori nisu bili uspjesni pri rjeSavanju ovog zadatka metodama kolegija MA2. Ako
uspijete rijediti, molimo Vas da nam se javite s rjeSenjem na jedan od mailova navedenih
u uvodu.

f @) ={/(1 - 22)*

Rjesenge. ZapiSemo li ovu funkciju kao f (z) = (1 — 2z)
s ovakvim derivacijama. Vrijedi

2 . ) .
3 vidimo da smo se veé¢ susreli

tj. koristec¢i ! notaciju imamo

2 (3n — 5) (1~ 22)5 "

) (@) = T

19
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pa uvrstavanjem n = 100,z = 0 i n = 101,z = 0 dobivamo

2101 . 9295111
100
F109 (0) = — 3w
100
=-2. (g) 295111
tj.

2102 2981

101 _
FU0) = -5

92 101
=—2.(2) 208l
(5)

Zadatak 1.41. Neka je f (z) = ™. Dokazite

LW,

1! 2! a2

f)+

Rjesenje. Po binomnom teoremu vrijedi

Zn: (Z) A"k = (a+b)",

k=0
pa je

2":(1+1)”:i<2>.

k=0

No, po definiciji funkcije f vidimo da je gornji izraz, zadan u zadatku, jednak

e () () )

¢ime je tvrdnja dokazana.

Zadatak 1.42. Funkcija P : R — R zadana je formulom
(2006)
P(z)= e (e_x2> .

Dokazite da je P polinom, odredite mu stupanj i vodeéi koeficijent.
Rjesenge. Zelimo naci polinom P, (z) za koji bi vrijedilo

P, (z) = e’ (e*wz)(n) ,  Vn € Np.

20
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To je ekvivalentno s uvjetom

tj. deriviranjem dobijemo

2

(e_xQ)(nJrl) = [P} (z) — 22P, (z)] e ™.
Uodimo da je, jer je P, polinom, tada je i P — 2z P, polinom.
Za svaki n € Ny postoji polinom P, oblika
Py (z) = (-2)" 2" + ap_12™ '+ -+ a1z +ag

takav da vrijedi

(0)
Dokaz. Indukcijom po n € N. Vrijedi (er) (e‘x2) = 1. Dakle, Py () = 1. Uocimo da

ovaj polinom doista ima dobar oblik, vodeéi koeficijent je (—2)0 = 1, a stupanj je n = 0.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N, tj. da postoji polinom
Py (z) = (=2)" 2" 4+ ap_12" 1+ 4+ a1 + ag

takav da vrijedi
Treba dokazati da je izraz

polinom oblika
(_2)n+1 xn+1 + bnxn NN bl.%' + bO-

Iz pretpostavke indukcije slijedi

Postavimo P11 = P! (z) — 22 P, (z) . Dakle, vrijedi
(n+1)
Py (z) = e (eiﬂCQ) .
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Uistinu, dobili smo polinom. Za taj polinom vrijedi

deg (P (z)) =n—1
deg (2zP, (xz))=n+1

pa je deg (Pp11(x)) = max{n —1,n+ 1} = n + 1. Vodeéem koeficijentu doprinosi samo
—2zP, (x), 1 to je onda

—22 ((=2)" 2" + ap—12™ '+ a1z +ag) = (=2)" "t 2, ya™ 4 - — 20122 — 2a0

Dakle, tvrdnja vrijedi. UvrStavanjem n = 2006 slijedi tvrdnja zadatka te je stupanj poli-
noma 2006, a vodedi koeficijent je (—2)20% = 22006,

Zadatak 1.43. Dokazite da za svaki n € N i svaku n puta derivabilnu funkciju f vri-

jedi jednakost
ey (N (D" o (1
<ZC / <x - gt / z)’

[Uputa: matematickom indukcijom po n € N.|

oo (2) = 2" f (1) |

o= C1 o (1)

Rjesenje. Definiramo

Tada preostaje dokazati

X

Indukcijom po n. Za n = 1 imamo

pa baza indukcije vrijedi. Prepostavimo da za neki n € N vrijedi

n D" o (1
97(131 (z) = (:Jc"+)1f( ) (x)

gr(zn+1) (l‘) _ (xn)—‘er(n—&-l) <> )

X

Treba dokazati
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Iz definicije od g, imamo g, (x) = xg,—1 (x) . Dakle, vrijedi

(n+1)

gl )y

() = (2gn—1 (2

= 2" (@) + (n+ 1) g1, (2)

—o (o @) )+ 00+ D4 @

(S0 (4)) ey e (1)
:am1ylkn:Qx—wﬂf@0<i>+x—m4f“H4><i>.(x—ﬂ}4oz+1)t;?:
_ (—;L);H D (i)

Dakle, tvrdnja vrijedi.
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1.4 Tangenta i normala

Zadatak 1.54. Nadite sve pravce koji prolaze kroz ishodiste i sijeku hiperbolu zy = a® pod
pravim kutem.

Rjesenje. Za takav pravac mora vrijediti da je (0,0) na tom pravcu. Vrijedi

xr _(12 i
y= dzx
y+axy =0
/ -y
Yy =—
o

Dakle, takvi pravci su svi pravei oblika y — yo = %(aj — ), tj. uvrstavanjem (0,0) dobi-
vamo 32 = x2. Takoder, kako je a? pozitivan broj, mora i zy biti pozitivan, a to ¢e vrijediti
<~ x>0,y >0ili z < 0,y < 0, dakle u prvom i treéem kvadrantu. Dakle, trazeni je
pravac zapravo oblika y = x.

Zadatak 1.55. Zadana je krivulja
r—4

T r—2

Pokazite da su tangente na tu krivulju u to¢kama presjeka s koordinatnim osima paralelne.

Y

Rjesenge. Tocke presjeka s koordinatnim osima su one gdje je x = 0 ili y = 0. Presjek
ove krivulje s y osi je totka (0,2), a s x osi tocka (4,0). Derivacija ove funkcije je
yo 2
(z— 2

pa uvritavanjem « = 0 i 2 = 4 dobivamo isti koeficijent smjera za obje tangente, jednak 1,
sto znaci da su tangente paralelne.

Zadatak 1.56. Odredite opéenitu formulu za jednadzbu tangente na krivulju implicitno
zadanu s
(z — 960)2 (y — y0)2
a? * b2
Rjesenje. Pronadimo tangentu u tocki (A, B). Derivirajmo ovu implicitno zadanu krivulju
da bismo odredili koeficijent smjera.

=1

(x—$0)2+(y—yo)2:1 i
a? b2 dx
2(x—=z0) | 2y (y— o)
a? + b2 =0

24



Rjesenja zadataka iz MA2 Ivan Cori¢, Paula Horvat

Tada je jednadzba tangente u tocki (A, B) dana formulom

Zadatak 1.57. Odredite sve vrijednosti parametra b € R za koje je pravac y = x + b
tangenta krivulje

oz
YT oy
Rjesenje. Odredimo tangentu na ovu krivulju u nekoj tocki (a,y (a)). Imamo
o4
(z +4)

pa je tangenta u tocki (a,y (a)) dana formulom

a 4
_a+4:(a+®2@_a)

4 4a a

Y (a+4)?  (a+4)° a+4

Y

Iz Cinjenice da je koeficijent smjera pravca zadanog u zadatku 1 zakljuCujemo da mora
vrijediti
4 —
(a+4)°
(a+4)? =4
a’+8a+16 =4
a*+8a+12=0
iz ¢ega dobivamo vrijednosti parametra a = —6 i a = —2. Takoder, moraju se poklapati i
odsjeCci na osi y tangente iz zadatka i tangente koju smo dobili u proizvoljnoj to¢ki pa mora
vrijediti
—4a n a
(a+4) a+4

iz Cega dobivamo da parametar b moze biti ili 1 ili 9.
Zadatak 1.58. Na krivuljiy = ﬁ nadite tocku u kojoj je tangenta paralelna s osi apscisa.

Rjesenge. "Jednadzba" z osi jest y = 0, Sto znadi da je koeficijent smjera jednak 0. Dakle,
ideja je za nasu krivulju y naci tangentu u proizvoljnoj tocki (a,y (a)) te provjeriti za koji
a € R se dobije da je koeficijent smjera te tangente jednak 0. Deriviramo krivulju i dobijemo
, —2x
y=—5.
(1+22)”
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Tangenta je sada oblika
1 2a ( )
- =— r—a
YTt a (14 a?)?

pa izjednacavanjem koeficijenta smjera s 0 dobivamo a = 0. Dakle, toc¢ka na krivulji y u
kojoj je tangenta paralelna s osi apscisa jest (0,1).

Zadatak 1.59. Pokazite da se krivulje familija

y2 = 44’ — daz, a>0
y? = 4b° + 4bz, b>0

sijeku pod pravim kutem.

Rjesenje. Pronadimo tocke presjeka ovih dviju krivulja.

4a® — dax = 4b* + 4bx

a’ —ar = b> + bz

br + ax = a® — b?
a? — b2
- a+b

=a—b

Dakle, tocka presjeka ima z koordinatu a — b, a y koordinatu dobit éemo uvrStavanjem
x =0b—a u jednu od dviju jednadzbi.

y? (b—a) = 4a® — 4a (b — a) = 4ab

Dakle, tocka presjeka jest (a —b,2v ab) . Ra¢unanjem derivacija obje krivulje dobijemo
y = _72“ za prvu te y = %b za drugu. UvrStavanjem y = 2v/ab dobivamo 3y’ (a — b) =

te v (a—b) = \/% te mnozenjem ova dva koeficijenta smjera tangenti dobivamo

—a

Vab

—a b _ _ab_
Vab vVab ab

pa zaklju¢ujemo da se krivulje sijeku pod pravim kutem.

-1

)

Zadatak 1.60. Pokazite da parabola
y=a(rx—mx)(r—x2), a#0,21 < x2

presijeca os apscisa u dvije toc¢ke pod jednakim kutem.

26



Rjesenja zadataka iz MA2 Ivan Cori¢, Paula Horvat

Rjesenje. Tocke presijeka su (z1,0) te (x2,0). Vrijedi

y=a(x—x)(zr—x2) %

Yy =a(x—1x2)+a(zr—x)
Vrijedi ' (z1) = a (z1 — 2) te 3 (x2) = a (2 — x1) pa imamo
p1 = arctg |a (1 — z2)| = arctg |a (x2 — x1)| = P2

pa su kutevi jednaki.

Zadatak 1.61. Pod kojim se kutem sijeku krivulje?
(a)

y = 22 i z =1y>

4

Rjesenje. Tocke presjeka ove dvije krivulje dobijemo iz 4% = 2%, 2 = y? pa imamo

x = 2*. Dakle, to¢ke presjeka su (0,0) i (1,1). Deriviranjem ovih jednakosti dobivamo

y1 =2
i

y’—1

2 2)

41 (0)=0,55(0) =3

1
— 5 1
= arctg | ——2—| = arctg |-
7 #1502 g‘?'
o i () =2,45(1) =3
_1
= arct 2 = arctg |—
(b)
y=sinz i Y = COST

Rjesenje. Tocke presjeka su one gdje je sinx = cosx, tj. svi x—evi takvi da je

.T)EU{%—FIWT}.

kEZ
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Znamo da je derivacija sinusa kosinus, a derivacija kosinusa — sinus, a vrijednost
derivacija tih dviju funkcija u ve¢ navedenim x—evima presjeka jest

2
Yy (z) = cosx = £

2

te

, | NG

yQ(w):—smx:—T.
Dakle, tada je kut jednak

E NG
—eg| 2| gyl
% arcg1+\é§<_\é§> arctg

Zadatak 1.62. Uz koje uvjete na koeficijente a, b, c € R je os apscisa tangenta na krivulju
y = ax® + bx + c?

Rjesenje. Os apscisa ima "jednadzbu" y = 0. Taj ¢e pravac biti tangenta na trazenu para-
bolu ako i samo ako ta parabola ima jednu nultocku, te ¢e os apscisa biti tangenta na to
tocku. Znamo da parabola ima jednu nultocku ako i samo ako joj je diskriminanta jednaka
nuli. Dakle, mora vrijediti b — 4ac = 0, tj. b* = 4ac.

Zadatak 1.63. Nadite pravac koji je tangenta na krivulju
flz)=2*—223 322 +50+6
u barem dvije tocke.

Rjesenje. Uzmimo dvije tocke na ovoj krivulji: A = (a, f (a)) i B = (b, f (b)) . Provucimo
tangente kroz te dvije toCke. One ée biti jednake

ti...y—f(a)=f(a)(z—a) = y=[f(a)x+ f(a) —af (a)
ta..y—fO)=f () (x—-b) = y=[f(b)z+f(b)—0bf (b)

To ¢e biti pravei s koeficijentima smjera f/ (a) i f’ (b) i odsjec¢cima na osi y f (a) — af’ (a)
i f(b)—bf (b). Dva pravca su jednaka ako i samo ako su im jednaki odsjecci na osi y i
koeficijenti smjera pa, uzimavsi u obzir da je f’ (x) = 42® — 622 — 62 + 5, dobivamo sustav
4a® — 6a® — 6a +5=4b> — 6b* — 6b+ 5
—3a* +4a® + 3a® + 6 = —3b* + 4b° + 3b? + 6
iz ¢ega dobivamo da je jedino rjesenje gdje je a # b jednako a = 2,b = —1. Tada je tangenta

dana s
y=z+2.
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Kako su totke (—1,1) i (2,4) lokalni minimumi ove funkcije, a vrijedi

lim f(z) = +oo,

r—300
slijedi da nece postojati niti jedan par tocaka osim (a,b) = (2, —1) sa traZenim svojstvom.
Zadatak 1.64. Dana je krivulja y = zes .

(a) Nadite jednadzbi tangente na tu krivulju u tocki s apscisom a > 0.

Rjesenge. Vrijedi y (a) = aes. Derivacija ove funkcije jest

Y (z) = b <1—;>.

Tada je jednadZba tangente jednaka

(b) Sto se dogada s tangentom kada a — +00?

Rjesenje. Vrijedi

1
lim y= lim (ecll <1—>x+ei> =z41
a—+00 a—+00 a
Dakle, kad a — +oo tada tangenta tezi obliku y = x 4 1.

Zadatak 1.65. Nadite zajednicke tangente na krivulje

y+a’=—4
z? + y2 =4.
Rjesenge. Definirajmo funkcije f (z) = —4—2%1 g (z) = V4 — 22. Neka je Dy = (a, —4 — a?)
toc¢ka diralista tangente i funkcije f, a Dy = (b, V4 — b2> toc¢ka diralista tangente i funkcije

g. Derivacije funkcija su o¢ito f/ (x) = —2z te ¢’ (x) = —\/ﬁ. Provlacenjem tangente kroz
tocku Dy i Do za odgovarajuée funkcije dobijemo

tr...y=f(a)(x —a)+ f(a)
ta..y =g (b)(x—b)+g(b)
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Kako bi ta tangenta lezala na obje funkcije, trebaju se podudarati koeficijenti smjerova i
odsjecci na osi y obje tangente. Dakle, imamo sustav

f'(a)=4g'(b)

Uvrstavanjem a i b i rjefavanjem sustava dobivamo

b
2v4 — b?
a? —4=+/4—-b2+

b2
Nz

iz Cega dobivamo rjesenja

aio = =+ 2(6+\/£), b1,2=i<4\/§7_16> 2(6+\/ﬁ).

Dakle, trazene su tangente oblika

t...y+2(8+\/§) :iQ\/m<xi 2(6+\/£)>.

Zadatak 1.66. Odredite kut pod kojim se krivulje

y2—3$2+m—|—120
zy? —1=0

sijeku u prvom kvadrantu.

Rjesenje. Odredimo prvo u kojoj tocki se te dvije krivulje sijeku. Iz jednadzbe druge
krivule imamo =z = y% pa uvrstavanjem u jednadzbu prve krivulje imamo

1\?2 1
2
y —3<> +=+1=0
y? y?
3 1
2
Y-S+ = +1=0
yt o y?

Wyt +y +3=0
(y+1)(y—1)(y"+24°+3) =0

iz Cega slijedi da se krivulje sijeku u dvije tocke, te da jedna tocka presjeka za y koordinatu
ima —1, a druga 1. No, kako je uvjet zadatka sjeciste u prvom kvadrantu, gledamo rjesenje
y = 1 te lako dobijemo da je tocka presjeka (1,1). Deriviranjem ovih dvaju funkcija i
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uvr§tavanjem x = y = 1 dobivamo da su koeficijenti smjera tangenti u tocki (1,1) na svaku
krivulju jednaki

6x — 1 5
! e e ! 1 = —
Y1 % vy (1) D)
/ —Y / 1
= ]_ = ——
Y2 o ya (1) )

5,1
213
I

Uvrstavanjem u formulu dobivamo da je kut jednak ¢ = arctg

1 = arctg 12.
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1.5 L’Hopitalovo pravilo

Zadatak 1.71. Izracunajte.
(a)

. Inx
lim
z—0 ctgx

Rjesenje. Bitno je napomenuti da se ovdje radi o jednostranom limesu - nema smisla
promatrati limes kad x — 0— jer je domena prirodnog logaritma = > 0.

. Inx o0\ L°'H . sin? z 0

lim = < ) = — lim - =

z—0+ ctgx 00 =0+ T 0
LH lim 2sinxcosx —0

z—0+ 1

ot =2t — 42
lim
r—2 .1‘3—71‘—1'6

Rjesenje.

32 —4r—1 3
0 lim =

fimy iy 3527 5

133*21‘2*"E+2_ 0 L’H
=2 3 —Tr+6 B

. chzx—-1
lim ——
z—01 —cosx
Rjesenge.

. chx—-1 O\rvua.. shz O\rva.. chx
Iim — = = lim — =(=)] = lim =1
z—01 — cosx 0 z—0 sin x 0 z—0 COS T

(d)

lim (1 — t
xl_r)%( cosx)ctgx

Rjesenje.

1- 0\
lim (1 — cosx) ctgz = lim L <) "I im sinz cos? 2 = 0
z—0 z—0 tgx 0 z—0
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Zadatak 1.72. Izracunajte.

(a)

Rjesenje.
. T 1 o ozlhhr—z+1 0\ oo .. Inx
lim —— | =lm——F——— = - | = lim -
a1 \z—1 Inz a—1 Inz(z—1) 0 e—1 =2 4 Ingx
0\ rH.. x? 1
=|=] = lim = —
0 =112+ 2
(b) 3
hm :[;4+(lnz
x—0
Rjesenge. Definirajmo y (z) = ¢ 17 , Sada imamo
3lnzx
1 = .
ny () 4+1Inzx
lim Iny (z) = I 3lnzx (oo>Lv . % 3
1m Iin = 11m fd S — 1m = =
z—0 yr z—=04+1nx o0 z—0 %
Sada je zbog neprekidnosti
lim 1
lim y () = lim €Y@ = a0 ) _ o,
z—0 z—0
()
. Inz
x—1>I—&I-loo {L/E
Rjesenje.
. Inz 0O\ L'H .. . : n
lim = (—) = lim — = lim ——— =0
T—>+00 {‘/5 00 T—+00 l$;— z—+o0 . <$%71>
n
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(d)

. In" z
lim
Tr—+00 X
Rjesenje.
—1
y In" (00)1; I nin® "z 1 nln" 1z <00)
im =(— ) = lim = lim =—
T——+00 X o0 T——+00 T——+00 X 0
(n—l)ln"_2x
L’ . z
= lim
T—r—+00

Zadatak 1.73. Izracunajte.
(a)

1 xT
lim (cos >
r——+00 €T

Rjesenge. Definirajmo y (z) = (cos %)x Sada imamo

1
Iny(z)=x1In (cos x>

1 1 2
lim Iny(z)= lim zln (COS) = lim w

T—r+400 T—-+00 x T—r+00 =

_ain L
= <0) H i smlx =0

0 Tz—+00 COS -

xT

Sada zbog neprekidnosti imamo

lim Iny(z)

lim y(z)= lim ™Y@ = geoo =l =1.
T—+400 T—>+400
(b)
lim (sin z)"®®
z—0

Rjesenje. Definirajmo y (z) = (sinz)"™®” . Sada imamo

Iny(z) =tgxlnsinx
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: . . . Insinzx 00
limIny (z) = lim tgz lnsinz = lim = (—)
z—0 z—0 z—0 ctgx %}
L'H CF)SI‘
= lim 4"~ = lim —sinxcosz = 0
=0 ——= x—0
sim- x
Sada zbog neprekidnosti imamo
lim In
lim y (z) = lim e™¥(®) = ez-0 Y@ 0,
z—0 z—0
() ,
lim z + sin 2z
z—0 xr —sinx
Rjesenje.
. T +sin2z O\vu.. 1+2cos2x
lm ——— == ) = lim —— =+
z—0 xr —sinx 0 z—0 1 —coszx
(d)
. Inz
lim —
z—1 sin7x
Rjesenje.
. Inx O\LH,. 2 1 1
lim — =(=] = lim = = ——
z—1sin T 0 z—1 TCOSTL  TCOST T
Zadatak 1.74. Izra¢unajte.
(a)
lim z + arctg x
z—+oo 13 + 22 4+ 1
Rjesenge.
. T + arctgx oo\ 'H .. 2 +2
lim ————— = (—) = lim
a—+too 13 + 22 + 1 00 z—too (1 4+ 22) (322 + 2z + 1)

. 2+ 2

lim
ztoo Jxt + 223 + 422 + 22+ 1
BER 2

= lim
00 z=—+o0 1223 4 622 + Sx + 2

0O\ L'H .. 2
- (7> Moy
00 z=>+oo 3622 + 122 + 8
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. arcsinvsinz
llm ———
=0 2z — x?
1 ST

1
\/1_(m)2 " oVsing co

. arcsiny/sinz 0\ vu ..
I — = o2 \0) lim —2a12
T— — r—
2w —w War—o?
____cosz
— lim 2vsinzy/1—sinx — lim \/mCOS$
= e T
z—0 z—0 \/_— _
m Qm 1 Sinx (1 .'L')
1 . . 1 V22— x?
-lim cosz - lim —— - lim -
z—0+4/1 —sinx z—0 \/@
(7

- lim
z—=01—x z—0
1
1

(b)

Rjesenje.

1

Racunamo nepoznati limes.
. \/2x—:132 |22 — a2
xHO sinx

lim ———
Vsinz
(2—2)

z—0
= lim
x—0 sin x

— V2

1 V2
Z01-1-1-v/2=2Z,
2 V2 2

Konaé¢ni limes jednak je

lim (7 — ) tg§

()
T—T
Rjesenge.
T T—x 0\ g =1 9T
lim (7 — z)tg — = lim == :lim%:Zlimsinf:2
T—T 2 T—T Ctg 0 =T — T—T 2
2 25sin? 3
@ 2
i In(l1+z)—- %+
T—+00 et —cosx
Rjesenge.
. (I42)—% 4z /e o e () - T e
im = lim
z—r+00 er —cosx /:e* z—+00 1 —cosze™®
lim (e *ln(l4z))— lim (””26 I) + lim (ze™®)
_ T—+00 T—+00 T—+00
lim (1 — cosze™?)
T—+00
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Racunamo limese brojnika i nazivnika redom.

) 1
lim ze ™™ = lim T (§> H jm — = 0
T—+00 r—+o0o et o0 T—+o00 T
. x2e® 1 .. 2 ocoNrul .. 2 ool .. 2
lim = — lim —:( ):71 ——(—):fhm — =0
=400 2 2 z—+o00 % 00 2 z—+o00 €T 00 2 x—+oo %
lim (1 — cos xe_x) =1— lim cosze *=1— lim cosz lm e *=1
T——+00 r—+00 T—~400 T——+00
In (1 » 4 1
lim In(l+z) (@) oy Y2 oy
z—-+o00 e 00 z—+oo €% z—+oo e* (1 + x)
Sad je kona¢ni limes jednak
0-0+0 0
. =0.

Zadatak 1.75. Moze li se primijeniti L’Hépitalovo pravilo na

~ 22sin %
im ——2%7
z—0 SInx

Izracunajte gornji limes.

Rjesenje. Dajemo dva nacina rjeSavanja ovog limesa.

e teorem o sendvitu

22 sin %
0 - < ‘ - l“ —0
sinx sinx
pa je dani limes jednak 0.
e tabli¢ni limesi
~ 22%sin % _sin % . 1
lim — = lim T lim — =
z—0 sInx z—0 < z—0 SH;“?
0 1

pa je dani limes jednak 0.

Limes se ne moze izra¢unati L’Hospitalovim pravilom jer limes

. 2xsin % — CcoS %
im
z—0 cos T
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ne postoji. Naime, za nizove

(2n) L o
Tp), = ——
4 2k
1
- 50
W = G )7
vrijedi cos (z,,) = 0, a cos (y,) = —1, pa vrijednosti limesa za ta dva niza nece biti jednaka.

Zadatak 1.76. Izracunajte.

(a)

. < 1 1 >
lim , -
z—=0 \zsinx =z

Rjesenge.

. 1 1 . x —sinx 0\ g.. 1 —cosx
lim - -] = lim —5-——=|~) = lim - 3
z—=0 \rsinx z—0 x*sinx 0 z—0 2xsinx + x*cosx

0\ vH.. sinx
= = lm " 5
0 z—02sinx + 2xrcosx — x*sinx + 2z cosx

CoS T 1

— (V) 4 iy =
0 z—06cosz —6zsinx + x2cosz 6

R e
lim (5 — arctg a?)

r——+00

1
Rjesenje. Definirajmo y (z) = (% — arctg a:) nz  Tada imamo

In (g — arctg :c)

Iny(x) = o

—1
(1+22) ( 5 —arctg :1:)

In (5 — arctgz ’
lim Iny(z)= lim (3 87) = <§> " i i
T—+00 r—+00 Inx o0 T—+00 b
. x 00\ L'H . 1
= — lim = (—) = — lim
z—+oo (1 4+ 22) (§ — arctgz) 00 e—+oo 2z (5 — arctgx) — 1
_ 1
xEr—J,I-loo (2x (% — arctg x) — 1)
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Racunamo nepoznati limes u nazivniku.

T —arct 0
lim 2J:<§—arctg:1:)—1: lim 2a1rcgw_1:<>

z—+00 T—+400 2
LH . 222 /a2
= lim ———5 -1
a—too 122 [z

= lim =-1
T—+o00 = + ]_
$
Sada zbog neprekidnosti imamo
lim y(e)= lim V@ = 5P _ 1 1
z—+00 T—+00 e
()
lim 1+22In A
T—+00 r+1
Rjesenje.
I 14 22In - I (V ‘”ejl_x)( 1+$2ln;+$1+x>
im ?In———z | = lim
T—+00 rx+1 T—+00 < 1+ +1 + Hf)
. 1—|—aj2lnm€f1 w2 iz
T—+00 /1+x21n ez1+x / T
z+1 -

= lim

H+°°,/12+lnef‘+1
1 1
= lim - lim (—Fxln%l—x)
r—+00 /I%_i_lnmig_gl_i_l r—+4o00 \ I T +

Racunamo limes nazivnika prvog faktora. Koristimo se neprekidnosti korijena i loga-
ritma.

. 1 ex . 1 ex
lim — +1In +1] = lim —+In lim +1
T——+00 T2 r+1 2400 L2 z—4oo x4+ 1
=+VIne+1

=2
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Racunamo limes drugog faktora.

Il
B
N
8
E
8
+
—
|
8
N————

. 1 ex .
lim [—+2xln —x
z—+oo \ T x+1 T—+00

= lim g1
r—r+00 1
X
e
_ 0 LH o e(et])
0 z—+00 —%
= — i = —1

Konac¢ni limes jednak je

Rjesenje.

1 1
lim (w—x21n<1—|—)>: lim x(l—xln(l—l—))
T—+00 €T T—>+00 T

1—xln(1+%)

= lim T
T—r+00 =
xT
1 1
B <0> Lg{_(ln(“r;) —m)
o =
1 1
— —1In(1+
— _ lim 1+x 1( x)
Tr—r—+00 ==
X
0 . 2
_ <> L:H_ lim x(x_—i—Ql)
0 T—r+00 pc
. 3
= — lim
z—+too —2x (22 4 2z + 1)
) a3 1
=— lim ==

z—o4o00 —213 —4x2 —2x 2
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1.6 Neprekidnost i derivabilnost

Zadatak 1.87. Odredite A € R takav da funkcija f: R — R

1—22, <0
142, x>0

bude neprekidna. Je li f diferencijabilna?

Rjesenge. f je trivijalno neprekidna na x < 0 i x > 0 kao zbroj/razlika polinoma. Pro-
vjerimo je li neprekidna u x = 0.

lim f(z)= lim (1-2%) =1

z—0— z—0—
li =1 1 =1

Kako bi f bila neprekidna u tocki 0 limesi s lijeva i zdesna u tocki z = 0 i funkcijska vrijednost
moraju se poklapati pa mora vrijediti A = 1. Takoder, funkcija je trivijalno diferencijabilna,
na xz < 01iz > 0 kao zbroj/razlika polinoma. Vrijedi f/'(z) = -2z naz <01i f'(x) =1 na
x > 0. Provjerimo je li diferencijabilna u x = 0.

i @ =FO) L
z—0— z—0 z—0—

lim M - lim 1=
z—0+ z—0 z—0+

Vidimo da se limesi slijeva i zdesna ne poklapaju po vrijednosti pa funkcija po definiciji nije
diferencijabilna u = = 0.

Zadatak 1.88. Ispitajte neprekidnost i derivabilnost funkcije f definirane s

f@ﬂ:{M_& <3

2 —2x+1, z>3

Jeli f € CH(R)?

Rjesenje. f je trivijalno neprekidna i diferencijabilna na * < 3 i x > 3 kao polinom.
Provjerimo prvo je li f neprekidna u z = 3.

lim f(z)= lim (4o —-8) =4

r—3— r—3—
li = i 2_2241)=4
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Vidimo da se limesi slijeva i zdesna i funkcijska vrijednost u to¢ki x = 3 poklapaju pa je f
neprekidna u « = 3. Provjerimo sada derivabilnost u x = 3.

i L@ =SG) g Arm 12,
r—3— T —3 z—=3— 1 — 3

_ 2 _ _
i J@ @) @203
r—3+ z—3 T—3+ z—3

Limesi slijeva i zdesna se poklapaju pa derivacija u tocki x = 3 po definiciji postoji i jednaka
je 4. Tada je funkcija f’ definirana s

4 r<3
"(2)=<" =
/(@) {237—2 r >3

f je kao polinom /konstanta neprekidna na < 3 i > 3, pa provjeravamo je li neprekidna
uzx=3.

lim f'(z) =4

T—3—

li ! = 1li 2r —2) =4
A S )=l Gom2)

Limesi slijeva i zdesna i funkcijska vrijednost se poklapaju pa je f’ neprekidna na R. Dakle,
f je doista C! (R).

Zadatak 1.89. Ispitajte neprekidnost funkcije f definirane na x > —1 formulom
Vae+1—1
e x#0
fx) = { !

1 P
bR r=0

U kojim toc¢kama je f derivabilna, a u kojim neprekidno derivabilna?

Rjesenje. OcCito je jedino upitna neprekidnost u = 0. Ra¢unamo

ve+1-—1 0\ ou I 1 1
—_—mm —_ = = 11m —:: = —
=02/ + 1 2

li =1
Jiny f (@) = lim ——

0

Vrijednost limesa i funkcijska vrijednost se poklapaju pa je f doista neprekidna na cijeloj
domeni ove funkcije. Takoder, funkcija je trivijalno derivabilna na Dy \ {0} i vrijedi

2\/glc+1'x_ vz +1+1  —z =242z +1
x2 N 2x2\/x + 1

Provjerimo je li f diferencijabilna u x = 0.

f'(z) =

 f@)—f oLl o a2 0

lim ——*—~2 = lim —%——% = lim — ([ Z
z—0 xz—0 z—0 z z—0 22 0
LH. -V ! 0 L'H 2(:;-11)% 1

= lim vy (2 ) =& lim 12— —

x—0 4x 0 z—0 4 8
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Vidimo da derivacija po definiciji postoji i vrijedi f/'(0) = —%. Takoder, uo¢imo da je f
neprekidna u tocki = 1 |u njoj je definirana pa mozemo direktno izrac¢unati vrijednost|,
ali derivacija funkcije opéenito nije definirana za segmente, tj. funkcija f ne moze biti deri-
vabilna u rubu segmenta. Dakle, f je diferencijabilna na (—1,400) ..

Zadatak 1.90. Neka je f(z) = |z|®. Dokazite da je f € C2(R), ali da f” (0) ne pos-
toji.
Rjesenge. f je trivijalno [kao polinom| neprekidna na z < 0 i > 0. Rafunamo nepre-

kidnost u z = 0.

lim f(z)= lim —2®=0

z—0— z—0—
lim z)= lim 23 =0
r—0+ f ( ) x—0+

Vidimo da se limesi slijeva i zdesna i funkcijska vrijednost poklapaju pa je f neprekidna na
R. Takoder, f je ocito diferencijabilna na x < 01z > 0. Ra¢unamo po definiciji derivabilnost
uz=0.

_ P
i 4@ = FO) et
r—0— xr — 0 r—0— I

N 3
i 4@ = FO) 2t
z—0+ x—0 20+ 2

Dakle, po definiciji je f diferencijabilna u 0 i vrijedi f'(0) = 0. Tada je f’ definirana s
—322, <0
"(x) = ’ .
/@) {3x2, x>0
Ocito je neprekidna [polinom| na z < 01 > 0. Ra¢unamo neprekidnost u z = 0.

lim f'(z) = lim —32% =0

z—0— z—0—
lim f'(z) = lim 32> =0
z—0+ z—0+

Limesi i funkcijska vrijednost se poklapaju pa je f’ neprekidna na R. f’ je ocito diferencija-
bilna na z < 01 xz > 0. Ispitujemo derivabilnost u x = 0.

L @)= S ()

= lim —-3z=0
z—0— x—0 z—0—
/ el
lim M = lim 32z =0
z—0+ z—0 z—0+

Po definiciji je f’ diferencijabilna u z = 0. Sada je f” zadana s

(@) = {—Gx, x <0

6, x 20
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Odmah vidimo da ¢e funkcija f” biti neprekidna u 0, no da nece biti diferencijabilnau z = 0

jer ¢e limes slijeva biti —6, a zdesna 6.

Zadatak 1.91. Neka je f : R — R
arctg (v/3z), x| <1
- g

{x—i— sgnax — \/57 2| >1°

Ispitajte.
(a) neprekidnost funkcije f

Rjesenje. Funkcija f zadana je formulom
v3 3 3. r<—1

ir¥ T3 4o
Fo) = {arctg (VA2),  we[-11].
%I‘ +Z 3 73, z>1
Ocito je f neprekidna na otvorenim intervalima z < —1,z > 11z € (—1,1) te su
jedine "problemati¢ne" tocke r = —11ix = 1.
e 7a r = —1 imamo
\/g m
1 y2_
m S =53
\/§ i
1 vy Z
Zaklju¢ujemo da f ima prekid u to¢ki £ = —1, pa niti nema smisla provjeravati
derivabilnost.

e za r = 1 imamo

/~

-

lim f(x)= hm arctg

r—1— r—
™

Vidimo da se limesi i funkcijska vrijednost poklapaju te je f neprekidna u tocki
xz = 1.
Dakle, f je neprekidna na R\{—1}. f je trivijalno derivabilna na otvorenim intervalima

r<—l,z>1iz e (—1,1). Preostaje ispitati to¢ku = = 1.

I 1) gy, o) 25 (O iy, VI
0
LH

el oz —1 Tl x—1 14322 4

_ V3. _ V3
lim f(a;) f(l) — lim Q 9 £
z— 14 r—1 z—=1+ x—1 0 4

Po definiciji je f derivabilna u x = 1.
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(b) diferencijabilnost funkcije f. Je li f klase C' tamo gdje je diferencijabilna?

Rjesenge. Iz prvog podzadatka imamo da je f’ definirana s

V3 r<—1

4
f/(l'): H%? IE€<—171]
%, x>1

/' je otito neprekidna na x € (—oo,—1),z € (1,400) i € (—1,1). Provjeravamo
neprekidnost u z = 1.

lim f'(z) = lim V3 _ V3

T—1— e1- 1+ 322 4
V3
. ! _

f’ je neprekidna u tocki z = 1 pa je funkcija f € Ct(R\ {-1}).
Zadatak 1.92. Zadana je funkcija f: R — R,
(x—a)? (z—b)?, a<az<b,
@)= { (oot as st
0, inace
Je li f derivabilna? Jeli f € C1 (R)?
Rjesenje. Ispitajmo neprekidnost ove funkcije. Jedine tocke koje predstavljaju problem

su rubovi segmenta gdje je funkcija razli¢ita od nule pa provjeravamo.
Za x = a imamo

lim f(z)=0
r—ra—

. T N2 2 —
a:l—lgl-&- f <$) N xl—lgl-‘r ($ CL) (:1: b) 0

Limesi i funkcijska vrijednost se poklapaju pa je f neprekidna u toc¢ki = a. Provjerimo jos
derivabilnost.

lim M — lim =0
r—a— Tr—a T—a— T — Q

lim Jlz) = Jla) = lim (z—a)(z—b)>=0
z—a+ T —a T—ra+

f je po definiciji derivabilna u z = a i vrijedi f’(a) = 0. Analognim zaklju¢ivanjem za b
dobivamo da je f i neprekidna i derivabilna u tocki x = b. Sada je funkcija f’ definirana
pravilom pridruzivanja

—a)(x — 2 :E—CLZI— a< <0,
f,(x)_{Q(x )@=’ +2(r—a)(@-b), a<r<bh

0, inace
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Ocito je f neprekidna svugdje osim potencijalno na rubovima segmenta. [a, b] . Provjeravamo
za tocku x = b te ¢e analogni zakljucci sljediti za x = a. [mamo

lim f'(z) = lim (2(:13—@)(x—b)2+2(:c—a)2(a:—b)):0

z—b— x—b—
lim ' (z) =0

Zakljucujemo da je f’ neprekidna na R, pa je f € C' (R).

Zadatak 1.93. Neka je

zisind, x#0
fla) = ! :
0, z=0

Dokazite da je f diferencijabilna na R. Je li f € C'(R)? Jeli f € C?(R)?

Rjesenje. Oc¢ito nam jedino predstavlja problem tocka x = 0. Iz ¢injenice da je sinus odozgo

omedena funkcija imamo

41

x”sin —
x

0<

< o]
pa primjenom teorema o sendvi¢u imamo lin%f (z) = 0 = f(0), $to nam govori da je f
T—

neprekidna u tocki x = 0. Preostaje ispitati diferencijabilnost u x = 0. Imamo

lim M = lim 2%sin— =0
z—0 xz—0 z—0 T

$to dobivamo istim argumentom teorema o sendvi¢u, samo za 3. Dakle, f je diferencijabilna
u x = 0, pa time na cijelom R. Tada je funkcija f’ definirana s

f'(z) =

3 qin 1 2 1
dr°sing —x“cosy, x#0
0, z=0

Provjerimo neprekidnost i diferencijabilnost u toc¢ki = 0. Za neprekidnost imamo
lim f' (z) = lim 42° sin — — lim #“cos — = 0
z—0 z—0 x z—0 x

§to dobivamo iz teorema o sendvicu za

0<

423 sin 1' < ‘4x5‘
T

0< xZCosi’ < {x2}
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Dakle, f’ je neprekidna na R, pa je f € C'(R). Provjerimo diferencijabilnost f’ u tocki

xz=0.
i @ = F10) 4z3sin 2 — 2% cos L
z—0 z—0 z—0 T

=0
ponovnom primjenom teorema o sendvicu. Tada je funkcija f” definirana s

() = 12x25in% —6xcosi —sin%, x#0
0, z=0

1

Ova funkcija nije neprekidna u tocki z = 0 jer lir% sin - ne postoji. Naime, za nizove
xT—

1 . 1
xrTr = —— = -
ok D T T ok
imamo
lm z,=0= lim wy,
k—+o0 k—+o0
no vrijedi
. 1 . .
lim sin— = lim sin(2k7) =0

k—+o0 T k—+o0

1
lim sin— = lim sin (E + 2]4:7T> =1
k—4o0 Yk k—4o00 2

pa f” ne moze biti neprekidna. Dakle, f ¢ C? (R).

Zadatak 1.94. Ispitajte neprekidnost i derivabilnost funkcije

f(@)=|]a®+32° + 3z + 1|+ [2* + 2 —6||.
Rjesenje. Funkcija f [koja je neprekidna kao komporzicija apsolutne vrijednosti i polinomal
definirana je s
—(z+1)P+(x-2)(z+3), z<-3
—(z+1)P (@ -2)(z+3), -3<r<-1

x) = D
/@) (2412 —(z-2)(z+3), -1<z<2
(z+1)°+@—-2)(z+3), z>2
Treba provjeriti diferencijabilnost u to¢kama z = -3, = —11i x = 2.
e za x = —3 vrijedi
J— J— — 3 J— J—
lim fx)—f( 3): lim (x+1)°+ (. —2) (z+3) 8:_17
Tz——3— z+3 T——3— r+3
J— J— — 3 p— J— J—
o F@-f8) L @) - @-@+y)-8
r——3+ x4+ 3 T——3+ x4+ 3

Dakle, f nije derivabilna u x = —3.
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e za v = —1 vrijedi
_f(_ _ 3 o _
lim M: lim (z+1) (z —2) (z+3) 6:1
r——1— x+1 r——1— z+1
— f(— 3 B
lim M: lim (z+1) (z—=2)(z+3) 6:1
r——1+ z+1 z——1+ z+1
f je derivabilna u z = 1.
e za x = 2 vrijedi
_ 3 o _
o L@@ @) @@+ 3) -2
T—2— T —2 T—2— r — 2
_ 3 B _
by T@-F@ L @A) -2 (@+3) 27
T2+ r—2 T2+ xr—2

f nije derivabilna u x = 2.

Zadatak 1.95. Zadana je funkcija f: R — R,

1
r4+ex, x<0

f @)= {sina:, z 20
Jeli f € C%(R)?

Rjesenje. Provjeravamo neprekidnost u tocki x = 0.

——o0
. 1
1 lim —
lim f(z)= lim <x+65) = lim +er=0-2 =
z—0— z—0— z—0—
:pgngf () Jm sinz =0

Dakle, f je neprekidna na R. Provjeravamo diferencijabilnost u x = 0.

1 1
—1(0 z z
i £ O e
z—0— x—0 z—0— x z—0— X
—£(0 :
i L@ SOy sine
z—0+ z—0 =40 T
pri ¢emu racunamo
1
R u=1 . . u O\ LH .. 1
lim — = z | = lim we = lim — = (—) = lim =0
z—0— X U — —o0 U—>—00 u——oo e~ U ’e) u——o00 —e U

48



Rjesenja zadataka iz MA2 Ivan Cori¢, Paula Horvat

Dakle, f je derivabilna na R. Funkcija f’ definirana je s

1
' (z) = 1— <3, x<0'
cos T, x 20

Provjerimo je li f’ neprekidna u z = 0.

1

lim f (z)=1- lim o =1

z—0— z—0— 12
lim f'(x) = lim cosx =1
z—0+ z—0+
pri ¢emu racunamo
1 1 2 9
. €z u = = . u O\ LI . (]
lim — = ¢ | = lim v?e = lim = ( ) = lim
z—0— 2 U — —00 U——00 u——oo e~ % o0 u——oo —e~ U

Dakle, f’ je neprekidna na R, pa je klase C! na R. Provjerimo diferencijabilnost u tocki
z = 0.

/ Y 1
lim M = lim cr —
r—0— x—0 r—0— .%'3
! — (0 -1 0\
i 4 @) = f(0) . cosz—1 ( >L: lim — sine = 0
z—0+ x—0 x—0 T 0 x—0+

pri ¢emu rac¢unamo analogno kao prije

1
. ex u =
lim — =
z—0— 23 U — —00

]|

] = lim w?e % =0

uU—r—00
Dakle, f je derivabilna na R. Tada je funkcija f” definirana s
1
o[22 s
—sinz, z =0

Preostaje provjeriti neprekidnost u x = 0.

1

. " T ex (2.%' + 1) _
xligl— f (-f) B a:l—lgl— x4 =0
lim f”(x) = lim —sinz =0

z—0+ z—0+
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Dakle, f” je neprekidna na R, pa je f € C? (R).

Zadatak 1.96. Navedite primjer funkcije f neprekidne na [—1,1] za koju vrijedi
fO)y=0, f(0)=0 i fL(0)=1

Skicirajte njen graf i zapiSite formulu.

Rjesenje. Definirajmo f :[—1,1] — R pravilom pridruzivanja
0, —-1<x<0
x) = :
/(@) {33, 0<x <1
AY
T1
" T
Tada je f(0) = 0 te vrijedi
0-0
/ = 1‘ =
0=l =5 =0
te 0
/ . XU
f+(0) _xl—1>%1+£6—0 N

Zadatak 1.97. Skicirajte primjer grafa funkcije f neprekidne na [—2,2] koja zadovoljava
uvjete

F)=1 FO)=0, FO=0 f (1)=-1
=10 f @)=

Rjesenge. Definirajmo f : [—2,2] — R pravilom pridruzivanja
2 —2<2<0

fl@)=4 -2, 0<z<1

—x2—|—3:p—%, l<z <2

Dokazite da su sva trazena svojstva zadovoljena.
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Zadatak 1.99. Dokazite da za funkciju zadanu s

{

1,2 1

sin =
X

8

, #0
z=20

ne postoji ling) /' (x) niti jednostrani limesi, ali f ima derivaciju u 0.
Tr—r

Rjesenje. Po definiciji derivabilnosti u 0 vrijedi

. f(x)— f(0) z?sinl  sind 0
im —————~ = = lim =0.
z—0 z—0 z—0 T z—0 ;
No, kako je
£ (z) = 2:csin% —cos%, x#0
0, z=0’
vidimo da ili% /' (x) ne postoji jer limes ili}"% cos L ne postoji.
Zadatak 1.100. Je li f definirana s
2
—1)3 <0
fay=@
(x+1)3, >0
derivabilna u 07
Rjesenje. Vrijedi
15— (=1)5 (0 2
— 3 — (— 3 ’ -1
lim (z ) (=1) = () L [T (x—-1)3 =—2
—0— T 0 z—0— 3 3
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te

Wit

lim — — =
z—0+ T

(z+1)5 — 1 (0>L’ 2 o

o Wi

Zadatak 1.101. Za

odredite f’ (1) ako postoji.

Rjesenje. Vrijedi
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1.7 Rast i pad. Ekstremi

Zadatak 1.120. Odredite intervale rasta i pada te lokalne ekstreme funkcije zadane formu-
lom.

(a)

_ 2
flz)=2x +x274

Rjesenje. Prva derivacija ove funkcije jest

pa su stacionarne tocke oni z—evi za koje vrijedi f’ (x) = 0. Ra¢unanjem

() -

vidimo da su je skup stacionarnih toc¢aka jednak {O, +v/3,£/5 } . Tabli¢no ispitujemo
ponasanje derivacije.

00 VB V3 0 VB VB s

ol =1+ =]+ -
NGNS NS
Dakle, funkcija pada na <—oo, —\/5> , <—\/§, 0> , <\/§, \/5> araste na <—\f, —\/§> , <0, \/§>

te <\/5,+oo> te sve stacionarne tocke ujedno tocke ekstrema, pri ¢emu su tocke
(—\/5, 6) , (0,—%) te (\/5, 6) toc¢ke lokalnog minimuma, a (—\/§, 2) i (\/3, 2) tocke

lokalnog maksimuma.

f(z)=In (x4 — 622 + 10) — 2arctg ($2 —-3)
Rjesenje. Prva derivacija ove funkcije jest
4x (ac2 — 4)
xt — 622410
pa su stacionarne tocke oni z—evi za koje vrijedi f’ (x) = 0. Ra¢unanjem
4z (x2 — 4) B
zt — 622 +10

vidimo da su je skup stacionarnih to¢aka jednak {0,+£2}. Tabli¢no ispitujemo pona-
Sanje derivacije.

fi(z) =
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ffl—=1+]—-1+
N AN

Dakle, funkcija pada na (—o0,2),(0,2) a raste na (—2,0),(2,+00) te su sve staci-
onarne tocke ujedno tocke ekstrema, pri ¢emu su tocke (—2, In2 — g) te (2, In2 — g)
tocke lokalnog minimuma, a (0,1n 10 + 2 arctg 3) tocka lokalnog maksimuma.

Zadatak 1.121. Odredite sliku funkcija.

(a)
3 9 15
f(z) =22" — 92" + 12z na segmentu 33
Rjesenje. Derivacija ove funkcije jest

f'(x) =6 (2* =3z +2)

te je ona jednaka nuli za x = 1 i z = 2. Trazimo globalne ekstreme ove funkcije.

1
1 12

DOt

ffl+1 -1+
NN S

Vidimo da se globalni minimum postiZze u tockama z = 5 i x = 2 i jednak je 4, a
globalni maksimum u to¢kama x = 11z = % i jednak je 5. Kako je f neprekidna

funkcija, po Bolzano-Weierstrassu je f ([%, %]) =1[4,5].

(b)

2
f(x)= #—i_x“) na segmentu [—5, 5]
Rjesenje. Derivacija ove funkcije jest
2
e +4r +3
flla)=-—"r—7?s
(22 4+ 4x + 5)
te je ona jednaka nuli za * = —3 i « = 1. Trazimo globalne ekstreme ove funkcije.
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Fl=1+1-

Racunanjem vrijednosti funkcije u tockama iz tablice slijedi da je toc¢ka (—1, %) globalni
maksimum, a (—3, —%) globalni minimum ove funkcije. Kako je f neprekidna, slijedi

daje f([=5.5]) = [~3,3] -
Zadatak 1.122. U ovisnosti o parametru a € R odredite broj nulto¢aka funkcije

fz)=¢€¢"—z—a.

Rjegenje. Prva derivacija ove funkcije jest f/ () = ¥ — 1 te joj je stacionarna toc¢ka jednaka
x = 0. Ova funkcija je strogo padajuc¢a na (—o0,0) te strogo rastuca na (0,4+o00). Za z =0
imamo f (0) =1 — a, pa dijelimo na slucajeve.

—00 0 —+00

=1+
N

el —a<0 << 1<a

S

I 2

5%)
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Funkcija ima dvije nultocke: jednu na intervalu (—oo, 0) , a drugu na intervalu (0, +00) .

e l—a=0<«= 1=a

AY
(0,0) x
Funkcija ima jednu nultocku, i to (0,0).
el-a>0<+= 1>a
AY

S |

Funkcija nema nultocaka.
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Zadatak 1.123. Dokazite nejednakosti.
(a)

3

x ) v
tga:>x—|—?, zasvak10<;v<§
Rjesenje. Definirajmo funkciju f (z) =tgz —x — %3 Tada vrijedi
1
/ — _ 1 _ 2
f (@) cos? x v

§to nema nultocaka na <0, %> . Dakle, funkcija nema stacionarnih tocaka. Zelimo dobiti

da f raste na <0, g> , a to ce slijediti iz rasta druge derivacije. Vrijedi

2sinx

" (z) = —2z.

cosd x

Ovo ne mozemo eksplicitno rijesiti pa se sluzimo tre¢om derivacijom

>0
——
" 7+ cos 2z 9 m
r)=——7-"—" x> na (0,—).
3 tg 0 0
cos”x, =~ 2
\/—’>0 >0

Dakle, " je pozitivna na (0,75 ), pa f” raste na (0,5). Vrijedi
" " _ i
£ () > f7(0) =0, Vas€<0,2>.

Tada, jer je f” pozitivna na (0,5 ), vrijedi da f’ raste na (0,5 ). Zaklju¢ujemo

flz)>f(0)=0, Vre <og>

Iz pozitivnosti prve derivacije slijedi rast funkcije f. Kako je f(0) = 0, slijedi
f@>fo=0, vaee(0,7),

odnosno 5
T T
tgm—x——?) > 0, Va)6<0,§>

$to smo i htjeli dokazati.

2z arctgz > In (1 + x2) , za svaki x > 0
Rjesenge. Definirajmo funkciju f(x) = 2zarctgz — In (1 + :r2) . Zelimo pokazati
f(x) = 0,Vz > 0. Vrijedi
2z 2z
1+22 1+22

te f/(z) =0 < arctgx =0 <= z = 0. Vrijedi f'(z) > 0 za sve x € (0, +00) .
Dakle, f strogo raste na [0, +00), tj. f(z) = f(0) =0,Vx > 0.

f'(x) =2arctgz +

= 2arctgzx
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()

2(x—1
Inz > M, za svaki x > 1

z+1
Rjesenge. Definirajmo funkciju f (z) = In :U—Q(;:ll). Zelimo pokazati f (z) > 0,Vz > 1.
Vrijedi

z—1)2
f/ (Z’) = ( ) 2
z(x+1)

te f/(z) =0 <= z = 1. Vrijedi f'(z) > 0 na > 0. Dakle, f strogo raste na
(0, +00), tj. f(z)> f(0)=0,Vx > 1.

1
5x+—5>6, za svaki x > 0
T

Rjesenje. Definirajmo funkciju f (z) = 52% — 62° 4 1. Zelimo pokazati f (x) =0,V >
0. Vrijedi
f'(x) = 302° — 302* = 302 (2 — 1)

te f/(z) =0 <= x =0,z = 1. Ispitujemo tablicom predznaka ponaSanje funkcije.

0 1 +0o0

=1+
N

Dakle, kako je tocka (1, f (1)) lokalni minimum, slijedi f (z) > f (1) = 0,Vz > 0.

J,‘2

arctgx > arcsin ———, za svaki x > 0
z2+1
Rjesenje. Definirajmo funkciju f (z) = arctgx — arcsin x%—il Zelimo pokazati f () >
0,Vz > 0. Vrijedi

1 2x
"(x) = 1-—
/(@) 1+$2< \/2x2+1>
te f/'(2) =0 < V222 4+1-22=0 < z = i@. Ispitujemo tablicom predznaka
ponasSanje funkcije.
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f/

N+
v

Za sve x € <0, @} vrijedi f (z) > f (0) = 0.
Za sve x € [§,+oo> vrijedi f (z) > xEIJrnoo (arctgz:—arcsin 11%) = 0. Dakle,
f(z) >0,V > 0.

b2 — a?
In- < ,
na 2ab

Rjesenje. Uzimanjem = = % vidimo da gornju nejednakost mozemo napisati kao

Inx < 1 T — 1
2 x )’
Definirajmo funkciju f(z) = %(%) — Inz. Zelimo pokazati f(z) > 0,Vz > 1.
Vrijedi

zasvaki 0 <a <b

2
fi =)

te f'(x) =0 <= x =1. Vrijedi f' () > 0 za sve z € (0,+00) . Dakle, f strogo raste
a (1,+00), tj. f(x)> f(1)=0,Vz > 1.

1
<sin T + >
sinx

Rjesenje. Definirajmo funkciju s

w|oo

8
1 3 9
+ (cosx + —— 2937, zasvad<10<ac<z

CcosS T 2 2

wloo

8
1 3 1 9
f(z)= <Sinx+ > + <COSZL‘—|— > —9¢/ =,
sinx COS T 2

Vrijedi

/ 8 : 2 1 % 2 : 1
f'(x) =< | sinzxtg®x | cosx + —cosxctg®x | sinx + — .
3 Ccos T sin
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Trazimo stacionarnu tocku ovog izraza.

—_
N————
wlot
&
=
[N}
8

, 1 \3 . 1 \3 ..
sinx + — cos"xr = |cosr + —— sin® x
sinx cCos T

1 5
(sinx+ - > cos®xr =

ST

) 5
(1 + sin? IE)5 cosl g — (1 + cos? m) <inld 2
sin® z cos® x
(1 + sin? ac)5 cos? gz = (1 + cos? ar;)5 sin?0 2
(1 + sin? :U)5 (1 — sin? :):) 10 _ (1 —sin?z + 1)5 sin?Y

2

Uvrstavanjem supstitucije t = sin“ x svodimo zadatak na

1+t (1—t)(1—t)=(2—1t)t?

iz ¢ega vidimo tri rjesenja: t; = %, to3 = # Kako je t = sin? z, odbacujemo rjesenja
ty = 1;2‘/5 [jer je negativno, a kvadrat nijednog realnog broja ne moze biti negativan|

itg = 1‘*'2—‘/5 [jer je vedi od 1, a sinus je ograniten s 1] te je

. 9 1 us
sin“ez = - = v =—
2 4

jedino rjefenje na intervalu <0, g} .Tada tablicom predznaka dobivamo da je

T T
0 1 2

NS
N

iz Cega vidimo da je (%, 0) lokalni minimum te funkcije. Po definiciji lokalnog mini-
muma imamo da je f (z) > f(5) =0za sve 0 < z < , §to dokazuje tvrdnju.

Zadatak 1.124. Odredite globalne ekstreme funkcije.
(a)

1
na segmentu [—2, —2]
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Rjesenje. Derivacija ove funkcije jest

ext6 (x2 - 1)
!/
f (x) - 513‘2
te je ona jednaka nuli za x = —1 1 © = 0. No, niti je funkcija definirana u x = 0 niti

je tocka x = 0 u segmentu koji promatramo pa nam ona nije bitna. TraZimo globalne
ekstreme ove funkcije tabli¢no.

|

[\]

|

—

|
N =

A

Racunanjem vrijednosti funkcije u to¢kama iz tablice slijedi da su tocke (—2, e%) i

(—%,e%) tocke globalnog minimuma, dok je tocka (—1,64) tocka globalnog maksi-
muma.

(b)

241 1
f(z)=1n #—;4_1 na segmentu [2, 5}
Rjesenje. Derivacija ove funkcije jest
JC pp—"i
VT @21 (22 + 3z + 1)
te je ona jednaka nuli za = —1 i x = 1. No, tocka z = —1 nije u segmentu koji

promatramo pa nam ona nije bitna. Trazimo globalne ekstreme ove funkcije tabli¢no.

N[ =
—_
t

=1+
N

Racunanjem vrijednosti funkcije u tockama iz tablice slijedi da je tocka (1, —In %)
tocka globalnog minimuma, dok je tocka (5, —1In %) tocka globalnog maksimuma.
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Zadatak 1.125. Rastavite broj 1 na dva nenegativna pribrojnika tako da im zbroj korijena
bude najvedéi.

Rjesenje. Neka su x,y € RT. Tada je z +y = 1, tj. y = 1 — x. Zelimo maksimizirati
funkciju
f@)=Ve+Jy=vVz+v1—a.
Derivacija ove funkcije jest
1/ 1 1
!/
r)==-|—4=—- ——
/(@) 2 <\/§ V1-— 1:)

te jednakost vrijedi ako i samo ako je x = % Tada jeiy =1

5-

0 1

N[ =

_|_ I
Y

Iz tablice predznaka vidimo da je tocka (%, %) doista maksimum ove funkcije.

'

Zadatak 1.126. U polukruZnicu polumjera 1 upisan je trapez €ija osnovica je polumjer
polukruznice. Odredite kut uz osnovicu trapeza tako da povrsina trapeza bude najveca.

Rjesenje. Nacrtajmo skicu.

h

Ocito je DE L ABi CF 1 AB, pa vrijedi

EO = OF = \/1—I?
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te

CD = FEF =21-—h2

Povrsina je jednaka

AB D 24+ 2v1 — h?
Pzi-h=%~h:h+hﬂ/l—h2.

2
Dakle, treba maksimizirati funkciju f (x) = x + v 1 — 22 na [0,1]. Vrijedi
2

f’(:v):\/l—xQ—lxi—i-l,

— 2
teje f'(x) =0 < xz=0iliz = \/% Prvo rjeSenje ocito zanemarujemo. Ispitivanjem
ponasanja funkcije imamo da je maksimum u tocki x = \/g i da je jednak ? Tada je
h = § te je FO = AE = % = 2AD. Tada trazeni kut nalazimo iz
V3 m

sinf) = — 0=—.
sin 5 == 3

Zadatak 1.127. Na krivulji ¥ = chx nadite to¢ku najblizu pravcu y = %x.

Rjesenje 1. Zelimo minimizirati funkciju koja modelira udaljenost dviju toc¢ki: na krivu-
1ji i pravcu. Neka je (zg,chzg) tocka na krivulji y. Tada je f (x) dana s

f(z) = \/(x —x0)% + <ix - Chx0>2

9 3
= \/xQ —2x0x—|—x%—|—ﬁx2 - §Chx0x—|—ch2:1:0

25 3
= ¢16$2 — <2ZEO+ 2Chl’0> ZE—I—ZU(QJ—FCthO

Derivacija ove funkcije jest

25x — 12ch xg — 16xg

fi(@) =
(@) 44/1623 — 32207 — 242 chxg + 8 ch 2z + 2522 + 8

- Sy _ _ 16 12 “ : . .
pri cemu je f'(x) = 0 za * = 3x0 + 5z chwg. UvrStavanjem dobivenog x—a u pocetnu

jednadzbu dobivamo
4
f (xo) = gl‘g — gchxo

iz koje deriviranjem dobivamo

3 4

f'(z0) = 5 gShfﬁo-
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Sada rjesavanjem f’(xg) = 0 dobivamo e*® =2 <= 1z = In2. Dakle, traZena tocka je
(xo,chzg) = (In2,chln2).

Rjesenje 2. Neka je trazena tocka na krivulji oblika (xg,chzp). Kako je tocka koju trazimo
udaljenost do navedenog pravca, znamo da ¢e se najmanja udaljenost postié¢i kada ta tocka
lezi na paralelnom pravcu pravca iz zadatka.

Ay

S |

Sveli smo na§ problem na nalaZenje oblika tangente u to¢ki (zg,chzp) te izjednacavanja
koeficijenta smjera te tangente s koeficijentom smjera danog pravca. Za f () = ch vrijedi
I’ () = shz, pa je tangenta oblika

y = shxgr — zgshxg + chxg

iz ¢ega sad zaklju¢ujemo da, da udaljenost bude najmanja, mora vrijediti shxzg = % =
Ty = Arsh% = In 2. Dakle, to¢ka na krivulji ¥ = chz najmanje udaljena od pravca y = %
jest (In2,chIn?2).

Zadatak 1.128. U zemlji MathLand davno je uveden koordinatni sustav. Na obali ri-
jeke y = 0 nalazi se grad A = (—2,0), a dalje od obale je grad C' = (0,1). Odredite na
kojem mjestu treba izgraditi pristaniste B = (b,0),—2 < b < 0 da bi transport od A do
C preko B bio najjeftiniji. Pritom je jos poznati da je cijena transporta kopnom dva puta
veca nego cijena transporta rijekom.

Rjesenje. Vrijedi
f(z)=|AB| + |BC| =b+2+2Vb + 1.
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Derivacija ove funkcije jest
2b
f@) =1+ e

VR

pri ¢emu je vrijedi

fi@)=0
V02 +1+20=0
b+ 1 = 4p?
po V3
3
Iz ¢injenice da nas u zadatku trazi b < 0 vrijedi b = —?.

Zadatak 1.129. Odredite broj realnih rjesenja jednadzbe (3:2 — 3) e® = a u ovisnosti o
parametru a € R.

2

Rjesenge. Definiramo funkciju f(x) = (x — 3) e® — a. Sad smo u slu¢aju trazenja nul-

tocaka funkcije u ovisnosti o a. Deriviramo funkciju f pa vrijedi
f'(z) = €" (2° + 22 — 3)
pri ¢emu znamo da je f' () =0 za x = —3 1 & = 1. Za tablicu predznaka vrijedi

—00 -3 1 +0o0

ffl+1 -1+
AN S

Dakle, funkcija ima maksimum u to¢ki (—3, e% — a) i minimum u tocki (1, —2e — a) . Tako-

der, direktnim ra¢unom dobijemo da je

A 0) = e
oo £ () = o0

Ove tri vrijednosti na y osi su u odnosu —2e —a < —a < e% — a. Zagto je ovo bitno? Zato
§to ¢emo sada u ovisnosti o parametru a "ubacivati" x—os izmedu ovih vrijednosti funkcije
te gledati kako se ponaga broj nultoc¢aka u ovisnosti o tome. Gledamo slucajeve.

o Za —2e — a > 0 imamo

65



Rjesenja zadataka iz MA2 Ivan Cori¢, Paula Horvat

Za a < —2e nema nultocaka.

e 7Za —2¢ — a = 0 imamo

Za a = —2e postoji jedna nultocka.

e Za —2e—a <010 < —a imamo
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Za a € (—2e,0) postoje dvije nultocke.

e Za —a = 0 imamo

Za a = 0 postoji jedna nultocka.

° Za—a<016%—a>()imamo
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Za a € <0, e%> postoje tri nultocke.

) Za%—ainmamo

AY

x
AY

x

Za a = e% postoje dvije nultocke.

° Zae%—a<01mamo
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Za a > e% postoji jedna nultocka.

Zadatak 1.130. Na krivulju y = 2;”:11,33 > 1 povucite tangentu takvu da povrSina pravo-
kutnog trokuta omedenog tom tangentom i koordinatnim osima bude minimalna. Kolika je

najmanja vrijednost te povrsine?

Rjesenge. Skicirajmo situaciju da lakse bude rijesiti zadatak.

-
8

69



Rjesenja zadataka iz MA2 Ivan Cori¢, Paula Horvat

Otito se f moze zapisati kao f () =2+ —L5. Vrijedi

1

f’(x):—m-

Tangenta u nekoj tocki ¢ > 1 je pravac g (z) = f/' (z) (x —¢) + f (¢), tj.

1 1
g(a:):—(c_l)2 (a:—c)+2+c_71.

Neka je totka A = (x4, 0) tocka presjeka tangente i x osi, a tocka B = (0,y4) tocka presjeka
tangente i y osi. Vrijedi

1 1
PEETA A

1
—c=(c—1)*(2
xg—c=(c )<+c—1>
a:A:2c2—2c+1

=0

Analogno u tocki B vrijedi

1 1
=—50-0+2+—

YB (6_1)2( c)+ +C_1
27 —2c+1

YB (0—1)2

Povrsina trokuta AOAB, gdje je O = (0,0) ishodiste koordinatnog sustava iznosti

1 1 2 —2c+1\ 1 (2% —2c+1)\"
- == (2 —2c+1) (T o) =S (2220
Zadatak minimiziranja povrine sada se svodi na minimiziranje funkcije h (z) = % (29”2:;2%“)
na (1, 4+00) . Vrijedi
20 — 2z +1) (22 — 4z + 1
e ) @2 =4+
(z —1)
Vidimo da je W/ (z) = 0 <= z = 1+ -L. Ispitivanjem [tabli¢nim| ponaSanja derivacije

V2
dobivamo da je tocka ¢ =1+ % globalni minimum pa je iznos povrsine za taj minimalni ¢

jednak ,
2 2

>:; (1+\}5)1+<\}§> 6+ 43,
V2

n(1+ 5
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Zadatak 1.131. U elipsu b%z? + a?y? = a?b? upisite pravokutnik najveée povriine.

Rjesenje. Konacna povrsina bit ¢e jednaka P = 4P, gdje je P; povrdina dijela pravo-
kutnika u prvom kvadrantu. Jer se nalazimo u prvom kvadrantu, mozemo jednadzbu elipse

pisati kao
2
/ T

Posto je dio pravokutnika koji se nalazi u prvom kvadrantu takoder pravokutnik, njegovu
povrsinu ra¢unamo standardno.

/ 2 / 2
Plzxy:x<b 12)2690 17%.
a a

Mi zapravo zelimo maksimizirati funkciju definiranu s

22
f(:z:):bmll—ﬁ.

b (a2 - 2x2)

2 _ z2
a“y\/1 o

Vrijedi
f(x) =

V2

teje f'(z) =0 <= 2 = %a. [Odbacujemo negativno rjesenje jer smo u prvom kvadrantu.]

Tada je f (@a) =

oS &

b. Dakle, kona¢na je povrsina jednaka

22
P = 4P1 = 4££ab = 2ab.
2 2
Zadatak 1.132. Tangenta elipse b?z? 4 a’y? = a?b? sije¢e koordinatne osi u tockama A i
B. Pokazite da je

|AB| > a+b.

Rjesenje. Parametriziranjem dane elipse dobivamo da je to¢ka T na elipsi dana s T =
(acost,bsint). Takoder, mozemo danu elipsu zapisati kao

2 2
T+l
a b2
Implicitnim deriviranjem dobijemo
dy =« b2
der  ya?
U tocki T vrijedi
dy b cost
Ty = 2P
dx (T) asint’



Rjesenja zadataka iz MA2 Ivan Cori¢, Paula Horvat

pa je tangenta dana s

bcost .
y=|——— (r —acost) + bsint.
asint

Oznagimo to¢ku A kao sjeciste tangente i osi y, a totku B kao sjeciSte tangente i osi z. Za
tocku A = (0,y4) vrijedi

cos?t . b
ya = b— 4+ bsint = —,
sint sint
a za totku B = (zp,0) vrijedi
a
B~ cost’
Racunamo:
|AB| > a+b
2 2
a
+— 0 > (a+b)

cos?t  sin?t
a’sin’t + b2 cos’t > (a2 + 2ab + b2) cos®tsin’t
a’sin® t (1 — cos? t) + b2 cos®t (1 — sin? t) > 2abcos® tsin® ¢
a’sin*t + b2 cos* t — 2abcos? tsin® ¢ >0
0

(asith — beos? t)2 >0,
sto zasigurno vrijedi jer je kvadrat u pitanju.
Zadatak 1.133. U kuglu radijusa 10 cm upisite stozac maksimalnog volumena.

Rjesenje. Neka je AB promjer kruga stosca te C' vrh stoSca. Oznacimo OS = h. Vrijedi
AS = v/r?2 — h? po Pitagorinom poucku, te vrijedi da je volumen stosca jednak

1
V= 3T (radijus)? (visina)

1
= gwASZCS

— %71’ (7"2 — h2) (r+h)

Dakle, treba maksimizirati f (z) = (r* — 2?) (r + z) na [—r,r]. Naravno, uzimamo r = 10.
Vrijedi

ff(x)=—=0Bz—7r)(z+r)
te je ocito f' (z) = 0 <= x = —r, £. Maksimum funkcije f na [-7,7] je u tocki z = § —
za r = 10 to je stozac visine 10 4 % cm. Skica prije rotacije izgleda ovako:
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10

A

Zadatak 1.134. Odredite a € R takav da minimum funkcije f (x) = 42% + 4ax + a? — 2a
na segmentu [0, 2] bude 1.

Rjesenje. Derivacija ove funkcije jest f’(x) = 8x + 4a te je stacionarna tocka z = —%a.

Dakle, to je jedini kandidat za ekstrem ove funkcije. Zelimo da on bude jednak 1, pa imamo

f (—;a> =-2a=1

iz Cega zakljucujemo da mora vrijediti a = —%. Uvjerite se da je to zaista minimum ove
funkcije na segmentu [0, 2] .

Zadatak 1.135. Iz kruga je izrezan kruzni isjecak sa sredignjim kutem «. Odredite kut
a tako da volumen stosca, ¢iji se plast dobije savijanjem izrezanog dijela bude najvedi.

Rjesenje. Crtamo skicu.
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B A

Neka je r radijus, o mjera kuta u radijanima, p radijus baze stosca koji dobijemo, a h visina
stosca. Trazimo p i h. Vrijedi da je opseg baze stosca jednak duljini luka AB kad se zarola
pa vrijedi

. . . 2 o . 2 ..
Iz Pitagorinog teorema imamo h = r4y/1 — ;=. Volumen stosca je %h, pa treba maksimi-

zirati izraz p*h. Vrijedi
2.2 2
9 rea / o
h= — /1= —
P a2z " 42

o, ) a?

= 42 @ T 12
47 4r
~—

const.

Zapravo treba maksimizirati dio izraza koji je ovisan o kutu «, tj. funkciju f(a) =

a?y/1— % za o € (0,2m) . Vrijedi

2 2
, o «o «o
== (2(1-2) - =),
f i) 1_a2<< 47r2> 47r2>
472
(07

Jedina nultocka ove funkcije na (0,27) je o= = \/g te ispitivanjem ponagSanja ove funkcije

preko tablica predznaka dobivamo da se globalni maksimum postize za kut a = 27T\/§ .

Zadatak 1.136. U kocku duljine stranice a upiSite valjak maksimalnog volumena, tako
da mu prostorna dijagonala kocke prolazi sredistem.

3

3, pa je volumen “;*. Srediste valjka i kocke se ovdje

Rjesengje. Stozac je radijusa baze g,
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podudaraju pa prostorna dijagonala kocke uistinu prolazi sredistem valjka.

Zadatak 1.137.
(a) Pokazite da za x > 0 vrijedi

, I<axl
, a<0ilia>1

Rjesenge. Definirajmo f (z) = 2% — ax + a — 1. Tada je
f@)=a*t—a=a(@ ! -1)

te je f/(z) =0 <= x = 1. Takoder vrijedi f (1) = 0. Treba provjeriti ponasanje f’
prije i nakon x = 1.

eZal0<z<ljez*l<l = 21 -1<0,paje
! a—1
r)=_«a |z —1]1 <0
[ (x)

~—~
>0 <0

te je f’ padajuca.
e Zax>1ljez® ! >1 = f'(x)>0teje f rastuca.

Dakle, tocka (1,0) je globalni minimum ove funkcije pa za svaki z > 0 imamo
z*—ar+a—12=0.
Analogno drugi slucaj.

(b) Koristeci prosli podzadatak dokazite Youngove nejednakosti: za a,b > 01 p,q # 0,1,
te 5 + 5 =1 vrijedi

b

{/5{1/5<9 -, p>1
p q
b

{/5{1/529 -, p<l1
p q

Rjesenje. Neka su a,b,p,q brojevi kao u uvjetu zadatka. Definirajmo T' = ¢/av/b —

a _ b Tada je
PP
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Definirajmo z := ¢, := %. Tada je T' = b (z“ — ax + o — 1) te zbog b > 0 vrijedi
T>0 < z2—azx+a—-120.

Uocimo da zbog a,b > 0 vrijedi z = 7 > 0 te a = % za p # 0,1 znadi a ¢ {0,1}.
Dakle, moZemo primijeniti a dio zadatka.

Yavb <

b
g+f <— T <0
P q
— z%—ar+a—-1<0
— OI<a<l
1
— 0<-<1
p
<~ p>1

Drugi slu¢aj analogno.
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1.8 Asimptote. Konveksnost i konkavnost. Infleksija

Zadatak 1.146. Neka je f : I — R konveksna funkcija. Pokazite da je —f konkavna
funkcija.

Rjesenje. Po definiciji konveksnosti za funkciju f slijedi
(V1,22 € I) (VA € [0,1]) (f (1 = A) 21 + Az2) < (1= A) f (1) + Af (22))-
Ako gornju nejednakost podijelimo s —1 dobivamo
(Vor, w2 € I) (VA € [0,1]) (—f (1 = M) 21 + Awg) 2 — (1 = A) f (1) — Af (22))
odnosno
(V1,22 € I) (VA € [0,1]) (—f (1 = A) @1 + Azg) = (1= X) (=) (21) + A (=) (22)) -
Dakle, —f je konkavna.

Zadatak 1.147. Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti i to¢ke infleksije za funkcije.

(a)

4
x
Rjesenje. Druga derivacija ove funkcije je
622 (23 + 2
f// (.’1:) — €z (:U +3)
(a3~ 1)
te vrijedi /() =0zax=0ix=—/2.
-0 -2 0 1 +00
|
/! |
Jgln|jnNnt u

Funkcija je konveksna na <—oo, —€/§> i(1,4+00), a konkavna na <—\3/§,0> i(0,1), pa
su tocke (—\3/5, —@) i x = 1 tocke infleksije.
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(b)

f (.7,') — €—2w2+a:+1

Rjesenje. Druga derivacija ove funkcije je
" (x) = g2 atl (162* — 8z — 3)

te vrijedi f” (z) =0zaz=—3iz=

—+00

=
[

71+ -1+
U U

Funkcija je konveksna na <—oo, —%> i <%,—i—oo>, a konkavna na <—i, %> pa su tocke
1 3\. (3 3 o . ..
(—1,e8> i (1,68) tocke infleksije.

Zadatak 1.148. Dokazite da na grafu funkcije f (x) = f;fl postoje tri tocke infleksije i da

sve leze na jednom pravcu. Odredite jednadzbu toga pravca.

Rjesenje. Druga derivacija ove funkcije je

2($3+3$2—3m—1)
(22 +1)°

(@) = -

te o¢ito vrijedi f” (z) =0 <= z € {1,-2+/3}. Vrijedi

Fa)y=1
f(_Q_\@):l_zL\/g
f(_2+\/§>: 1+4\/§

te, ako provucemo pravac kroz prvu i treéu tocku, dobivamo y = %x + %. Uvrstavanjem se
pokaze da i druga tocka pripada tome istome pravcu.
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Zadatak 1.149. Dokazite nejednakosti.
(a)
tg 1%+ tg2° + -+ tg44° > 44 <\/§— 1)

Rjesenje. Uvijek nam je lakse raditi s radijanima pa zapiSimo ovu nejednakost koristeéi

radijane. Znamo da je « stupnjeva jednakost {gg radijana pa imamo

o Al
fg bt bty > 44(\@—1).

180 180 180
Definirajmo funkciju f : [ {55, %] pravilom pridruzivanja f (z) = tgz. Vrijedi f” (z) =

fots%i te je f” (x) > 0 na domeni ove funkcije. Dakle, ona je konveksna pa vrijedi

f<1§0+12§;)+”'+%§g>gf(ﬂo)"‘f(lso) -+f(%)

44 44

< tg(Lo) +tg(180) +---+tg(%)
44

T _ tg (i) +tg () +- - +t8 (550)
44

71' 27 447
o tisot "t 1s0
te 44

N~
/

iz Cega slijedi tvrdnja.
(b)
44
fg 1% tg2° - - tg 4d° < (\/5 _ 1)

Rjesenje. Znamo da je a stupnjeva jednakost e radijana pa imamo

180
T 27r 447 44
..... < (vV2- 1) )
57180 %180 BT (f

Produkt ¢emo krace oznacavati velikom pi notacijom. Logaritmiramo li obje strane
jednakosti, dobivamo

=1
44
x
Zz;hltg 50 S <441n (\[ 1)
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Definirajmo funkciju f: [17350’%] pravilom pridruzivanja f(z) = Intgx. Vrijedi
M (x) = ﬁ — = te je f” () < 0 na domeni ove funkcije. Dakle, ona je konkavna
pa vrijedi
44 44 ‘
1T -
Y| 2/ (5%)
f =1 > =1
4 |7 44
44 44
Zl 180 Zl Intg (155)
Intg | = > =
i 44
44
> Intg (%)
Intg Ty =
8 44
44 i
441n (\/i 1) >3 Intg ()
i=1 18
44
44 i
=1
M

§to smo i htjeli dokazati. Uocimo za kraj da vrijedi

S
=

zlﬂ'i i: w44 - 45 z
180 180 244 & 180-44 8
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1.9 Ispitivanje toka

Ispitivanje toka svake funkcije koja nas zanima u zadatku obavit ¢emo to¢nim postupkom
navedenim u dijelu skripte.

Zadatak 1.157. Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije

23

Rjesenje.

1. DOMENA FUNKCIJE
Dp=R\{-22}

2. PARNOST

pa je funkcija neparna.

3. INTERVALI MONOTONOSTI I EKSTREMI

x4— X
f/(l‘)ZQ(xz_zj);, f’(z:):0<:>:n:(),a:::|:2\/§
—00  —2v/3 2 0 2 23 +4o©
| |
ffl+l—- 1 —1—- -1+
NN N NS

Lokalni maksimum je (—2\/3, —6\/3) , a lokalni minimum je (2\/3, 6\/3) .

4. TOCKE INFLEKSIJE
16z (2* +12)

R ff(2)=0 < =0

" (x)

—00 -2 0 2 +oo

I I
i
Ufnu
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Tocka (0,0) je tocka infleksije.
5. ASIMPTOTE

Vrijedi
im L) o
r—+oo I
im (f (2) = 22) =0
lim f(zx)= lim f(x)= -0
T——2— T—2—
A, )=l F(o) = e
pa je y = 2z kosa, a x = —2 i x = 2 vertikalne asimptote ove funkcije.
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Zadatak 1.158. Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije
f (@)= (2" +2) e .
Rjesenje.
1. DOMENA FUNKCIJE

2. PARNOST

Nije niti parna niti neparna.

3. INTERVALI MONOTONOSTI I EKSTREMI

fl@)=—2ze™ (22 +1), f(z)=0 < z=0
—oQ 0 400
Fl+1=
A N

Lokalni maksimum je (0,2).
4. TOCKE INFLEKSIJE

f//(l'):2€_x2(2$4—1'2—1), f//(x):() — .’L':—l,l

—00 —1 1 +o00

ffl+ -1+
Jlni|u

Tocke (—1, %) i (1, %) su tocke infleksije.
5. ASIMPTOTE
Vrijedi
s (5 =0

pa je y = 0 horizontalna asimptota ove funkcije.
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[
—
o

8

Zadatak 1.159. Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije

1—Inx
flz) = 1+Inz’

Rjesenge.
1. DOMENA FUNKCIJE
Dy = (0,400) \ {e '}

2. PARNOST

Funkcija nije niti parna niti neparna.

3. INTERVALI MONOTONOSTI I EKSTREMI

1 () = &

—_ "(x) = 0 nema rjedenja
:1:(1+ln:1:)2 /@) ) )

F=1-

Funkcija nema lokalnih ekstrema.

4. TOCKE INFLEKSIJE

2(lnz+3) _
fl/(x):mQ(l—Flnx)Sv f'(@)=0 = z=¢"
0 6_3 e_l —+00

f//

Cl|+
|
C|+
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Tocka (6_3, —2) je tocka infleksije.

5. ASIMPTOTE

Vrijedi
lim f(z)=-00
r—e1—
lim f(z) =400
z—e 14+
li = I =-1
pa je y = —1 horizontalna, a x = e~! vertikalna asimptota.
VY
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| -
| »
| X
|
|
|
|
|
|
|
|
|
2,
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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Zadatak 1.160. Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije
f@)=v8+x—+V8—u.

Rjesenge.

1. DOMENA FUNKCIJE
Dy =[-8, 8

2. PARNOST
f(—x)=V8—2—V8+az=—(V8+z—V8—2)=—f(2)

pa je funkcija neparna.

3. INTERVALI MONOTONOSTI I EKSTREMI
V8 —z+V8+ux
264 — 22

-8 8

f'(z) = 0 nema rjesenja

f'(z)

f/

_|_
Funkcija nema lokalnih ekstrema.

4. TOCKE INFLEKSIJE

Tocka (0,0) je tocka infleksije.

5. ASIMPTOTE

Funkcija nema asimptota.

86



Rjesenja zadataka iz MA2 Ivan Cori¢, Paula Horvat

AY
2v8
-8 0 8,
fg\/g
Zadatak 1.161. Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije
2
f(z)= % +Inz.
Rjesenje.
1. DOMENA FUNKCIJE
Dy = (0,+00)
2. PARNOST
Funkcija nije niti parna niti neparna.
3. INTERVALI MONOTONOSTI I EKSTREMI
2
1
f(x) = v : /' () = 0 nema rjeSenja
T

0 +00

f/

N+

Funkcija nema lokalnih ekstrema.

4. TOCKE INFLEKSIJE

x?—1
2 )

f (@) =

X
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f// — ¥

Tocka (1, %) je tocka infleksije.

5. ASIMPTOTE

Funkcija nema asimptota.

t
N[

S |
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Zadatak 1.162. Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije
1
f (@) =t

Rjesenje. Ispitivanje toka ove funkcije ne¢emo napraviti standardnim postupkom iz razloga
§to nalazenje stacionarnih toc¢aka nije jednostavno i moraju se primijeniti numeric¢ke metode.
No, znamo reéi neke stvari o ovoj funkciji. Domena ove funkcije jest (0, 400) te funkcija
nije niti parna niti neparna. Derivacija ove funkcije jest

f(z) = x> (1_£M>

X

te vidimo da je f'(z) =0 <= 1—Ilnz =0 <= =z = e. Ispitujemo prvu derivaciju
tablicom predznaka.

0 e 400

1=
RS

Dakle, tocka (e, v/e) je lokalni maksimum ove funkcije. Ispitajmo kako se funkcija ponaga u
okolini tocke 0. Imamo

. 1 .14 lim 22
lim zz = lim ez "% = ez=0+ 7 |
z—0+ z—0+

Za x < 1 vrijedi 1 > 1 pa je
Inz

IInz| <

Kako |Inz| — 400 kad = — 0+, tada i ‘1“7“’" — +o0 kad z — 0 + . Micanjem apsolutnih
zagrada vidimo da izraz ide u —oo jer je prirodni logaritam negativan na (0, 1) . Dakle,

. 1
lim z= = 0.
z—0+

Preostaje ispitati ponaganje funkcije kad x — 400. Imamo

. 1 lim oz
lim zz = lim ez "% = ev—=toe 7 |
T—~400 T——+00

1
x

Limes u eksponentu se lako L’Héspitalovim pravilom dobije da je jednak 0, pa je konacni

limes
1

lim z= =1.
r—+00
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A Y

S |

Zadatak 1.163. Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije
f (x) _ 2\/:):2+17\/a:271'
Rjesenge.

1. DOMENA FUNKCIJE
Dp=R\(-1,1)

2. PARNOST
f(—a) = 2/FFVETL (g

pa je funkcija parna.

3. INTERVALI MONOTONOSTI I EKSTREMI

-1

PR R
f(z) = 2verHi-vei-l (\/ac L Ve +1>mln2, fl(x)=0 < =0

f‘/

|+

Funkcija nema lokalnih ekstrema.
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4. TOCKE INFLEKSIJE

2
\/1‘2—1—\/.1)2—{—1) 11122 In2 N In2

+
(a2 +1)

() = Va2 +1-va?-1 v (
(22 —1) (22 + 1) (22 — 1)

Njw
Nlw

f” (z) = 0 nema rjesenja

—00 —1 1 +o00

|
f// _|_ :
|

Funkcija nema tocaka infleksije.

5. ASIMPTOTE

Vrijedi
Jm_ (@) =2"
S, £ () =277
A ) =1

pa je y = 1 horizontalna asimptota ove funkcije.
Ay

S |
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Zadatak 1.164. Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije
f(x) =z +sinz.
Rjesenge.

1. DOMENA FUNKCIJE
D; =R

2. PARNOST
f(—x) = —x +sin(—x) = —x —sinz = — (x +sinz) = — f (z)
pa je funkcija neparna.
3. INTERVALI MONOTONOSTI I EKSTREMI

f () =1+ cosz, f(x) =0 < er{knT}
keZ

—00 S 2T —TT 0 T e +00

1, |+

pN
N+
pN

Funkcija nema lokalnih ekstrema.

4. TOCKE INFLEKSIJE

f'(x)=—sinz, f'(x)=0 < ze | J{kn}
keZ

1

|
C|+
|

Tocke = € |Jpez {k7} su tocke infleksije.
5. ASIMPTOTE

Funkcija nema asimptota.
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2

—2m - 0 ™ 27

8

—27

Zadatak 1.165. Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije
f(z) =xsinzx.

Rjesenge. Ispitivanje toka ove funkcije ne¢emo napraviti standardnim postupkom iz razloga
sto nalazenje stacionarnih tocaka nije jednostavno i moraju se primijeniti numeri¢ke metode.
No, znamo reéi neke stvari o ovoj funkciji. Domena ove funkcije je R te vrijedi

f(—z) = —zsin(—z) = —x (—sinz) = xsinz = f (z)

§to nam govori da je funkcija parna. Takoder, ova funkcija nije nista drugo nego sinusoida
¢ija amplituda raste. Vrijedi
lim f (z) =0.

x—0

Takoder, vidimo da je ta funkcija "usendviéena" izmedu pravaca y = £z :

Nultocke ove funkcije su u svim nulto¢kama funkcije sin z.
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A Y

83

Zadatak 1.166. Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije
2
z—3
=z —1 .
f@)=z— ((x_z) )

1. DOMENA FUNKCIJE

Rjesenje.

Dp=R\{2,3}
9. PARNOST

Funkcija nije niti parna niti neparna.

3. INTERVALI MONOTONOSTI I EKSTREMI

$2—$
fa) =5t f@)=0 = ae{14)
0 1 2 3 4 +00
i
fl+] -+ -1+
NN SN S

Funkcija ima lokalni maksimum u to¢ki (1,1 — In4) te lokalni minimum u to¢ki (4,4 + In4) .
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4. TOCKE INFLEKSIJE

(@) =

Tocka (5 5) je tocka infleksije ove funkcije.

202

5. ASIMPTOTE

Vrijedi

pa je y = x kosa, a x = 2 i x = 3 vertikalne asimptote.

95

2(2z —5) " (g x_?
(22 — bz +6) fla)=0 = S 2
0o 2 23 4o
i i
I I
-1+ 7+
n'njuy
im L@
r—+oo g
im (f(z) —2) =0
lim / (2) = o0
aljiiréf(:n):—l—oo
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2 Integrali

2.1 Neodredeni i odredeni integral

Zadatak 2.5. Izracunajte integrale.

(a)

2
2
/x + da
2 +1
Rjesenje.
2 2
e+ 2 v+ 1 1 dr
/:c2+1 v /<x2+1+x2+1> . / x+/x2+1

[t

=z +arctgx + C

Rjesenje.
/(295 +5%) de = /(2”5 +5%) (2% 4+ 5%) do = / (2% 42 275" + 5°%) dx

. N e, AT 107 25°
_/4 da:+/10 d:]c+/25 do = +2 et +C

/ V1 — sin 2xdx

Rjesenge.

/\/l—sin2xdx—/Jl—Zsinxcosxdm—/\/Sin2:r+0082x—281nxcosxdac
2
:/<\/sin$—cosm> dx:/sinxd:v—/cos:cdx:—sinx—cosx—i—C

/ dx
1+sinz

Rjesenje. Koristimo univerzalnu supstituciju ¢ = tg §.
dz 1 2dt 2dt dt 2 2
/1+smx /1+1i§21+t2 /(1+t)2 /(1+t)2 t+1 tg 2 +1
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Zadatak 2.6. [zracunajte integrale.

(a)

8
/ (1 V22 + \3/5) da
0

Rjesenge. [Skical

8 8 8
0/(1+\/%+\/5)de0/

3
dm+x/§/méda@+/:ﬂ§daj
0 0
3 1
8 205\ |8 3L\ 8 7 22
e () 0 ()01
x) +V2 <3>0+(§+1>0 4Jr 3
(b)
41
/ —l-Q\/de
T
1
Rjesenge. |Skical

41 4

/ +2\/de:/
xT

1 1

Rjesenge. [Skical

Uocimo da je ovo tabli¢ni integral.

dx .
——— = arcsinz
V1—2z2

S

S
|

S gl
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(d)

100
/ijxdzz:
0
Rjesenge. [Skica]
100 1 2 100 g9 i+l
/Lmjxdx:/{:rjxd:n+/{:rjxd:v+---+/mzd:U:Zi/a:dz
0 0 =1
99 N 99
S i+l 1+ 1 ) 1 + 24
() () e () e
i=1 i=1

99(99+1)(2-99+1) 1 99¢( 99+1)

- 6 ty 9

= 330825

Zadatak 2.7. Izracunajte limese.

(a)

lim <n+ + z >
n—tos \ (n + 1) (2n)?

Rjesenje. UoCimo da je .S, zapravo

e _ om0 1
" (n+1)? (n+n)* 12\ (141) (1+2))

Dakle, S, je integralna suma funkcije f : [0,1] — R definirane formulom f (x) = o)

s obzirom na n—tu ekvidistantnu subdiviziju segmenta [0, 1]

1
O=p<r=—<--<zxp=—=1
n

313

i medutocke &, ; = % € [zi—1,x;] . f je neprekidna na [0, 1] pa je i Riemann integrabilna
na [0,1]. Dakle, (Sy),cy je konvergentan i vrijedi

1

lim <"+ 4+ )— lim S —/dgc _1
ntoe \ (4 1)? @n)?) v (L4t 2
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(b)
1a+2a+.__+na

lim
n——400 notl
e . . . @ ... «@ .. .
Rjeenje. Definirajmo S, = 24240 Viijedi

et (@)

Dakle, S, je integralna suma funkcije f : [0,1] — R definirane formulom f (z) =z
obzirom na n—tu ekvidistantnu subdiviziju segmenta [0, 1]

|

1 n
O=xp<r1=—< - <zxp=—=1
n n

i medutocke &, ; = % € [zi—1,x;] . f je neprekidna na [0, 1] pa je i Riemann integrabilna
na [0,1]. Dakle, (S,) je konvergentan i vrijedi

neN
« « «@ ! a+1
1 2 .. 1 1
lim R e = lim S, = /ac“d:c S ’ =
n——+o0 notl n—+o0 a+1lo a+1

0

Zadatak 2.8. Izracunajte limese.

(a)

) 1 2 2n —1
lim 7+ﬁ+“'+ 5

n—-+oo n

Rjesenje. Definirajmo S, = (L + L4+t 22751) . Vrijedi

n?2 n
1/1 2 2n —1
So=1(i424 4 |
n n n n

Dakle, S,, je integralna suma funkcije f : [0,2] — R definirane formulom f (z) = z s
obzirom na 2n—tu ekvidistantnu subdiziviju segmenta [0, 2]

1 2n
O=zp <1 == <" - <89y =— =2
n n

i medutocke &, ; = % € [xi—1, ;). f je neprekidna na [0, 2] pa je i Riemann integrabilna

na [0,2]. Dakle, (Sy),cy je konvergentan i vrijedi
2 2 s
1 2 2n -1
lim <—|—2+'-‘+ z )z lim Sn:/xd:r:x‘ =2
n

n—+oo \ n2 n? n——+00 2 1o

0
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(b)

1 1 1
lim + 4+ 4
n—>+00<\/2n2+n—12 V2n2 + 2n — 22 \/2n2+n'n—n2>
Vrijedi

o o 1 1 1
Rjesenje. Definirajmo S, = (\/2n2+n_12 + oo + -+ m) .

1
\/2 FRY \/2 2 _ 22 24m_m

Dakle, S,, je integralna suma funkcije f : [0,1] — R definirane formulom f(z) =

——L 5 obzirom na n—tu ekvidistantnu subdiviziju segmenta [0, 1]
24 (z—x2)

=1

313

1
O=xg<1=—< - <xp =
n

i medutocke &, ; = % € [x;—1, ;] . f je neprekidna na [0, 1] pa je i Riemann integrabilna
na [0, 1]. Dakle, (Sy),cy je konvergentan i vrijedi
1
10!_|_20!_|_.”_‘|_n0é

LU ot = Him Sn = / m / \/97
o Vi— (3

1
= = —XT 2

1 0] ] i (oen(2)

= 2arcsin —
3

[t
o |dt

1
2

Zadatak 2.9. Izracunajte limese.

(a)

12 52
lim (1+) <1+> ...(1+@>
n—-+oo n n n

Rjesenje. Vrijede sljedecée jednakosti:

M

12 22 2

Sp = n <1+;>2(1+Z>"2...<1+Z)
-
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pa vidimo da je pametno logaritmirati S,, kako bismo pojednostavili izraz. Znamo da
je logaritam neprekidna funkcija pa je logaritam limesa jednak limesu logaritma.

In S, = <1n(1+i) +221n(1+%) 2111(1—1—2))

n3 n? n?

1 22 2
n2 nZ n_
_ 1 ln<<1—|—1> >+1n (1+2) +--.+1n<<1+”)n2>
n n n n

Dakle, In S, je integralna suma funkcije f : [0,1] — R definirane formulom f (z) =

In ((1 + x)x2> s obzirom na n—tu ekvidistantnu subdiviziju segmenta [0, 1]

1
O=pp<1=—<"<zxpp=—=1
n

313

i medutocke &, ; = % € [xi—1, ;). f je neprekidna na [0, 1] pa je i Riemann integrabilna

na [0,1]. Dakle, (InSy,),y je konvergentan i vrijedi

1

1
=1In(1 du = -4z
lim hlSn_/ln<(1+$)x2)da:—/x21n(l+a:)dx— “ n(2+$) u Itz
n—+oo dv = z°dx v= %
0 0
i IR m2 1 [ 1 L g L
= 21D(1+$) ‘ / . /deac/xdx/ * +/dx
0 0 0 0 0
_ 2In2 5
3 18

- : . 22 5
Dakle, konacni limes jednak je e 3 ~1s.

n
n
;
oo kz_l k2 + 4kn + 5n2

Rjesenje. Vrijedi

n n 2 n
n 1 n 1 1
lim E = lim - E = lim - E
2 2 2 2 2
n——+o0 — k? + 4kn + 5n n—+oon P k? + 4kn + 5n n—+oo n pt (E) +4 (%) +5

n

Dakle, S,, je integralna suma funkcije f : [0,1] — R definirane formulom f(z) =

m s obzirom na n—tu ekvidistantnu subdiviziju segmenta [0, 1]

1 n
O=xp<z1=—< " <zxp=—=1
n n
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i medutocke &, ; = % € [zi—1,x;] . f je neprekidna na [0, 1] pa je i Riemann integrabilna
na [0,1]. Dakle, (Sy),cy je konvergentan i vrijedi

1 1

I -/
n—+oo £= k2 + dkn + 5n? a:2+43:+5 (z 4 2)
= 0 0

3
[t=z+2 0m2] [ dt
T ldt=dz 1-3] " ) 2+1
2

Zadatak 2.10. Izracunajte
1
/ewdx
0

3
= a]rctglt‘2 = arctg 3 — arctg 2.

koristeci integralne sume.
Rjesenge. [Skical

Izra¢unajmo limes

Vet V4ot Ve
Sn = )
n

To je jednako
1 n N
:—({L/E—’— \/e2+...+ 1/6n>
n
1/ 1 2 n
:—(en —’—en—|—--'+@n)
n

Dakle, S,, je integralna suma funkcije f : [0,1] — R definirane formulom f(z) = e
obzirom na n—tu ekvidistantnu subdiviziju segmenta [0, 1]

1 n
O=2xp<1=—< " <ap=—=1
n n

i medutocke &, ; = % € [zi—1,%;]. f je neprekidna na [0, 1] pa je i Riemann integrabilna na
[0,1]. Dakle, (Sy),,cy je konvergentan i vrijedi

2 n n
1—
lim SnZ{x:eﬂle_x roote E(l—kﬂ:—k -+ ”71):§. x
n—-+o0o n n n 1—
rz " —1 Ye e—1 1
= — _i.n (6—1)-\[ ln
n x-—1 n {Ye—1 e _ 1
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Znamo da je lim {/e =1, pa vrijedi
n—-+00

lim —2— =
n—+00 o5 1

[
—
~
L
o3
—
|
IL_'
B
aQ
~+
|
—
\
—_

Konacno rjesenje je dakle

1
1
lim S,=(e—1)- lim {e- lim —%— =e—1= [ e"da.
n—-+oo n—-+oo n—-+4oo en — 1
N—— 0
—1 -1
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2.2 Metoda supstitucije i metoda parcijalne integracije

Zadatak 2.18. Izracunajte integrale.

(a)
/(3x2 —2.CE+1) (x3—x2+x—9)7dx

Rjesenje.

2 3 2 7 o t:$3—$2+x—9 o 7
/(3x —2x+1)(z 7 —i—x—9) dr = [dt:(3x2—2x+1)dx]_/tdt

—ﬁ+0— (333—302—1—37—9)8

+C

Rjesenje.

e+1 t=e*+ux _[dt B .

ee

4
/ 22e® dx

e

Rjesenge. [Skica]

e 4 4 e’
/x36$4d:n— t=e" e e’ _l/dt ;
dt = e*' 4a3dx €€ s e 4 t
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(d) \
/x\/ 22 + 9dx
0

Rjesenge. [Skical

jxmdx:{t_x +9 ng} /\[dt 1 (2752))9 98
0

dt = 2xdx 4+— 25

Zadatak 2.19. Izracunajte integrale.

(a)

Rjesenge.

/lnxd - u_lnx du:‘i—x - lnx+1/dm_ lnx+1 -1 1 1
T dv=2 =17 T2 0 BT T2 2792 T T2 2

3

(b)

Rjesenje.

x do — u=x du =dx| tor — | torde — t=coszx
cosz 0 |dv= & v=tgzw —rier XU =\ it — _sinxdx

cos?x

dt
::Btgx—i—/t =ztger+In|t|+ C =ztgx + In|cosz| + C

/ e® sin? zdx

Rjesenge.
=sin’r du = sin2xd
" sinzdy = | SH; voau= s xac Y = evsinz — [ e sin22dz
dv = e*dx v=e
——
(&)

Rijesimo integral koji smo oznadili s (A).

u =sin2z du = 2cos2xdx

(A):{dv:eﬁdm o ot }:e sm2x—2/e cos 2xdzx
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= 2 = —2 i 2
= Zv _C(;di du . _S:; zdz| _ e’sin2x — 2 | e” cos 2z + 2 / e’ sin 2zdx
| S —
(A)
Dobili smo linearnu jednadzbu s nepoznanicom (A) koju rjesavamo.
(A) = e"sin2x — 2e” cos 2z — 4 (A)
5(A) = €” sin 2x — 2e” cos 2z
e* sin 2o — 2e” cos 2z
(A) = 3 +C
Sada je pocetni integral jednak
T sin 2x — 2e” 2
/exsiDQxdx:exsian— ¢ ST 3 ¢ coser +C
@ t
. parctgx
/ AL,
(1+22)2

Rjesenge. Oznacimo pocetni integral s (A).

(A) U = ﬁ du = (1+d:32)% T . eATCtE T eArctg p

_ V = — x
dv = 761;;2 dv v = e¥ct8r V14?2 (1+ xQ)%
u = 1 du = Ldl‘?) arctg x arctg x
_ Vita? (14a2)3 | = T € S —(A)+C
dv = 76211:::’; dr v =8 Vita2 V1422

Dobili smo linearnu jednadzbu s nepoznanicom (A) koju rjesavamo.

1 T - earctga: 6a]rctgx
(mz( —~ >+C
2\ V1i+22 V1+2?

earctgaz (J) _ 1)

/1t a2
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Zadatak 2.20. Izracunajte integrale.

(a)

2
/a:Q\/ 4 — x2dz
0

Rjesenge. [Skical

2

/ 2 [x—Qsint 0—0
4—x

0

g
_ <2 w2
dr =2costdt 2— T ]_/45111 t 4(1 sin t)2costdt
0

O\
[VE]

4sin?t (2cost) (2cost)dt = 16 [ sin®tcos®tdt = 16

O\..w\ﬂ

S — i
»Jk\ =
@A,

B
)

[\
=
Q
&

jus s
2

:2t2_2<81n4t) 5
t 0
(b)
1
23
/a:6+2a:3+1
0

Rjesenge. [Skical

+ 23)?
1 1 ff@e—1)-2 P oda
-1 1‘_7 2 2 _/
3n|:c+] 3 P ]
0
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1 1 1
2z — 1 1
/ T g +5 / /
—z+1 2.) (z- 1+ x3
0 0 0
=0 (A1) (K2)
Integral (A1) jednostavno se rijesi supstitucijom

t:m—% 0»—>—%
dt=dz 11

_ 2
3

(=2 \

a integral (Ag) rastavom na parcijalne razlomke svedemo na laksi oblik. Pocetni
integralna kraju je jednak

1 1
J/ 3 J h12 12 2 31 j/ dz
— a4 = —— arc
26 + 225 + 1 T gl T 31+x30 1+ 23
0 0
m2 3r 1 2( In2
13 )

1
27 6

<1 1
/bln nxdm
T

Rjesenge. [Skica]

e

1
sinln x=¢e 1—=0 ) 1
/ . dx_[dx:etdt 6HJ—/s.lntdt——costo—l—cosl
1 0

/ dx
sinx
Rjesenje 1.

/ dx | x=2t _2/ dzx _/ dt _/sin2t+c052tdt
sing |dr =2dt| sin2t | sintcost sintcost

B costdt smtd B u = cost v =sint dv du
sint + cos du = —sintdt| |dv = costdt

=In|v| —In|ul —i—C’zln)tgg‘ +C
Rjesenje 2. Koristimo univerzalnu supstituciju ¢t = tg 5.

dx 1 2dt dt
/sinx [ gg} ‘/1+t21+t2 /t nlt|+C=In g +C
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(e)

/ dx
Ccos T

Rjesenje. Koristimo univerzalnu supstituciju ¢t = tg 5.

/ da = g2 / 1 2dt / 2dt
= = =| = —_— = In
cos T &3 L—rg 1+ t2 1—t2

t+1
t—1

tgg +1

g3 —1

’-FC:]H‘ ‘+C

Zadatak 2.21. Izracunajte integrale.

(a)
/ sin 3x sin Sxdx

Rjesenje.

1 1 9 .
/Sin 3z sinbxdr = 3 /cos 2xdx — 3 /cos Spdy = 22t S 8z +C

4 16
1 2
J ()
x
Rjesenge.
Inz\? x=e t Qt t2 u=1t> du=2tdt
JU5) o= | Ziae] = [ (&) o= [ Q=02 V2

et

:4%*+/}4%ﬁ:bfff%tjﬁi?ﬂz—ﬁftﬂm*+g/fwt

In?z + 21 2
:—t2e_t—2te_t—26_t+cz_nx+ nz+ +C

T
/sinlnxdw
sinln xdx = z=¢ = [ sinteldt
MM LAL =1 g0 — etat| — e
————

(A)

Rjesenge.

Rijesimo integral koji smo oznadili s (A).

u=sint du = costdt u=cost du= —sintdt
A = = gj t— t =
(8) [dv = eldt v=e¢ ] sin te /€ cos tdi [dv = eldt v=e¢
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=sinte’ — e’ cost — (A)
Dobili smo linearnu jednadzbu s nepoznanicom (A) koju rjesavamo.

el (sint — cost)

A)= C
(A) 5 +
Sada je
Inx (o _ 3 . _ ]
/sinlnxda: _ et (sinlne —cosluz) o, z(sinlne —coslnz)
2 2
(d)
/ (334 + 333) cos zdx
Rjesenge.

/($4+3$) cos:vdx:/x4cos:c+3/xcosxdx

Rijesimo oba integrala s desna. Desni se integral vrlo lako rijesi.
U=z du = dx ) ) .
z cosxdr = . =gsinx — [ sinadxr = zsinx +cosx + C
dv =coszdr v =sinz

Lijevi integral rjesava se uzastopnom primjenom parcijalne integracije.

4 u=2z! du = 423dx 4 . 3 .
z* cosxdr = . =z sinx —4 | z°sinxzdx
dv =cosxdxr v =-sinx

dv =sinxdx v = —cosz

_ .2 _
/x2cosxd:1:: [ u== du-2xdw] :xQSinx—Q/xsinxdx

dv =coszdr v =sinx

_ .3 9.2
/x3sinxda;: [ w== du = 3x dac] :—x3005x+2/x260sxdx

. u=x du = dx .

zsinxdr = . = —xcosz+ [ cosxdr = —x cos x+sinx+C
dv=sinxdr v= —coszx

Konaé¢ni integral jednak je

/ (z* + 3z) coszdr = 2'sinw—4 (—2® cosz + 3 (z?sinz — 2 (—z cosx +sinz)))+3 (vsinz + cos x)+C

odnosno nakon pojednostavljivanja je jednak

(43@3 — 24x + 3) cosx + (x4 — 1222 + 32 + 24) sinxz + C.
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Zadatak 2.22. Izracunajte integrale.

(a)
/ arcsin? zdx
2

: 2 arcsin x :
. u = arcsin“x du = &=L dy . xr arcsin x
/arcst rdr = [ Vi-z® ] = zarcsin?z — 2/ ——dx

dv = dz V=1 V1 — 22

Rjesenje.

t = arcsinz . 9 )
= gt = _dz =gzarcsin®x — 2 [ tsintdt
T V12
(A)
Rijesimo integral koji smo oznadili s (A).

u=t du = dt )
(A) = [dv:sintdt v:—cost} ——tcost+/costdt——tcost+51nt+C’

Sada "povratnom supstitucijom" imamo
/ arcsin® zdx = x arcsin® z—2t cos t—2 sin t+C' = z arcsin® z+2 arcsin z cos arcsin x—2x+C'
= yarcsin® x + 2v/1 —2?2arcsinz — 2z + C
/x2 vV 1+ x2dx
Rjesenje.

/x2\/1+x2dm: [d::::ﬁlfdt} :/sh% 1+sh2tchtdt:/sh2tch2tdt

sh? 2t 1 1 [chdt—1 1
= dt = = [ sh?2tdt =~ | ————dt = = hat — 1) dt
/ 4 4/S 4/ 2 8/(C )

1 1 [sh4t 1 (sh(4Arshx)
—8</Ch4tdt /dt) 8( 1 t>+C—8<4 Arsha:)—i—C

= é <SL‘\/1+I‘2+2$3\/1+$27AI‘Sh£C> +C
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()
/ arctg v/rdx

Rjesenje.

= t du = __dw d
/arCtg \/de = [u arcte \/E b \/5(2I+2)] = (L‘&I‘Ctgﬁ - / %

dv = dx V=2

_ 42
= [dw—t ] x arctg /x — / dt-:carctgﬁ—/dt+/

x = 2tdt
= xarctg\/x —t + arctgt + C = varctg Vo — /x + arctg Vo + C

/ 2% arccos xdzx
Rjesenje. Oznacimo pocetni integral s (A).

(A) = u = 2 du = 2xdx
~ |dv = arccoszdz v = [arccoszdx

Rijesimo integral koji smo dobili za v u parcijalnoj integraciji.

uw = arccosx du = —=2Z
arccos xdx = V1-z? | = gparccosx + /
/ [ dv = dx v==z ] \/1—362
=1—z2 dt
= [dtt _ 1—2xxdx] = X arccos ac—|—/ Tﬁ = I arccos r— 7 = zarccosr—V 1 — z2+C

Sad je pocetni integral jednak

(A) =2? (:Barccoszc —V1- xz) — 2/1‘ (xarccosa: —V1- xQ) dx
= 22 (ac arccosx — V1 — x2> — 2/3:2 arccos xdx + 2/3:\/ 1 — 22dx
N

(A1)
Rijesimo integral koji smo oznadili s (Ay).

[t=1-2? Vudu 1 o 2
(Al)_[dt:—lvdaJ / ——§u2—|—0_ (1_:13) +C

Dakle, pocetni je integral jednak
2
= 2% arccos x — 22 —x — +
(A) = a3 1—22-2(A) - -+ C
(1—2?)2

1
3(33 arccos T — T \/1—m2—f\/ 1—22) >

113
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Zadatak 2.23. Izracunajte integrale.

(a)
/ arcsinz 1+ 2 d
x
21— 22
Rjesenge.
arcsinz 1+ x? t= arcsinx / t . 9 / tdt / tsin?t
dr = = 14sin“t) dt = + dt
/ 2 /122 [dt 1 xz ] sin? ¢ ( ) sin? ¢ sin?t
—_—— —}/ ——
(A1) (A2)
Rijesimo integrale koje smo oznacili s (A1) i (Ag).
2 (2
(A2):/tdt=+czarcsmx+c
2 2
u=t du = dt Cost
(Ay) = [dvzsizét _—ctgt] tctgt+/ctgtdt —tctgt+/

= —tctgt +In|sint| + C = lnx — arcsinz ctg arcsinx + C
Sada je pocetni integral jednak

/ arcsinz 1+ 22 arcsin? x

dx = Inx — arcsin x ctg arcsin x + — +C

x2 1 — 22

16
/arctg \/Vz — ldx
1

Rjesenge. [Skical

16

u=arctg\//r —1 du=—34&
/arctg\/ﬁ— ldx = [ gVVe 4x\/\/51]
1

dv = dx V=2

16
[~ 6 1 dz r=t> 11
= x arctg \/5—1‘ —/:[ ]
1 4 _ dx = 2tdt 16— 4
) Ve -1

V3
t=224+1 1—0] 167 [2*+2
\/tf dt = 2zdz 4+ V3|

1

1671'

dz

z
0
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()

/ e” sin x sin 3zdx

Rjesenje.

1 1
/em sin x sin 3zdx = 5 /em (cos 2z — cosdx) dr = 3 /em cos 2zdx — / e’ cosdxdx

(A1) (A2)

Rijesimo integrale koje smo oznacili s (A1) i (Ag).

(Ay) = [u =cos2x du = —2sin2zxdx

— T T o3
dv — e*dx v = ot ] =e c052x+2/e sin 2zxdx

_ [u =sin2x du = 2cos22xdx

— o T g _
do — ot dy S ]—e cos2z + 2 (e*sin2x — 2 (A1)

Dakle, dobili smo linearnu jednadzbu gdje je trazeni integral nepoznanica. Vrijedi

(A1) = e"cos2x + 2e”sin 2z — 4 (A1)
5(A1) = e” cos2x + 2¢” sin 2z
e” cos 2x + 2e” sin 2z

(A1) = 3 +C

Rijesimo sad drugi integral.

u = cosdr du= —4sindxdzx

(Ag) = [dv:ezd:c b — ot ] =e cos4x—4/e sin 4xdx

_ [u =sindx du = 4cosdxdx

— T T L3 _
do — eda b o ]—e cosdx + 4 (e” sindx — 4 (Ag))

Ponovno imamo linearnu jednadzbu koju rjeSavamo za trazeni integral. Vrijedi

(Ag) = e” cosdx + 4e” sindx — 16 (Az)
17 (Ag) = €* cos 4z + 4e” sindx
e® cosdx + 4e” sin4x

(Ag) = . +C

Dakle, kona¢ni je integral jednak

5 17

1 (e”cos2z + 2¢"sin2z  e” cosda + 4¢” sin 4
/exsin$sin3xdx—2<e cos 2z + 2e¥sin2x  e* cosdx + 4e” sin x>+c
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Zadatak 2.24. Izracunajte integrale.

(a)
1 2
/ V1ta? ——dx
14 22

Rjesenje.
Vita? \/x—l—\/l—l-x?d _ t=Vuz v1+x
IR RV e R YV
V1+zx2. 2t /
= . dt=2 [dt=2t+C=2\/z+V1+22+C
/\/1+J:2 t?
(b)
dx
/xlnxlnlnx
Rjesenje.
/ dx _(t=Inz| dt ~ |u=Int| du “lnfu+C
zlnzlnlnz dt:%’c ) tlnt du:% - n

=In|lnt|+ C =In|n|nz||+C

arctg /x dx
N

Rjesenje. Oznaimo pocetni integral s (A).

u=arctgJr du= =92
Ve2et2) | — 9arctg? o — (A
dv = 7\/5?111) v = 2arctg /x g Vr—(4)

1z ove jednadzbe s jednom nepoznanicom dobivamo

(A) = arctg? /z.

(a) =

Rjesenge.

tzlnH'J 1— 2't
/ Lo (22 . (1_;) :/ 1 (1-2?) g 1/tdt
1— 22 1—x d$_(1_x)dt 1 — a2 2 2

- 2
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(e)

/ dx
ez + et
Rjesenje.

/ dx _[mzlnt]_/ dt _{t—@ﬂ}—z/du
€% e da?:% a t(\/i—l—t)_ dt = 2udu| u(u+ u?)

du du du 1
_2</u2+/1+u_/u> _2(—u+ln|1—i—u|—ln\u|>+0

—ln)\/eT”

:2<—\}i+ln‘l—|—\/i‘—ln‘\/i‘)—|—C':2<—\/1€7—|—1n‘1+\/67

xT T 2
=—-2¢"2+1In <<1 —|—e_§> ) +C
/em+ln:pdx

em+ln:pdl_ — emelnxdx _ re¥dr — U= du = dx
dv=¢e*dx v=2¢€"

:xe‘”—/e‘rd:c:xe‘”—ex+C’:ex(a:—l)—i—C

)+c

Rjesenje.

Zadatak 2.25. Neka je f: R — R neprekidna funkcija. Dokazite sljedeée jednakosti:
(a)

b b
/f(a—i—b—x)d:v:/f(x)dm
Rjesenje.
b . X
/f(a+b—x)dx: [t;t“j_bd;w Z:(Ij :/—f(t)dt:/f(x)dx
@ b a
(b) ) )

/f(sinx)dx:/f(cosx)dx
0 0
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Rjesenje.

Rjesenje. Po prvom podzadatku imamo da vrijedi
/xf (sinz) dr = / (m—x) f(sin(m —x))de = /ﬂ'f (sinz)dr — /;Uf (sinz) drx
0 0 0 0

iz ¢ega imamo da je
s

/xf(sina:)dx: ;T/f(sinx)dx.
0

0
Zadatak 2.26. Izracunajte

rsinx
72d$.
1+ cos*x

o

Rjesenge. [Skical

Oznacimo pocetni integral s I. Po zadatku 2.25. znamo da vrijedi

™

s s
I—/ xrsinx dx_/(W—x)sin(w—az)dw_/(Tr—ar)sinxdx
1+ cos?x 14 cos? (m — z) 1+ cos?x
0 0

0
Tr . Tr .
sinzx rsinz
1+ cos*x 1+ cos*x
0 0

| S ——
I

Dobili smo linearnu jednadzbu u ovisnosti o integralu.

™

2I:7T/Smxdx
1+ cos?z

0
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Preostaje izracunati dobiveni integral. Vrijedi

by 1
sin do — t=cosx O—1 | ac " tl oo
14 cos?z T dt = —sinwdr 7w —1] 1+t2_arcg 12
0 1

Dakle, vrijednost pocetnog integrala je %2.
Zadatak 2.27. Izracunajte

t
if (arctg o4l — %) dx
lim

t—+00 Int

Rjesenje. Dokazimo da i brojnik i nazivnik ovog razlomka divergiraju kad t — +oo. O¢ito,
iz rasta funkcije Int, imamo da Int — 400 kad t — +o0. Za brojnik koristimo grani¢ni

kriterij. Definirajmo f (z) = arctg i—ﬂ — 1 Uodimo
lim @ - 0 iy i -1
r—+00 % 0 r—+00 — (1‘2 + 1) ’
+oo +o0
pa kako integral [ d?x divergira, divergira i [ f(z)dz. Definirajmo s F (t) primitivou
1 1

funkciju funkcije f (x), tj.

1
To je funkcija sa svojstvom da je F' (x) = f (x). Tada vrijedi

i 20 _ (f) Lo 10
t—+oo Int 00 t—+o0 %

pri ¢emu smo gornji limes izracunali ve¢ u zadatku.

Zadatak 2.28. Dokazite ,
x

t
1f <dt
LI e =
Rjesenje. Dokazimo da i brojnik i nazivnik ovog razlomka divergiraju kad ¢t — +o0. Za

nazivnik vrijedi
2
x

.’EQ
. e oo\ L'H .. e’ 2x
Iim —=(—) = Ilm = +00.
z—+oo T 00 T—+oo 21

119



Rjesenja zadataka iz MA2 Ivan Cori¢, Paula Horvat

Za brojnik definirajmo f (t) = %t Uoc¢imo

lim @ = <O> M jim ef = 4o,
t—foo £ 0 t—+o00

+00 +oo

pa kako integral [ % divergira, divergira i | f(t)dt. Definirajmo s F (z) primitivnu
1 1

funkciju funkcije f (t), tj.

F(2) :/f(t)dt.
1

To je funkcija sa svojstvom da je F' () = f (t). Tada vrijedi

——<—— = lim =1.
z5+oo 2% (22-1) z—+oo 22 — 1
23

lim .
T—+00 ;C—QQJ»’

2 , (2 . 2
F(x):<§)L:H lim F' (2?) - 22 ) x

pri ¢emu smo gornji limes izra¢unali veé¢ u zadatku.

b
Zadatak 2.29. Odredite sve neprekidne funkcije f : [a,b] — [0, +00) takve daje [ f (z)dzx =

0.

Rjesenje. Funkcija f je Riemann integrabilna na segmentu [a, b] kao neprekidna funkcija.
No, ona je integrabilna i na svakom segmentu [a,z] za a < x < b. Stoga, moZzemo definirati

F(x):/f(t)dt

za koju vrijedi F' (z) = f (x). Iz ¢njenice da je f (z) > 0,Vz, zaklju¢ujemo da je F' (z) >
0,Vz, pa je F rastuca funkcija. S druge strane, vrijedi

F(a):/f(t)dt:()

b
F(b):/f(t)dt:()

gdje jednakost za F'(b) slijedi iz pretpostavke zadatka. Dakle, F'(a) = F (b) = 0, §to uz
rast od F' implicira da mora vrijediti F' (z) = 0,Vz. Dakle, F' je konstantna funkcija i time
je F' (z) =0,Vx, pai f(z) =0.
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2.3 Integrali racionalnih funkcija

Zadatak 2.32. Izracunajte integrale.

(a)

/ zdxr

2+zr+1

Rjesenge.
/ zdx 1/2x+1—1d 1/ 2xz +1 d 1/ dx
_— - —_—Qr = — —_—aQr — — _—
24+z+1 2) 2242+1 2) 2+x+1 2) 2+x+1

dzr

zlln’x2+x+1|1/
: 2 ey

:%ln‘xQ—i—x—i—l‘—

/
/(x—2)dx+/

12 2+8act<
= —x“—-2x+ —ar
2 V3 &

/

dx B
/(m2+3)(x2+1) -

V3
x3dx

Rjesenje.

/

x3dx dx

22+ +4

dx

Rjesenje.

/

dx B
4+ 42243

—11|2+ +1 L1
_QDSC X 2% x+l2
(22) +1

1 2x +1
arctg< vt >+C

224+ 2 +4

L 5
S o VO
2y2c+4 20 T /

1
+x>+c

xd + 422+ 3

=/

dr

V3
2

V3

dx
(z+1)*+3

V3

dx
241

dx +1
2+3 2

/

——Larct <x>+1arct x4+ C
T o3\ 3) T2 s
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Zadatak 2.33. Izracunajte integrale.

(@) 3
/ (;Z;__l; dx

Rjesenje.
(x+1)° / / wdz / dz
— = 4)d 7T —— "
/372_35 (@+4)de + ac(an—l)+ 22—z
L 5 dx dx dx
== 4 Y Bl
2x+x+7/x_1 /x+/x—1
(b)
e
/m4—1
Rjesenje.

/J;4di1 :/(xQ—lc)lfo—i—l) :/(az—l) (:cfli-xl) (x2+1)

1 d 1 d 1 d 1 1 1
:/ v _/ i _/ a: zfln]a;—ll—zln]a:—f—l\—§arctga:—|—0

4 ) z-1 4) z+1 2) 1+22 4
1 —1 1
:Zln §+1‘—2arctgx+0
()
/ ztdx
(z+1)°

Rjesenje. Rastavom na parcijalne razlomke imamo

xt N 6 4 N 1 5
_r ., _ _3
(x41)° I+2 (1+2)? (Q+2)?

pa po linearnosti integrala vrijedi

/m:/xd$+6/1cfx_4/(1ixm)2+/(1ixx)3_3/dx

2
1
:£+61ny1+z\+ - 5 — 3+ C
2 I+ 2(1+ux)
z(z+2) (22 —6x—6
=6In|l+z| + ( )( )+C’

2(1+x)?
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Zadatak 2.34. Izracunajte integrale.
(a)
/ r2dx
(1+22)°

Rjesenje. Oznadimo pocetni integral s (A).

/ x2dx uU=2x du = dz T +1/ dzx
_— = xdx 1 e — — _
(142273  |=qley V= —qee 414222 4) 1+a2)?

T 1 1422 — 22 T 1 dx x2dx
=it aaoaeE e\ o2 o2
4(1422)% 4 (1+ 22) 4(1+22)* 4 1+ (1+ 22)

Trazimo vrijednost zadnjeg integrala.

/ o?de u=ux du=dz | 2 +1/ de
(+227  |®=gisp V=) 20+07) 2) 1422

i Llactgrtc
— T T 5% — ar
S0+ 5 arctg

Dakle, kona¢no rjesenje pocetnog integrala jest

T 1 T
A)=——" 4 arctgr+ —— + C
&) 1(1+a2)? 8RR

-1
——d
/:L‘(acBJrl) v

-1 2 dx dx
T T e = _
x (28 +1) x84+ 1 )+
—_— —

(A1) (A2)

Rjesenje.

Racunamo posebno gornja dva integrala.

1 d =8 1 fdt 1 1
(A1)=/8$ x_[t $+1}:/— ln|t|+C’:§1n|:c8+1‘+C

8 ) 28 +1 |dt=82"dx s/ t 8
dx t=1+% 1 [dt 1 1 1
Ag)= ————— = =—— | —=—h|t|+C=—In|l4+ =< |+ C
(A2) $9(1+%s) [dtz_féfw 8J) t 8nH+ g +x8+
Dakle, rjesenje pocetnog integrala jest
28 —1 1 1 1 |zt +228 +1
— — de==(In|2®+1]+In1+— C=-ln|———|+C
/x(xs—i-l)x 8<n‘$+ [+1n +x8>+ g 8 ‘+
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()

1424
d
/1+x6 o

Rjesenje. Rastavom na parcijalne razlomke, dopunom do potpunog kvadrata te sups-
tituiranjem imamo

/1+x4d 2/ dx +1/ 1+ 22 J
1+ 26 3) 1422 3) z4—22+1

—zarct ;L"—I—l/ dz —I—/ de
3T\ 2@ vEe+ 1) ) 2@ = Vaz+ 1)

—2arctga:+/ d:v2 +/ de
et | ey ey

2 1 2dx 2dx
:§arctg1:+6 2 5 + 2 5
(22 +V3)" +1 (22 —V3)"+1
_ t=2r+V3| [u=2x—-+V3 —garct :U—i-} dt N du
| dt = 2dz du=2de | 37T T3\ ) 11 1+ u2

2 1 2 1
=3 arctg x—i—g (arctg 2 + arctg u2)+C =3 arctg x+§ <arctg (2(L‘ + \/§> + arctg (235 — \/§>)+C

Zadatak 2.35. Izra¢unajte integrale.

(a) Autori nisu bili uspjesni pri rjesavanju ovog zadatka metodama kolegija MA2. Ako
uspijete rijediti, molimo Vas da nam se javite s rjeSenjem na jedan od mailova navedenih
u uvodu.

(b)

/a;5+x4—2
—dx
x4 —4x2 + 4

Rjesenje. Oznacimo pocetni integral s (A). Uocavamo da je stupanj polinoma u
brojniku veéi od stupnja polinoma u nazivniku, pa dijelimo ta dva polinoma.

5 4 3 2
z°+z* —2 4a° + 4x® — 4x — 6
—_——dx = 1 d d
/x4—4x2+4 o /(anL ) x—l—/ x4 — 422 +4 v

Drugi integral se lako rastavom na parcijalne razlomke svede na

3 2 g
/4x +42° — 4z 6dx:/4(x+1)dx+/2<2$+1)d:1:
—_—

rt — 422 +4 xz? -2 (22 — 2)?

(A1) (A2)
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Posebno ra¢unamo (4;),i € {1,2}.

ol ) (e fedia)
1

2v/2 \f 2f/x+\f>

1
:4<zln‘x2—2‘—|—

—2<ln‘m —2‘4—\[(111‘:0—\[’ ln‘x—i-\[‘))—i-C’
—2(111‘372—2‘—1—?111 x;£)+0—21n|x2—2‘+\/§ln x;g +C

2xdx dx 2zdx dx
(A”:Q/M”/MZZ/MH/ (r—v2) (z + VD)

_ 2rda V2 [ dex V2 [ do 1 [ de 1 [ dv
_2/(332—2)2+2<163 r+v2 16 x_\/?+8/(9€+\/§)2+8/(3;_\@)2

-2 V2 1
= +2 —ln‘x%—\f‘ —ln‘ \f‘ +C
2-2 (16 x—l-\f) 8(:6—\5)
=2 +£1 42 20 _ w4 V2
T22-2 0 8 |r—+2| 4(®-2) 4-222 " 38 x_\/i
Dakle, konacno rjefenje jest
x? x—2 r+4 V2
A)="tz+2In|z>—2|+v2n —In +C
(4) 2 | | +vV2| 4-—222 x—2
at+ 223 — 222 —b5x —4 x—2 V2 r—2
= +2Inl]z? -2/ ++v2In — —1In +C
3@ -2) e e P N P,
x* 4+ 2x° —2x“ —br —4 5 2 T — 2
= —}—ln(w -2 )—I—ln +C
2 (22 - 2) ( ) (x+\/§>

(¢) Autori nisu bili uspjesni pri rjeSavanju ovog zadatka metodama kolegija MA2. Ako
uspijete rijesiti, molimo Vas da nam se javite s rjeSenjem na jedan od mailova navedenih
u uvodu.
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2.4 Integrali iracionalnih funkcija

Zadatak 2.39. Izracunajte integrale.

(a)

/a:\3/4+3xd:1:
Rjesenje.
Vaaszde= |23 L M= [ -2 [
v YT gt =3dz | T 9 =9 9
1 = 14 1 7 1 4
—ﬁt:’)—§t3+C—ﬁ(3x+4)3—§(3x+4)3+0
(b)
Vadz
1++z
Rjesenje.
t= 2 241-1 -1 1
NVrds Ve :2/tdt:2/t+dt:2/<t><t+>dt+2 dt
1+vz  |dt=5/ 1+t L+t L+t L+t

= 2/tdt—2/dt+2ln|1 +t|+C = ?*—2t+2In|1 + t|+C = 3—2y/z+2In (1 + V7)+C

()

/\/:E+1dx
VT — 1
Rjesenje.
VI +1 T =t /t(t—i—l) /t2+t /(t—l)(t—l—2)+2
do = =2 dt =2 dt =2 dt
V17 da = 2tdt t—1 t—1 t—1

dt
:2/(t+2)dt+4/t_1:t2+4t+41n|t—1+C=x+4ﬁ+4ln}ﬁ—1]+c

Zadatak 2.40. Izra¢unajte integrale.

(a)

x
d
/ 2—1::6
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Rjesenje.
\/g t2dt u=t du = dt
/ dac— Atdt :4/22: do= -t p—=___L _
dr = 1427 (l—l—t) (14¢2)2 2(1+t2)
——7% —|—2/ di = — 2t + 2 arct t—i—C-—Z +2arct 7‘1-0
i1 1+ 1442 8 - 8
\/2x—x2+2arctg,/ +C
(b)
dx
z—Va? -1
Rjesenje.
dx | x=cht | _ shtdt _ shtdt
r—+x2—1 |de=shtdt| | cht_Ven2t J cht—sht

—/sht(cht+sht)dt—/shtchtdt+/sh2tdt

Izracunajmo ova dva integrala.

= 1 1
/shtchtdt: [du sht ] :/udu:u2+C’:2Sh2t+C

u = chtdt 2
2t —2t
2y = [ 2R T L g L
/sh tdt—/ 1 dt = 2/ch2tdt 2dt— 4sh2t 2t+C
Sad je pocetni integral jednak

dx 1
—h2t —h2t——t
w_\/i_ 2s + -5 2+C‘

1 1 1
= §Sh2Archx+ ZshZArchm — §Archx+C

C(z-1D(z+1)+tavr—1Vo+ —Arch:z:+0
B 2

1 1+ 22
dr
1—2z\ 1-2z
Rjesenje.
/ [1+2s, ,/}%g _/ t2dt _/t2+1—1dt
=2\ 122 ™ = _2dt | [ 4241 t2+1

(t2+1)
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1+ 2z 1+ 2z
dt — t — arctgt + C = — arct C
/ /t2+1 arctgt -+ 1— 2z arcg( 1—2x)+

Zadatak 2.41. Izracunajte integrale.
(a)
/ dx
x0v/x? — 1

Rjesenge.

dx = cos’ t dt
— cost cos® tdt
264/22 — 1 d:c—tgtcost cost

a na vjezbama je izvedeno da je

n—1 _ 1 _ .
/Cos" rdr = /cos” 2 xdx + = cos™ ! zsinz.
n n

Dakle, konacan integral jednak je

dx 8 . 1 4. 4 2, .
/m:wsmt—i-g)cos t31nt—|—1—5(:os tsint + C
= [t = arccos %} [sin arccos T = m] [cos arccos ¥ = :v]
_ (8x4 + 422 +3) V2 -1

1525

+C

/\/Q—x—dea:

Rjesenje.

t*:):—l— sin u
/2 — x — 22dyp — 7 _ _ 42 2
/ T — xédxr = /1/ :c—i— ] /\/ t4dt = [dt QCosudu]
/1/9 g sin? COS’LLdU_* COS udu- /du w +C
4 4 2
= — | arcsin 2t + cos arcsin 2t - sin arcsin % +C
_8 3 3 3

9 C(2r+1 e 20 +1\?% 22 +1 Lo
= — | arcsin - .
g | M 3 3 3

9 2 1 2
:8<arcsin< x;— >—|—9\/2—m—x2(2x—|—1)>+0
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()

/ \“’/2—|—x
x+\/2+:r
Rjesenje.
V2 Y 2 —2t
/x e =vitae) / dt:3/(t3t)dt+3/
:B—I—\/m _3tdt +t—2 B1t—29
12 2 —2t 12 2 — 2t
=37 =35 43 [ g —odt=37-343 dt
1T /t3+t— * /(t—l)(t2+2—|—2)
_3ﬁ 3ﬁ § dt 3/ ot —2
4 2 4)t—1 4) t24t+2
=22 e 1|+15/2t+]L 27/ dt___Tu=0+t+2
4 2 124+t +2 8 ) 24+t+2 |du=(2t+1)dt
3 3 3 dt
:Zt4—§t2—71 |t—1\+/— —
t+ 1) 41
_ 34 3 272\f t+3
_Zt —5 —71 |t—1|+—1 |u\——— arctg g +C

Konac¢no je rjesenje jednako

3 4 3 2 3

Z(\B/Z"_.’L‘) —5(\3/2+.'13‘) _Z
27/7 2+ T+ 3

~ g arctg g +C

Zadatak 2.42 Izracunajte integrale.

(a)

1n\€’/2+x—1\+1§51n‘(\3/2+a:)2+\3/2+x+2

16
/arctg \/vVz — ldx
1

Rjesenge. [Skical

16
/arctg \/ﬁdx =
1

16
6 1 dx
:xarctg\/ﬁ‘l —4/@:[
1

u = arctg \/v/x — 1 du:4d75"
€T

dv = dx

|

x = t2 11
dr = 2tdt 16 — 4
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V3
1 _[t=2+1 1m0 _16m [P +z,
2 Vi—1 |dt=2z2dz 4~ V3| z ¥
1 0
1
gﬂ 2V/3

(b) Autori nisu bili uspjesni pri rjeSavanju ovog zadatka metodama kolegija MA2. Ako
uspijete rijesiti, molimo Vas da nam se javite s rjeSenjem na jedan od mailova navedenih
u uvodu.

()

/ln(\/l—x+\/1+x)dx

Rjesenje.

_ _ 1 1 1
/ln (Vi—z+Vita)de = [u_ln Vi-z+VIte) du= Fm (_zﬂ—x t 2\/1Ta:) dx]

dv = dx V=21

:xln(\/1x+\/1+5”);/\/1_$i\/1+x (\/114—1' \/1—w>

/(\/1+m—\/1—:c) (\/1—x—\/1+:c)d

—xln(\/l—x—i—\/l—i—:v)—f

4 V1— 22
\/1+x—\/1—:v)
=zln(V1i—z+V1+z)+ = /( dx
(v )+ 7 —
1 f1—=+v1—=22 x =sint
:xln(\/l—x+\/1+$)+§ ﬁdx: |:d$:COStdt:|

1 1 1
=zln (\/1—x+\/1+x)+2/(1—cost)dt::L’ln (\/1 —:B+\/1+a:)—|—§arcsin:v—§m+0
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2.5 Integrali trigonometrijskih i hiperbolnih funkcija

Zadatak 2.45. Izracunajte integrale.

(a)

/sin‘lxcos5 zdx
Rjesenje.
. 4 5 . 2 2 | t=sinx _ 407 ,2\2
/sm T COS aqu:—/sm :c(l sin x) cosxdr = [dt:cosa:d:z:] —/t (1 t) tdt
9 27 P sinz 2 sin®
in’ +C

= [ (B =25+t dt=— -+ +C= _Z
/( +t%) s~ tE Tt 5 Zsinl @+ —

(b)
/tg5 xdx
Rjesenje.
5 sin® z t=cosx (sin? SL’)2 (1- t2)2
tgd z = dz = . S M R P
cos® x dt = —sinxdx cos® to
1-— 2752 t4 dt 1 1
_ / + / / / [+ C
—In|cosz|+ C

4 cos4 x 0052

()

vsin 2%

dx

Rjesenje.

Ccos T Ccos T f cos :U vetge
—dr = | —Y—/— - 5 dx
V/sin 2z v/2sin x cos :z: sin ;U s1n T + cos* x

\/§/ Vetga dx \[/ Vetgr  —dx [t = ctg:c} \f Vit vVt
= — = = 7d:17 =

1 + 00521’ sin? r 1+ Ctg2 T sin? r dt = e 2 1+ 2

:[ s ]: \[/ 122dz == \[/ zdz _\/5/(22—\/52—1—;;(2;—1—\/224-1)

dt = 2zdz
_ 3 \/Q/ zdz _\/ﬁ/ zdz __1( zdz _/ zdz >
4 22— \/22+1 4 2242241 2 22 - V22+1 2242241
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[\

V2
1 (1 arctg( ;) 1

1(1 22— V2241
= —— (2 In (W) +arCtg <\/§Zf ].> +arctg (\/§Z+ 1)) +C

L1, [t—V2t+1

Zadatak 2.46. Izracunajte integrale.

(a)
/ dx
sinx —sina
Rjesenje.
2
dx iz dt
[P B S — .
sinx —sina i —sina 2t —sina — t“sina
dt dt
:_2/152' 2t + si :_2/ 2
sina — sina : . 1
<t¢m—m) +sina — ;-
u = _ tsine—1
dt V sin 04 / sin a—
:—2/ 2 — slna
tsina—1 : 1 _ sina— sin a
(\/SlTCL) +Slna_sina dt_ﬁ
Sina_sirlul
_ Vsina
= 2/u?+ 7 du = /l—l—u2
sina— 1 Sma — gy \/sma\/sma =
5 . LCo— . thSlna—1+C
= - arctg u = farcgi
Vsina4/sina — sirlla Vsin?a — 1 sina — 1
(b)

/ dx
sin (x + a) sin (x + b)
Rjesenje.

/ dz _|t=z+a _/ dt
sin(z+a)sin(z+b) |dt=dx | | sintsin(t+b—a)
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dt 1 1
- = dt
/sint(sintcos(b—a)—|—costsin(b—a)) /sin2tcos(b—a)+ctgtsin(b—a)
[ u=-ctgt __/ du _|z=cos(b—a)+ usin(b—a)
B du:*Siztgt B cos(b—a)+usin(b—a) dz =sin (b —a)du
1 dz 1 In|cos (b — a) +sin (b — a) ctg (z + a)
= [ —=——1 C=- C
sin(b—a)/ z sin (b — a) nfzl+ sin (b — a) *
()
sin x
/\/ismx—i-cosx
Rjesenge.
sin x %sinx%—?cosx—gcosw—i—%sinx
/ dx:/ dx
V2sinz + cosx V2sinz + cosx
/‘?(ﬂsinw—%cosa?)—é(ﬂcosx—sinx \[/d QCosx—sm:cd
= —— x
V2sinz + cosz V2sinz + cosx

_ t =+/2sinz + cosz _\/5 1 dt_ NI .
o [dt: (ﬂcosm—sinm) dm} o /dCE S/t a ?:1; gln’\/ismx—kcosx +C

Zadatak 2.47. Izracunajte integrale.

(a)
dx
cosx + 2sinx + 3

\o

INE]

Rjesenge. |Skical

0
/ dz _ | t=tg5 00
a cosT +2sinx +3 d:z:—I%:lZQ _%,_)1_\/5
-7
0 . 0 ]
¢ t
:2/ 1—t2 22t =2 / m
2 = 2:2t
1-v2 (1+t)(1+t2+1+t2+t> ey
0 p 0 ) 0
t t
/ t2 4+ 2t +2 / (t+1)2—|—1 (arcg(+ )) -y 1 arctg f
1—\/5 1_\/5
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(b)

wly

/ dx
sin? z cos x

INE]

Rjesenge. [Skical

Vv
/ dv | t=tgi Fe—V2-1| / 1 2dt
sinrcosz |dr= 2% %H? B ( o )2 (1_t2> 14 ¢2

w3

1+¢2

1 V2—1 \ 1+t2 1+¢2
V3 V3
3 3
1/ (1+t2)2d1/ GRS
2 2 (1 —t2) 2 2 — 4
V2-1 V2-1

S
S

3 N
1 / rr1 2 2
e P S L
2 / +/(t2+t+1 t—1>
V2-1 V2-1
3

1 3 1%
= -t i 2In (t+ 1 —2In(t—1
5 t n (¢ + )\f n(t—1)

V2-1 t1v2— 2—1

3
V2-1

:3*[;2\/3—122“11((2—\/5) <2+\/§>)

Rjesenge. [Skica]

[ dr B / dz _44 dz _lu=2z 0~0
coste (1+Cos2z)2 - (1+cos2z)? |du=2dz F+— 7§
0 0

0 2
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Zadatak 2.48. Izracunajte integrale.

(a)

27
/ dx
5—4cosx
0
Rjesenge. [Skical
7 0 1 +oo
dx t:tg% —TT = —00 e dt
5o dcoss  |de=2lh me4eo | T2 5oa. 22 ) Tioe
0 1+¢2 Jo5—4 e J
+oo
_ | u=3t +oor too| _ 2 diu—garct u‘-‘roo_zj
T ldu=3dt oo —oco| 3 ) T1u2 378U LT 3
— 0
(b)
/ dx
2sinx —cosx + 5
Rjesenge.
/ dr =[t=t x]_/ 1 2dt _2/dt
2sine —cose+5 T [ 9T e 1 5T T T ) 62 ai+4

142 1-4+¢2

_/dt_/df_l/ dt
312 + 2t + 2 (t+ 52+ 3J (141 + (V59)?

3
11 3 3(tg2+1
arctg( +3>+C—\/5arctg<(g23)>+0
~ 3 5 /59
9

/ dx
sin® z + cost x

o

Rjesenge. [Skica]

Iz trigonometrijskih identiteta navedenih u formulama mozemo pojednostaviti izraz
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iz nazivnika. Imamo
. . 2 2
sm4 xr 4+ cos4 xr = (st x) + cos4 xr = (1 — 0082 x) + Cos.4 x

=2costz —2cos’x + 1 :2(c052x)2—20052x+1

1 22\ 1 2 1 21)*
_g(lfeos2e\T_ ) (Ltcos2e) o (Hcos2)” o
2 2 4
(1 + cos 2z)? cos? 2x + 2cos 2z + 1
=-———"— —cos2x = — cos 2x
4 2
B cos? 2z 1_ 1+ cos4x +2 3+ cosdx
2 2 4 4 4
Dakle, trazeni integral je
2
I= / de__
3+ cos4dzx
0
T T T T >
| | | | xX
| | | |
Kako je podintegralna funkcija periodi¢na s periodom %f = 7, mozemo evaluirati

integral od 0 do 27 trazene funkcije ili Cetiri puta evaluirati integral od 0 do 7 i to

zbrojiti, zbog periodi¢nosti. Dakle, vrijedi

P T rod
= t t
1:16/5”: b=dz 00 :4/:8/
3+ cosdx dt = 4dx 5 — 27 3+ cost 3+ cost
0 0 0
E=tgZ  0m0 T a Pt
=tgZ >
:[d B e }:16/1_91 5 =8 lim /2 5
=92 T 00 / 3+ 172 +t £—>+ooo 1<+
2 2t \ |€ 2 2.0
=8 lim iarctgi ‘ =42 lim arctgﬁ—arctg\f = 2V2r
Eotoo \ 2 2 0 E—+oo 2 2

136



Rjesenja zadataka iz MA2 Ivan Cori¢, Paula Horvat

2.6 Nepravi integrali

Zadatak 2.55. Izracunajte neprave integrale.

(a)

—+o00

/ e’ (2 + ) dx
0
Rjesenge. [Skical

+o0 3

.2
/e_mz(fc?’—kx)dx: lim /e_zz(xQ—i—l)a:dx:[ b= OHO}

E—+00 dt = 2xdr & €2

0 0
&-2
1 . _t u=t+1 du=dt
) gggloo/e (t+1)dt = [dv =eldt v= —et}
0
2
~ 1 im ((t+1) (=) ¢ + [ e tdt
2 t—4o00 0
0
— L im (—6*52 +1-(2+1) e + 1) =1
2 400
(b)
+00
/ dx
(1+a2)?
—00
Rjesenge. [Skical
400 0 +o0 0 3
dx dx dx . dx . dx
—— = 5+ 5 = lim ————+ lim —
(14 22) (1+22) (1+ 22) go—o00 ) (14 22)° &otoo) (14 22)
—00 —00 0 £ 0
Prvo ¢emo rijeSiti neodredeni integral pa uvrstiti u formulu gore.
b b b b
dx 14 2% — 22 dx 1 212
el TRl Rl e
(1+2?) (1+22) 1+a? "2 (1142
a a a a
b
u=ux du = dx " b1 x |b / dz
N dU:—(ffjg:)Q vzl_._lmz _archa_'_Q 1+x2a_ 1+ 22

a
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— 00

b " b
= arct I —
arcte v a+ 2(1+$2) a
Sada znamo da je
+o0 0 ¢
dx ) dx ) dx
——— = lim ———— + lim —
(14 22) Eﬁfoo}z (14 22) Gﬂoo (14 22)

I 1 . ‘0—1_ T ‘0 e 1 ¢ ‘5 " x ‘5 7T+7T
= 1m — arc — &=+ 1m — arc — &5+ = —T
el \ 2 M T oyl ) T \ 2 My T a2y le) T 4T

()
+oo
t
/ _ardtgr .
b (1 +a?)
Rjesenge. [Skical

+oo £

/arctg:vdm: lim /arctg:vdx:[t—arczgx 0—0 }

o\ (L+a2)° ey (1 22)2 dt = 3 & arctgg

arctg § arctg &
i tdt i tdt
= 11m _— 1m

g—+o0 14 tg24)3  §otoo 2\ 2
o (1+tg’t) 0 (14t

arctg & arctg §
arctg &
= lim tcostdt = lim | tsint — / sin tdt
E—+o0 £—+o0 0
0 0

arctg & arctg & T
= lim |(t¢sint + cost =—-—1

E—+oo 0 0 2

Zadatak 2.56. Ispitajte konvergenciju nepravih integrala.

(a)

—+00

/ dx
Vvi+zlnz
e
Rjesenge. [Skica]
Vrijedi
1 < 1
zlnz ~ /1+zlnz’

138

Vo >e



Rjesenja zadataka iz MA2 Ivan Cori¢, Paula Horvat

[za vjezbu definirajte funkciju i dokazite nejednakost preko rasta i padal. Nadalje,
vrijedi
+00 +00
dr  |[t=Inzx e 1 B @——I—oo
zlnz  |dt=% 4oorr4oo] )t T
e 1

pa po usporednom kriteriju pocetni integral divergira.

+oo 21
/ cosx na:dx
) J(x+1)>?
Rjesenge. [Skical
Vrijedi ocjena
2
cosz?Inz Inx T3
< < .
Ja+1? e+ @)
——

(8)

Dokazimo da vrijedi desna nejednakost. Definirajmo funkciju f (x) = 2% — Inz. Deri-

2 5
vacija ove funkcije je f/ (z) = 2””5;5. Stacionarna tocka ove funkcije je (%) 2 . Analizi-

rajmo derivaciju tablicom predznaka.

N[

=1+

5
Slijedi da je tocka (3)2 lokalni minimum funkcije f te da ocjena vrijedi na cijeloj
domeni funkcije f. Takoder vrijedi

lim T
r—r—+00 —T
T

g

Stoga, jer [ % konvergira, po grani¢nom kriteriju imamo da konvergira i izraz (A),
x

pa konvergira i pocetni interal po usporednom kriteriju.

139



Rjesenja zadataka iz MA2 Ivan Cori¢, Paula Horvat

()

+0o0o

sin x
dx
T

Rjesenge. [Skica]

Rac¢unamo:
+oo +oo
sin x u=1 du = —% cos x | +o° cos T
dr = .z x = — - 5 dz.
T dv =sinxdr v = —cosz r 11 T
1 1

Vrijedi ocjena
|cosz| 1

B <ﬁ7 vm)L

x

“+o0o
a znamo da [ x~2dx konvergira, pa po usporednom kriteriju apsolutno konvergira i
1
+00

integral [ %%, Nadalje, vrijedi
1

1

T

COS:E‘
)

= ‘
T

pa pustanjem z — +oo vrijedi lirf 2% = 0. Dakle, pocetni integral konvergira jer
T—r+00

oo
je =% = cos 1, a drugi integral u sumi takoder konvergira.
0

Zadatak 2.57. Odredite parametar a € R za kojeg nepravi integral

“+o00
xr (6%
- d
/(:1:2+4 393+2> v
0

konvergira, te za taj a izracunajte gornji integral.

Rjesenje. Vrijedi

+oo 9 £
x a _ x « ) (3 —a)2? + 2z — 4o
5 — dxr = lim — = lim .
x?2+4 3x+42 E—fo0 ?+4 3x+2 £—+o0 (2 +4) 3z +2)
0 0 0
+00
Provodimo usporedni kriterij s integralom [ Z—‘;f. Znamo da on konvergira za p > 1, a
0+

divergira za p < 1. Dakle, ako Zelimo da pocetni integral konvergira, mora vrijediti da
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je stupanj brojnika za vise od 1 manji od stupnja nazivnika. Tj. u ovom slucaju stupanj
brojnika mora biti manji od 2. Dakle, samo za o« = 3 dani integral moze konvergirati. Vrijedi

2z — 12 1
(22 +4)(3z+2)

a za desni integral znamo da konvergira pa konvergira i poCetni integral za a = 3. Racunamo:

V>0

x2’

400 3 3
/ r 3 de — lim / xdx _3/ dx
2244 3x+2 T 4o x2+4 3z + 2
0 0 0
1 3 3 VEr+4 1
— lim (=1 24‘—1 2(:1'17217
Jm (3o + o) -mee+of) = tim gt g

Zadatak 2.58. Neka je f : [a,+00) — [0, +00) neprekidna nenegativna funkcija. Pretpos-
tavimo da nepravi integral

+o0o

[ tads

a

konvergira.

(a) Mora li nuzno vrijediti lim f(z) =07
r—+00

Rjesenge. Motivacija: Ideja je sloziti ovakav graf [uzimamo a = 0]:

A

1 2 3 4

Vrijedit ¢e f(n) = 1,Vn € N, pa o€ito ne moze vrijediti lim f(x) = 0 no integral

xr——+00
+oco
[ f(x)dz ¢e postojati jer ¢e se trokutima baze brzo smanjivati.
0

Dokaz: definirajmo f : [0,+00) — [0,400). Uzmimo proizvoljan n € N. Njegov
trokut definirajmo ovako:

fn) =1, f<n21n>:f(n+21n>:0

V:c€<n—21n,n>, flz)=2"(x—n)+1,

Vx€<n,n+21n>, fx)y==-2"(x—n)+1
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Nakon toga, za svaki n € N definiramo f () = 0 svugdje drugdje. Funkcija f o&ito je
neprekidna i integrabilna na svakom [0, 7] . Sad je povr§ina n—tog trokuta jednaka

e ((o2)(-2) 3

visina

~~

baza
Za proizvoljni T' € R vidimo da postoji m € N takav da je T' < m. Bududi da je f
T

uvijek > 0, vrijedi da je funkcija T'+— [ f () dz rastuca, pa je
0

R m m
[r@ars [1@ar=Y 51— 5 <1
0 0 i=1

R
Dakle, [ f(z)dz < 1,VR € R. Dakle, interval konvergira jer je omeden odozgo s 1 1
0

rastuc.

Ako je f uniformno neprekidna na [a, +00) , dokazite da je EI_P f(z)=0.

Rjesenje. Oznacimo tvrdnje

+oo
/ f (z) dz konvergira «+— (1)

f uniformno neprekidna «— (2)

Pretpostavimo suprotno, tj. da lirf f(z) # 0. Tada postoji niz (z,),cy takav da
T—r+00
Tp = +00 i f(x,) £ 0. Uocimo da je f (z) > 0,Vz pa je

limsup (f (2a)) > liminf (£ () > 0.

n——+o0o

1z ¢injenice da f (x,) /4 0 mora biti stroga nejednakost:

limsup (f (x,)) > liminf (f (z,)) > 0.
n—+o00 n—+0o0

Oznacimo limsup,,_,, . f (v,) = L > 0. Dakle, postoji podniz (x},), cy niza (7,)

takav da z,, — +ooi f(zp,) = L > 0. Iz toga zaklju¢ujemo da IN € N takav da

Vm = N, f (zp,,) > % > 0, a bududi da z),, — +o0 postoji proizvoljno veliki 7' € R

takav da

FT)> 5+ (3).
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Zbog (2) vrijedi

(Ve > 0) (36 > 0) (Va,y € [a,+00)) (|z —y| <6 = |f(x) = f(y)] <e).
Uzmimo € %Tada
L
(30 > 0) (Vz,y € [a, +00)) (:c—y|<5 — |f(2:)—f(y)|<4).

Posebno, ako uzmemo z takav da je f (z) > £ imamo
L
Fy)>f (@) =7 20y €lz—bx+0)
pa je
z+0 z+8
L L
f(y)dy > flo)=7 )dy=20(f()-7
z—6 r—0
te Stovige
z+46

/f dw>/f g >2 (1) - )

te zbog (1) i ¢injenice da je f > 0 pa je funkcija z +— f f (y) dy rastuca. Dakle, Vn > 0,
a
dM > 0 takav da Vz > M,

+o0

/ fy)dy <.

z
Uzmimosadn:25-%:%6>0. = dM > 0 takav da jeVz > M

+00
Fwyy <220

Uzmimo z = M + 6 > M. Zbog (3) postoji T > 2 takav da je f(T) > L. Uvrstimo
taj T u (4), §to mozemo jer je u (4) uviet da je f (z) > %, a f(T) > & > L. Imamo

7v(w1>f7;(m >m<fay_?>>%<L_L)_Lw
T_dny_Syy 7 . )

No, sada je
+0o0

L-¢ L-J
< [ 1w @</f ydy <=2,
2 2
T—6
Dobili smo kontradikciju, pa je pocetna pretpostavka kriva.
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Zadatak 2.59. Izracunajte neprave integrale.

(a)

—1

14+
d
/ 1—:Cm

Rjesenge. [Skical

_ — __ _ 4tdt 1+€ — 2
€1 11—z = qihe ¢ = €1 (1+12)
u=t du = dt ] Vit 1+ dt
=l go— _tdt _ ,— ___1 =4 lim |- 2‘ pE / TR
T (1+¢2)? T 2(1+?) £—1— (141t 2 (14 2)

. 1+¢ = T T
= — g2 _ — = — —_ = = —
6l_1>1{1 (1 val §+2arctgw . 2) 1-04 5 1+2
—b d
/ < , a<b
(r—a)(b—2x)
a<—

Rjesenge. [Skical

Rastavimo gornji integral na dva integrala.

Prvi éemo rijesiti, drugi ostavljamo za vijezbu jer je rjeSenje kompletno analogno.
Uzmimo 0 < € < bga. Na kraju racunanja ¢emo promotriti $to se dogada kad & — 0+.
Vrijedi

b+a
/\/:r—a b— 1) dt = —dx bt

a+€

t=b—=x a+£»—>b—a—] /
—a—t)
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e dt — b=y b=t -y

_ [“ =2 - 2 }
o a—b+2¢
2

b/a NCORS T

p)
0
/ | ( )
= arcsin
b—a
u2 2

a— b+2§

—b+2
= arcsin 0 — arcsin <+€> — kad & — 0+
—a+b

Dakle, konacno rjesenje ¢e biti 5 4+ 5 =7

jus

2
/ In sin xdx
i

0

()

Rjesenge. |Skical

Oznadimo pocetni integral s I. Vrijedi

3 3
Insin xdx = [dx:—dt g|—>0 lnsm<2 t) dt = In cos xzdx

o\l

I T —t O>—>72‘}_
0

T\w\ﬂ
o\ 1

Zbrajanjem ova dva integrala imamo

jus
2

(Insinz +1Incosz)dr = [ In(sinzcosz)dx

1
INIE]

21 =
0+
-5 —>§
2

= In—— sz cos 37 = / In sin 2xdx — / In 2dx

0+ 0+ 0

—_——
(A1)
Rjesavamo integral (Aq).

3

—

(ME]

. t=2x 0~0 1 r . .
A = /lnsmlrda:— [dt:2dx gI—HT] —2/lnsmtdt— /lnsmtdt—l
0+

0 0«
pri ¢emu zadnja jednakost vrijedi jer je podintegralna funkcija jednaka na <O, 2> i
<2, > pa je zbroj te dvije povrsine jednak dvostrukoj povrsini jedne od te dvije.
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Dakle, imamo

3
21:1—/ln2da:
0

us
2

I =—1n2z
0

= T2
2

Zadatak 2.60. Ispirajte konvergenciju nepravih integrala.

(a)

[VE]

dzx
Vsin x
0+

Rjesenge. |Skical

™

Dokazimo da vrijedi ocjena § < sinx na [0, 5

sy

] . Vrijedi (sinz)” = — sinz te direktnim

uvrtavanjem dobijemo da je vrijednost —sinz negativna na [0, 7], §to znadi da je
sin x konkavna funkcija na [0, 7] . Za konkavne funkcije na segmentu [a, b] vrijedi

f@)> f@+ -l
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Dakle, vrijedi

sinZ —sin0 2 1
sinz > sin0 + (z — 0) —2 > — > —
7= T 2z

V2

Jz

Dakle, za pocetni integral vrijedi

Vsinx >

f/

a za desni integral znamo da konvergira. Tada po usporednom kriteriju konvergira i
pocletni integral.

Vsinz

x
0/ V1—zt
Rjesenge. [Skical

4 2

Dokazimo da je 1 — z* > 1 — 22 Vz € [-1,1]. < 7% a

rjeSavanjem te nejednadzbe dobivamo

Ovo je ekvivalentno s x

a:4<x2
% — x4>0
:c2(1fx)( +x) =0

te provjerom predznaka imamo da nejednakost vrijedi. Takoder, zbog strogog rasta

korijena na (0, +o00) imamo
V1—zt> /1 - 22

te

x x
< .
0/ V1—azt o 0/ V1 — 22
g
Desni integral se supstitucijom z = sint svede na oblik [ dt te je naposljetku jednak

0
5- No, nije ni bitno ¢emu je desni integral jednak, bitno je samo da konvergira, pa po
usporednom kriteriju konvergira i pocetni integral.
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()

—T

/ \/W—xd
1+ cosx
0

Rjesenge. [Skical
Vrijedi

—T
N _
———dr = lim

1+ cosx E—0+
0 0

T AE |

1+ cosx -

™

Vi

= lim /dt: lim
¢=0+ ) 1+ cos(m—1) £—0+

3

Puno je lakse ocijeniti izraz koji smo dobili desno. Vrijedi

1—coth_ sint
1+cost 1+ cost

1 —cost =

Dakle, vrijedi ocjena
NG NG 1
J > —
1—cost =~ t2

<sin’t < t2,

Vi3

t=m—ax m—E&— &
dt =—dz 0O0—7

Vi

1 —cost

dt

Vit € (0,7).

pri éemu znamo da zadnji integral divergira, pa divergira i pocetni integral.

tgxln (14 z)

1
/ ———dx
5

0+
Rjesenge. [Skical
Vrijede ocjene

tgzr < 2z,

In(l1+z)<ua,

pa vrijedi
tgxln(1+ z) 2

N RN

Va € (0,1)
vV € (0, +00)

Sto znamo da konvergira. Dakle, po usporednom kriteriju konvergira i pocetni integral.
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2.7 Primjene odredenih integrala

Napomena. Zadatci koji sadrze polarne i parametarske koordinate rijeSeni su iskljuc¢ivo radi

potpunosti skripte. Oni se ne rade u sklopu gradiva Matematicke analize 2 te su ostavljeni

za "one koji zele znati vise". Sve takve zadatke oznaéili smo sa ().

Zadatak 2.76. Odredite povrsinu lika omedenog parabolom
y=—a?+4r -3
i njenim tangentama povucenim u tockama A = (0,—3) i B = (3,0).

Rjesenje. Derivacija dane funkcije je v/ = —2x + 4. Jednadzba tangente u tocki A = (0, —3)
jey=4x — 3 te y = —2z + 6 u tocki B = (3,0). Presjek te dvije tangente jest

—2zx+6=4z—3

9 =6x
3
T ==
2
AV I
\ /
\ /
\ /
\ /
Ny
Ny
\
§
/\(%73)
N
/ \
/ \
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Sada u ovisnosti o tome presjeku rastavljamo trazenu povrSinu na dvije: P = P + Ps.
Racunamo svaku posebno.

2 ; 1 a3 9

P1:/‘4x—3+x2—4x+3‘d:c:/x2dm:x32:

3 lo 8

0 0
3 3 3
1
Pzz/\—2x+6+x2—4az+3|d$=/|$2—6$+9\d$:/(5”—3)2d“’:3(‘7”_3)3 5 =

2

3 3 3
2 2 2

Sad dobivamo da je P = P + P :2%: %

Zadatak 2.77. Nadite povrSinu izmedu krivulja

y=2— z? i y3 = 22,
Rjesenje. 1z jednadzbe druge krivulje is¢itavamo y = 5. Zbrajanjem ove dvije jednadzbe
dobivamo 3 + y — 2 = 0. Sada faktorizacijom dobivamo (y — 1) (y2 +y+ 2) = 0, 8to daje
rjesenje y = 1. Dakle, te dvije krivulje sijeku se u to¢kama 77 = (1,1) i T = (—1,1).

AY

S |

Sad ra¢unamo povrsinu po formuli.

1 1
1 1 .1 5
/‘2—@' —$3 = /de /.I‘Qd.%' /:mdx— 2:1:‘ — 71‘3’ — §:p§
-1 3 I-1 b
1 ~1
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Zadatak 2.78. Nadite povrsinu izmedu krivulja

1 x?
= 1 = —
YTy Y75
Rjesenje. Trazimo presjek krivulja.
x? 1
2 1+2?

2+t —2=0
z? (:1:2+2) — (.1:2—1—2) =0
(22 +2) (z—1)(z+1)=0
Dakle, krivulje se sijeku u tockama x = —1ix = 1.

AY

(7171/2) (131/2)

8

Povrsinu trazimo po formuli.
1
B 1
B 14 a2
-1

= arctgx

1 1 1
/2—CE — gt / dx /x2
= | —— | —dz
2(1+4 2?) 1+ 2 2
~1 1 1

1 31 T 1
‘—1 6 -1 2 3

Zadatak 2.79.(") Izratunajte povr§inu omedenu "ruzom s tri latice", zadanu jednadzbom
r = asin 3y, a > 0.

Rjesenje. Crtanjem skice ove krivulje zaklju¢ujemo je ona simetri¢na i da dio krivulje
omeden s ¢ =0 i ¢ = & ponavlja Sest puta.
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S |

Dakle, mozemo naé¢i povrsinu dijela te krivulje u rasponu ¢ € [0, %] i pomnoziti je sa Sest.

Po formuli ra¢unameo

% ﬂ jus jus
1 1-— (6 3
P:2-6'/a251n (3p) dp = 3a / cos (6¢) g0:§a2 /dgp—/cos(Ggp)dw
0 0 0 0
_ 3a? 5 sin(6p) |5\  a’m
2 \"lo 6 lo) 4

Zadatak 2.80.") Tzratunajte povrsinu omedenu kardioidom

=a(l+cosyp), a>0.

Rjesenje. [Skica za intuiciju]
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Integriramo po definiciji.

2 2
1 2
P:2/a2(1+cos<p)2d<p:a2/(1+2cos<,0+cos2<p)dgo
0 0
9 2m 2m 27 9
3 1 3
:% 2/dg0+2/cosg0d<p+2/cos(2g0)dcp = a27r‘
0 0 0

Zadatak 2.81.(") Odredite povr§inu omedenu jednim lukom cikloide

x=a(t—sint),
,t =20, a>0
y=a(l —cost)

1 osi apscisa.

Rjesenje. Za formulu treba nam &, a to je jednako & = a (1 — cost). Sad po formuli racu-
namo

2 2 2
P:/y(t):fc(t)dt:/az(lcost)th:cLQ/(l2cost+cos2t)dt
0 0 0
2 2 2m
=a? 2/dt—2/costdt+;/cos(2t)dt = 3a’m.
0 0 0
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Zadatak 2.82. Nadite duljinu luka krivulje

y =lIncosx
za x € [0,a], gdje jea € (0,%).

Rjesenje. [Skica za intuiciju]

AY
Derivacija zadane funkcije je ¢y = — tg . Integracijom trazimo duljinu luka.
a a a
l—/\/ sm:v dm:/ /cost—i;sirdex:/ / 12 d:z::/ dx
cosz cos‘ x cos“ cos T
0 0 0
tg 5 tg 5
t=tg3 OHO} / 1+t2 / dt
= =2 dt =2 —
_ _2dt a 1—¢2 _ 42
[dx oz 0185 ) e ) 1—-t
t+1]|teg tgs+1
—In t+rl ‘ ’ 1n g27
t—1]lo tgg —1
Raspisimo dobiveno rjeSenje.
sin § 1 sin §+cos 3 \/1 cosa \/1+cos a
In L 21 =1In 7C?S§ i =In|—F——7 ZOS% | =In sin § + cos 2 i
g a_1 sims 1 S5 —CoS 5 sin & 5 — COs 2 1 cosa . 1+cosa
cos 5 cos 5 D)
1— 1+ 1— 1+ in2
<\/ (720$a+\/ (?205(1) (\/ C20$Cl+\/ C20$CI> 1+2 5114(1 1+Slna
=1In l—cosa l+4cosa =1In =1In
— —cosa cosa
2 2
1| _Ltsina | (vV1+sina) (v1+sina) /1+sina | Ltsinal
= NnN|—| = In
/1 —_sin2a (\/1—Sina) (\/1+Sina 1—sina 1—sina
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Zadatak 2.83.("") Odredite duljinu prvog zavoja Arhimedove spirale
T = ap, a > 0.

Rjesenje.

8

Iz skice vidimo da je kut ¢ € [0, 27], pa ra¢unamo po formuli.

2T 2T
B il = [ p=shy 00
l—/\/mdw—a/mw_ [dgp:chz/;dz/; 27— Arsh 27
0 0

Arsh 27 Arsh 27 Arsh 27

a a Arsh 27 Arsh 27
—a / ch? iy = & /d¢+ / ch (249) dip —2<¢\0 +shipchv| )
0 0 0
:%(2m/1+47r2+Arsh27r):m 1+47r2+gln(27r+\/1+4772>.

Zadatak 2.84.") TIzracunajte duljinu prvog zavoja logaritamske spirale
y=e¥, v €0,27].

Rjesenje. [Skica za intuiciju]
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S |

Racunamo po formuli.

o 2
[ = 0/ \ (e2)? + (e9)’dp = \/ﬁo/e‘pdcp = \@e@‘zﬂ =V2 (e’ —1).

Zadatak 2.85.(") Odredite parametarsku jednadzbu astroide

Wi
wlo
wlN

3 +ys =a
i izrac¢unajte joj duljinu.
Rjesenje. Moze se izvesti da je parametarska jednadzba astroide jednaka

x = acos (3p),
y = asin (3p)
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G

Takoder, uz skicu vidimo da je astroida "periodi¢na" i da se Cetiri puta ponavlja isti svod
koji se ponavlja na dijelu ¢ € [O, %} . Dakle, moZemo izracunati duljinu luka na tome dijelu
i pomnoziti s 4. Ra¢unamo po formuli.

bl bl
= 4/ \/(—3@ sin @ cos? @) + (3asin? ¢ cos @)2dgo = 12@/ \/sin? ¢ cos? pdy
0 0

3

bl 1
= 1 2 l
= 12a/singpcos wdp = [dj}— czlsnfdgp S:ﬂ = 12a/wdw =12a - % 0= 6a.
- 2
0 0

Zadatak 2.86. Izracunajte duljinu luka parabole y = %2 od tocke (0,0) do tocke (2,2).

Rjesenje. Derivacija zadane funkcije je 3y’ = z. Integracijom trazimo duljinu luka.
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(2,2)

2 arctg 2 5
a— r =tgt 0—20 1 / sin“ ¢
/ tatar [dl’ =4 95 arctg 2} / cos? t * cos?t
0

cos?t 0
arctg 2 arctg 2
B 1 Lo / a  [s=tgt 00
tg % tg %
1+ls2 (1 + 82)2
—9 L s =2 s
1—s2 (1 - 52)
0 1452 0

arctg 2
tg =—5—

1 1 1 1 1 1
- 0/ <_4<1+3)+4(1+3)2_2(1+s)3+4(5_1>+4(s—1)2+2(s—1)3>d8

=1 1= (2v5+m(2+45))

Sami rijesite [...] — svi su ve¢ prije videni integrali.

Zadatak 2.87. Odredite povrSinu omedenu krivuljama y = arcsinz i y = arccosz te
osi apscisa. [Uputa: integrirajte po varijabli y|.

S

Rjesenje. Presjek navedenih krivulja je tocka x =
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\
\\(@, %)
\
! -
(1,0) -

Rac¢unamo povrsinu.

V3
/ / int 00 V2
T = sin — oS V2, 7
P = / arcsin xdx + / arccos xdx = NG v C(?SS 2
dr = costdt 5 — T| |dx = —sinsds 10
0 V2
2

jus
4

I
. - u=t du = dt u=s du = ds
_/tCOStdt+/SSIHSdS_ [dv—costdt v—sint] [dv—sinsds v——coss]
0 0

s s

g—/Sintdt—scoss:—i—/cossds: V2 -1

0 0

=tsint

Zadatak 2.88.("") Odredite povrsinu lika koji se nalazi unutar kruznice r = 3cos ¢, ali
izvan kardioide r = 1 + cos ¢.

Rjesenje. Pronadimo prvo tocke presjeka. Za njih vrijedi

3cosp =14 cosy

2cosp =1
1

cosp = =
L

iz ¢ega dobivamo ¢ = £3. Iz skice vidimo da je povrSina kad je ¢ € [—%,O] ipe [0, g]
jednaka, pa mozemo rac¢unati dvostruku povrsinu kad je ¢ € [O, g] .
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d}j
>

i
3
Po formuli imamo
5 5
p=1. (3 (1 2) dp = 2p—-2 Ddp=1.]=
=52 cosp)” — (14 cosp)”)dp = [ (8cosp—2cosp—1)dp=1...]=m.
0 0
Raspisite dio [...] [ve¢ smo raspisali u puno proslih primjera iste integrale].

Zadatak 2.89.() Odredite povrsinu lika koji se nalazi unutar kruznice r = 3cose i
unutar kardioide r = 1 4 cos ¢.

Rjesenje. Vet smo u zadatku 2.88. dobili da se ove dvije krivulje sijeku u tockama ¢ = +%.
Skicom ove dvije krivulje vidimo da je podru¢je u presjeku te dvije krivulje opet isto za
p € [—%,0] ipe [O, %] , pa moZemo racunati dvostruku povr§inu na jednom od ta dva
segmenta. Takoder primijetimo da racunanjem integrala od 0 do § nec¢emo pokriti cijelu
povrsinu - pokrit ¢emo onaj dio omeden krivuljom r = 1 + cos . Ostaje jo§ dio od § do §

omeden krivuljom r = 3 cos . [zracunat ¢emo te dvije povrsine posebno i zbrojiti ih.
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/
P /
\
\ /
\ /
AY / /
N4
7/ \\
/ \\
/ \
/ \
/ 3
=
\

, =
$

Vrijedi

P=A+ AQ,
gdje je Aj povrsina koju r = 1 4 cos ¢ zatvara na dijelu ¢ € [0, %] , a Ao povrgina koju
r = 3 cos ¢ zatvara na dijelu ¢ € [%, %} . Vrijedi

Al = (1+cos<p)2d<p:g+2\/§,

O\
w3

o] w
/N
no
3
|
w
>
N———

Ay = | (3cosp)?dp =

w\:\\w‘:‘

. « ws . . 51
pa je konacna povrsina jednaka P = 2F.

Zadatak 2.90. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljom

y=sinz,x € [0, 7] i z—osi oko y—osi.

Rjesenje. Koristimo formulu iz sluzbenog dokumenta. Vrijedi

™

v
+/cosx
0
0

U=z du = dx

Vy =2m [ zsinxzdr = . =27 | —xzcosx
dv=sinxdxr v = —coszx
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= 21 (—mcos ) = 272
Zadatak 2.91. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljom

y = x* i pravcem y = 1 oko osi .

Rjesenje. Ratunamo po formuli.

1
61
Vy:27r/x5d:z:27r:%0:§
0

Zadatak 2.92. Odredite volumen rotacijskog paraboloida koji nastaje rotacijom lika ome-
denog krivuljom 2 = 32 i pravecem = = a,a > 0 oko z—osi.

Rjesenje. Iz x = 3? dobivamo y = 4./, no moZemo uzeti i racunati zadatak s funkci-
jom y = f(x) = y/x. Naime, Uzimanjem samo toga dijela krivulje rotacijom oko z—osi
¢emo dobiti ¢itav volumen koji trazimo. Ra¢unamo

a a

szw/(ﬁ)dezw/xdx_w;

0 0

a a27r

o 2

Zadatak 2.93.(") Odredite volumen tijela nastalog rotacijom kardioide

=a (14 cosyp)
oko polarne osi.
Rjesenje. Racunamo po formuli.
s
27 3 .
V= 3 (a (14 cosy)) smgodap— 1+Cosg0 % sin pdep
0 0

2

b=1+cosp 0—2] 2ma’ ¢3dw—2m3 w4‘2_8a37r

dy =—sinpdp 70 3 410 3
0

Zadatak 2.94. Izracunajte povrsinu plohe koja nastaje rotacijom dijela krivulje y = %—3 od
x =0do x =1 oko osi y.

Rjesenje. Racunamo

dt =2zxdr 11 t=—o 107

1
2 —
s,=2n [ovTiatan =, =0 070 - /mdt PR
0
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jus E
4
. ds  [u= Colsx du = Cosslélxxda: B tgw i
cos3 s dv = Cocg - v=tgx cos a; 0 coS ac
0 0
jus
™ 2 us 4
tgx )4 sin x tg:c i dx i dx
=7
cosx 10 cosd z cos T cosd z coS T
0 0 0

Preostaje izra¢unati posljednji sumand, koji se lako dobije standardnom univerzalnom sup-

stitucijom. U konacnici za trazeni integral vrijedi

O} =g<\/§+ln(1+\/§)>.

T | tgx |7
Sy = —
Y 2 | cosz

0 COS T
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3 Redovi

3.1 Osnovna svojstva

Zadatak 3.2. Ispitajte konvergenciju reda i odredite im sumu ako konvergiraju.
(a)
= (-1
Z on—1
n=1

Rjesenje. Pomicajuéi indeks ovog reda dobivamo da je on jednak

X (1)
Z(gn)'

n=0

Gledajuéi apsolutnu vrijednost dobivamo red
o0 [e.9] n
1 1
=2 (3)
n=0 n=0

§to konvergira kao geometrijski red s ¢ = % Pocetni red apsolutno konvergira pa i
konvergira. Imamo
i(—l)” 11 1 1+ ()" 2

on 2+4 8+ 1+ 3 3

i on +1
2
nzan(n—l—l)

Rjesenje. Rastavom na parcijalne razlomke dobivamo

— 2+l (1 1
Zn2(n+1)2_z<n2_(n+1)2>'

n=1 n=1

Promotrimo parcijalne sume ovoga reda.

i 2n + 1 i "(1 1 > y (” 1 &1 )
— 5 = lim — - —7 ] = lim — — —_—
n2(n+1)>  n—too =k (k+ 1) J———— k2 (k+1)2
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()

o0

> o
2 _

—n 1

Rjesenje 1.
oo oo

2n 1 1
Do =D +
n®—1 n+l n-—1

n=2 n=2

Promatranjem parcijalnih suma dobivamo

2k "1 "1 "1 3n%243n+2 3n?+3n+2
= ) O\ M 5 S
k2 —1 kz_2k+1+kz_2k—1 ;k 2n2 + 2n " 2n2 + 2n

n

k=2

§to tezi u 400 kad n — +o00 jer je harmonijski red divergentan. Dakle, red divergira.

Rjesenje 2. Definirajmo f (z) = ngl. Uvjerite se da je f padajuca i nenegativna.
Vrijedi
£ £2-1
2zdr  [t=22—1 23 | @_11552_1_1 £-1
221 |dt=2zdz €—e2-1| ) T ™ -3
2 3

Sto tezi u 400 kad & — +o00. Dakle, pocetni red divergira po integralnom kriteriju.

Rjesenje 3. Vrijedi
1 2n

n n2-1

pa red divergira po usporednom kriteriju.

(o]
Zsinna, gdje je a € (0, 7)
n=1

Rjesenje. Izraz sin na ocito ne konvergira u 0 kad n — —+o00, pa nije zadovoljen nuzan
uvjet konvergencije reda.

Zadatak 3.3. Ispitajte konvergenciju integrala i odredite im sumu ako konvergiraju.
(@) )
1
> I (1 + >
n
n=1

Rjesenje. Po svojstvima logaritama imamo

- 1 In(n+1)
n(l14+=-)=) ———.
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Racunajuéi parcijalne sume imamo

n
1 1 1 1
S, = E ln<1—|—>:ln<1+>+ln<1+>+---+ln<1+>
— n 1 2 n

1+1 2+1 n+1
=In|{—)+In{—|+---+1n
1 2 n

:111(2 5.4 n '-‘n+1>:ln(n+1)

1 2 3 n—1 n

a znamo da In (n + 1) — 400 kad n — 4o00. Dakle, suma ne konvergira.

(b) )
(Va- "%a), gdiejea>0
n=1

Rjesenje.

Sn=2_ (Va—"a) =a—Va+va—at+at —Ya+fa—"Va=a-""a

k=1

Iz ¢injenice da "*a — 1 kad n — +oo imamo da je lir}rl Sp=a—1.
n—-+0oo

(©)
1

n/n + 1
Rjesenje. Nuzan uvjet konvergencije nije zadovoljen. Imamo

X 1 . In »/—1_
lim = lim e Vnil
n—+oo /n + 1 n—+o00

>

n=1

1 In —
lim In { = lim ntl
n—-+oo n+1 n—+oo nN
—1 1
= lim n(n+1)
n—-+oo n

Prelaskom na limes funkcije te koristenjem L’Hépitalovog pravila dobivamo da je gornji

limes 0. Dakle, lim e”=1.
n——+o00

(@ )
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Rjesenje. Imamo

arctg 51y
lim o g
n—-+o0o oz
oo
pa kako # konvergira kao Dirichletov red s parametrom p > 1 imamo da i pocetni
n=1
red konvergira. Imamo
; 1 . 2 . 2n+1—-2n+1 . 2n+1)—(2n—-1)
arctg — = arctg — = arc = arc
& o2 & 2 1 1+4n2+ 20— 2n 1+ @n+1)(2n—1)

= arctg (2n + 1) — arctg (2n — 1)
pa su parcijalne sume oblika

n

g 1
kzl arctg Y ; (arctg (2k + 1) — arctg (2k — 1))

= arctg 3 — arctg 1 + arctgh — arctg 3 - - - + arctg (2n + 1) = arctg (2n 4+ 1) — arctg 1

Sto tezi u g kad n — +o00.

o

S (Va+2-2vn+1+Vn)

n=1

Rjesenje. Promatramo parcijalne sume.

n

Sn:Z(\/k+2—2\/k+1+\/E>

k=1

—Y VET2-2Y VEFI+Y VR
k=1 k=1 k=1
n+2 n+1 n

S VE- 23 VRS VR
k=3 k=2 k=1

=i@%-\/n—i-l%—\/n+2—2i\/%—2\[—2\/n+1+i\/%+1+\/§

k=3 k=3 k=3
=1-V2+vn+2-vVn+1

Takoder, imamo

n+2—-—n-—1 1
lim n+2—+vn+1) = lim = lim =0
n%JrOO(\/ v ) n—stoo\/n+2+y/n+1 notooy/n+24+/n+1

pa je limes parcijalnih suma jednak 1 — /2.
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3.2 Kriteriji konvergencije reda

Zadatak 3.12. Ispitajte konvergenciju redova.

(a)

> (1) 2n?
nz 1 nt—n2+1
. . . . o 2n2 o . . o . . . . ,
Rjesenje. Definirajmo a, = pre e Ocito je ngr}rloo an, = 0, jer je nazivnik veceg

stupnja od brojnika. Ispitajmo je li a, padajué.
An+1 < an
2(n+1)? 2n>
] 2 < 2
m+1)*—(n+1)"+1 n*—n"+1
2(n+1)% (n* —n2+1) < 2n° ((n+1)4— (n+1)2—|—1>

2(n2—|—2n+1) (n4—n2+1) < 2n? ((n2+2n+1)2—n2—2n>

0 < 4n® + 10n* + 8n® + 2n? — 4n — 2
§to ofito vrijedi. Dakle, pocetni red konvergira po Leibnizovom kriteriju.

(b)

1
B R
nz:;( ) (n+1)lnn
- . . . _ 1 e . . _ .. .
Rjesenje. Definirajmo a, = [CESITTR Ocito je nEI-lI—loo an = 0 te vrijedi
1 1
< , Vn>1.
(n+2)ln(n+1) (n+1)lnn "
Dakle, red konvergira po Leibnizovom kriteriju.
Zadatak 3.13. Ispitajte konvergenciju redova.
(a)
1
>
n=1
Rjesenje. Imamo
1
. Gpyl . (n+1)! . n! . 1
lim = lim —== lim ——= lim —— =0,
n—+oo  Qp n——+o00 o n—-+00 (n + 1)' n—+oon + 1

pa kako je 0 < 1 po D’Alembertovom kriteriju zaklju¢ujemo da pocetni red konvergira
[¢ak 1 apsolutno].

168



Ivan Cori¢, Paula Horvat
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(b)

Rjesenje. Imamo

[oe)
n
n:15n
il 41l 1
— lim = -,
n 5

o 5 n—+oco

. An+1 .
lim = lim
n—+o0o  ap n——+oo
pa kako je % < 1 po D’Alembertovom kriteriju zakljuéujemo da pocetni red konvergira

[¢ak 1 apsolutno].
= n!
n=1 nt

Rjesenje. Imamo
(n+1)!
. an+1 (n+1)7L+1 . nn . n n
lim = lim —F— = lim 7 = lim
n—+oo  ap n—+o00 % n—s-+o00 (n + 1) n—+oo \ n + 1
Zmamo da je gornji limes jednak
PLLNCE LS
pa racunamo limes u eksponentu broja e. Imamo
. . n—n-—1 . -n
lim —1)n= lim n= lim =-1
n—+oo \n — 1 n—+00 n+1 n—+oon + 1
pa je konacni limes jednak e™! = é Kako je % < 1 po D’Alembertovom kriteriju
zakljutujemo da pocetni red konvergira [¢ak 1 apsolutno].
(d)
s n2+l
2 n+1
n=1
Rjesenje. Imamo
n2+1
lim a, = lim 27%+n =2,
n—-+o0o n—+0o0o

pa kako je 2 > 1 po Cauchyjevom kriteriju zaklju¢ujemo da pocetni red divergira
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(¢)

2 @2n-1" 1
Z anll 2n+1

n=1
Rjesenje. Ideja je dokazati da opdi ¢lan ovog niza ne konvergira k 0, pa nije zadovoljen
nuzan uvjet konvergencije reda. Dokazat ¢emo da podniz danog niza koji sadrzi samo
neparne ¢lanove divergira u 400, pa ¢e slijediti da i zadani niz tezi u +oo iz ¢injenice
da je limes podniza isti kao limes niza. Neka je n = 2k — 1. Tada vrijedi

4k —3) 1

In = @2=1 =5 0k — 1)1 2%
1
—_— Y
>k—1 >k—2 >1
(k —1)!
s

a za zadnji izraz znamo da tezi u beskonacénost jer faktorijeli rastu brze od bilo koje
potencije.

o0 n

a
, a>0
—(1+a)(1+a?)...(1+a")
Rjesenje. Imamo
an+1
lim an41 — lim (1+a)(1+a2)n...(1+a”+1) — lim a
n—+o00  ap n—+o0 n—+oo 1 + gntl

(14a)(1+a?)...(1+a™)

Rastavljamo na sluc¢ajeve u ovisnosti o a.

1) Za a > 1 imamo
a

A gt 0
pa kako je 0 < 1 po D’Alembertovom kriteriju zakljuéujemo da pocetni red
konvergira za a > 1 [¢ak i apsolutno]
2) Za a =1 imamo
lim _ = L
n—+oo 14 17+ 2
pa kako je % < 1 po D’Alembertovom kriteriju zaklju¢ujemo da pocetni red
konvergira za a = 1 [¢ak i apsolutno].
3) Za a € (0,1) imamo .
SN gl
pa kako je a < 1 po D’Alembertovom kriteriju zaklju¢ujemo da pocetni red

konvergira za a < 1 [¢ak i apsolutno].
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S (VE-42) (Va- ¥3)... (VE- )
(%5—”ﬁﬁ):v§—1

()
Rjesenje. Imamo
. An+1 .
lim = lim
n—+o00  Ap n—-+oo
pa kako je v2 — 1 < 1 po D’Alembertovom kriteriju zaklju¢ujemo da pocetni red

konvergira [¢ak i apsolutno]
Zadatak 3.14. Ispitajte konvergenciju redova

(a)
n=1
nm
) nmw
lim 3 — " lim In?{ ncos.2 ln lim }/ncos? —
n——+o0o on 2 n——+oo n——+o0o 3
, 1] imamo

1z teorema o sendvicu i ¢injenice da je cosx € |
{/ncos 2—
\v/
*)

0. Kako je 0 < 1, po Cauchyjevom kriteriju red

Rjesenje 1. ITmamo
| m cos?

i{z

pa je gornji limes jednak 11n1
konvergira [¢ak i apsolutno].

Rjesenje 2. Imamo
> ncos? = . n
- 3 <« _
ZE: on = on’
n=1 n=1

o1 411
— lim = -,
n 2

2n+1 o
2 n—+oo

. An+1 .
lim = lim
n—+00  Ap n—-+4oo

Za desni red imamo
pa kako je 5 < 1 red konvergira po D’Alembertovom kriteriju [¢ak i apsolutno|. Kako

B

desni red konvergira, konvergira i po¢etni red po usporednom kriteriju
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(b)

o0

1
Z nlnnlnlnn

Rjesenge. Definirajmo funkciju f (z) = m Rac¢unamo
+oo £
/ dx ~ im / dx _|t=Inz 2+ 1In2
zlnzlnlnz ¢5+00) zlnzlnlnz |dt = df E—1Iné
2 2
Iné
) dt u=1Int In2—Inln2
= = dt
tE—+oo J tlnt du=% In§—Inlng
In2
Inln¢
du Inln¢
= lim — = lim Ilnu = 400
E—+o00 U £—4o00 Inln2
Inln2

pa red divergira po integralnom kriteriju.

()

nil(—l)”tgn\l/ﬁ

Rjesenje. Definirajmo a, = n—\l/ﬁ Ocito je lirf an = 0. Takoder vrijedi
n—-—+0o0

1 1
> )
nyn~ (n+1)yn+1

pa pocetni red konvergira po Leibnizovom kriteriju.

Vn > 1,

Z :
|

o Inn!
Rje§enje, Imamo

11 1
nlnn  Inn?  Inn!’

Dokazimo da lijevi red divergira po integralnom kriteriju.

+oo '3
/ dzx . / dx t=lnzx 2—1n2
= lim —_— = da
rlnx ¢t-+o) zlnz dt = ¢ £+ 1In¢
2 2

172



Rjesenja zadataka iz MA2 Ivan Cori¢, Paula Horvat

Ing&
. dt . Ing .
= lim / — = lim Int| = lim (Inln{—-1Inln2) =400
E—+o0 t {—+o0 In2  £—=+4o0
In2

Kako lijevi red divergira, tada divergira i pocetni red po usporednom kriteriju.

oo
o1 1
g sin — sh — cosn
n o on
n=1

Rjesenje. 1z Cinjenice da je kosinus funkcija omedena odozgo s 1 vrijedi

1 1 1 . 1 1 o1 1
sin — sh — cos —| = |sin —sh —| |cos —| < [sin —sh —|.
noon n n o on n noon
Sada kad n — oo vrijedi % — 0 pa vrijedi
) sin%sh% m =1 ) sinm| |[shm
lim |—%—"| = nl = lim . =1
—1 —1

jer su to tabli¢ni limesi za sinus i sinus hiperbolni. Stoga, jer red ) # konvergira kao
Dirichletov red s parametrom p > 1, po grani¢nom kriteriju konvergira i > % sh %, pa
po usporednom kriteriju konvergira i pocetni red.

Z "
In"n

n=2
Rjesenje. Imamo

. n n2 ) n 3 )
lim = lim e"mmn = lim e
n—-+o00o lnn n—-+o00o n—-+oo

2Inn
- Inlnn

Kako 21% — 0 kad n — +o00, gornji limes ide u —oo kad n — oco. Tada e™>° — 0, pa
kako je 0 < 1 pocetni red konvergira po Cauchyjevom kriteriju.

i 1

n=1

S

Rjesenje. Vrijedi
1
lim =1

n——+o00 (L/i

pa nije zadovoljen nuzan uvjet konvergencije reda.
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Zadatak 3.15. Ispitajte uvjetnu i apsolutnu konvergenciju redova.

(a)

S T
vn(n+1)
Rjesenje. Prvo ispitujemo apsolutnu konvergenciju. Vrijedi

1
3
. n(n+1
lim # =1,
n—-+o0o -
n

[N

pocetni red divergira po grani¢nom kriteriju. No, vidimo da za definirani a,, = FYmey]
nn

vrijedi lim a, =0 te
n——+0o00

1 1
< , VnéeN,

v/ (n+1)(n+2) &n(n+1)

pa red uvjetno konvergira po Leibnizovom kriteriju.

Rjesenje. Prvo ispitujemo apsolutnu konvergenciju. Vrijedi

Y3
. n 1 . n 1 . 3lnn
lim — == lim vVnd3== lim e » =
n—+oo 3 3 n—+o0 3 n—+oo

W =

pa kako je % < 1 po Cauchyjevom kriteriju zaklju¢ujemo da pocetni red apsolutno

konvergira.

> (-1)"In <1+ i)

Rjesenje. Prvo ispitujemo apsolutnu konvergenciju. Vrijedi

In(1+2
i 0D
n—-+o0o =
n
pa kako harmonijski red divergira, divergira i pocetni red po grani¢nom kriteriju. No,

vidimo da za definirani a, = In (1 + %) vrijedi lim a, =0 te
n—-+o00

n<n+1
1 1

>
n n-+1

1 1
1+—>1+—
n n—+1

ln<1+1)>ln<1+1>
n n+1
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pa red uvjetno konvergira po Leibnizovom kriteriju.
(d)
Z cos (ng)
vn
Rjesenje. Uocimo da vrijedi
-1, n=2 (mod4)

cos (n—) =40, n=1,3 (mod4).
1, mn=0 (mod4)

n|1] 2 [3][ 4|5 6 [7]8 9] 10 |
an [0] =5 [0] [0 =m0 =IO -7 |

Dakle, kada "ignoriramo" nule, red je jednak

Z 1 n 1 1 n 1 N Z (—1)"

Gy — ——— 4 T 4T o ,

V2 VA V6B V2n

§to ocito konvergira po Leibnizovom kriteriju. No, ovaj red uvjetno konvergira, jer kad

uzmemo apsolutnu vrijednost dobivamo Dirichletov red s parametrom p = % Dakle,
red uvjetno konvergira.

Z (sinsinn)"”

Rjesenje. Sinus je ogranicena funkcija, tj. vrijedi sinn < 1,Vn € N. Konkretno, vrijedi
0<sinn < 1.
Takoder, sinus je rastuca funkcija na [0, 1], pa vrijedi
0 <sinsinn < sin 1.

Dakle, vrijedi
Z |sinsinn|" < Z (sin1)"
pri ¢emu desni red ocito konvergira kao geometrijski red s ¢ = sinl1 < 1. Dakle, po

usporednom kriteriju apsolutno konvergira i pocetni red.

Zadatak 3.16. Pretpostavimo da je > a, konvergentni red s pozitivnim ¢lanovima. Koji
od sljedec¢ih redova nuzno konvergiraju? [U svakom podzadatku ili dokazite da novi red
mora konvergirati ili nadite primjer reda »_ a,, za kojeg novi red divergira.|
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(a)

Gnp

n

Rjesenje. Za svaki prirodan broj n vrijedi n > 1, pa tako vrijedi i % < 1. Tada

dobivamo ocjenu
Qan
Dy S 2 a

iz koje je oCito da, uz pretpostavku da desni red konvergira, po usporednom kriteriju
konvergira i lijevi.

> o
nl00q,

Rjesenje. Neka je a, = ﬁ Red > ay, konvergira kao Dirichletov red s parametrom
p =100 > 1, no novi red glasi

1
> e =D

§to oCito divergira.

Zsh an,

Rjesenje. Kako smo prepostavili da je > a, konvergentan red, tada vrijedi nuzan
uvjet konvergencije reda, tj. a, — 0 kad n — +o0. Tada po usporednom [grani¢nom
za redove| kriteriju iz poznatog limesa za sinus hiperbolni imamo

. sha
lim =1
n—-+oo an

)

pa i pocetni integral nuzno konvergira.

g an Sinmn

Rjesenge. Sinus je ogranitena funkcija, tj. Vn,|sinn| < 1. Tada je po usporednom

kriteriju
Zan |sinn| < Zan,

a kako smo pretpostavili da desni red konvergira, po usporednom kriteriju nuzno ko-
nvergira i pocetni red.

ZM

n
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Rjesenje. Promotrimo parcijalne sume. Po C-S-B nejednakosti vrijedi

n

n n 1
3 PN
=1 =

Pustanjem limesa n — 400 po neprekidnosti i strogom rastu korijena te ¢injenici da
> 1%2 konvergira kao Dirichletov red s parametrom p = 2 slijedi da desni red konvergira.
Dakle, nuzno konvergira i pocetni red po usporednom kriteriju.

Ly

Rjesenje. Uzmimo a,, = %n Promotrimo

nln
=1
nz:; niln?n’
Definirajmo f (z) = xli%. Uvjerite se da je f padajuéa i nenegativna. Vrijedi

me 11
m2  Iné In2

2t
In2

zln’x

3 In¢

de |[t=Inzx {—Ingl [d 1
dt =% 2+51n2

2

Vidimo da, kad £ — 400 vrijedi ﬁ — 0 te vrijednost integrala tezi u ﬁ < 0. Dakle,
konvergira integral pa po usporednom kriteriju konvergira i red. Promotrimo sada

oo o0
Vn2ln2n nilnn’
n=2 n=2

Analognim razmisljanjem, definiranjem g (z) = xﬁw

dobivamo da integral divergira pa divergira i red.

te istom supstitucijom u integralu

Zadatak 3.17. Neka je > a,, apsolutno konvergentan red. Dokazite da je tada konvergen-
tan i red > a2. Vrijedi li obrat?

Rjesenje. Iznosimo dva nadina rjeSavanja.

1. Primijenimo grani¢ni kriterij za redove. Iz pretpostavke da ) a,, apsolutno konvergira

imamo lim |a,| = 0. Tada imamo
n—+oo

a2

lim —2% =0
n—-+4o0o ’an’

pa po grani¢nom kriteriju i novi red konvergira.
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2. Pretpostavimo da red ) |a,| konvergira. Tada vrijedi |a,| — 0 kad n — +o0, pa tada
(3k > 0) (Jan| < k) . Tada takoder vrijedi (Vn € N) <|an|2 <k |an|) . Sada po uspored-

nom kriteriju konvergira i trazeni red.
Obrat ne vrijedi. Red ) }#‘ konvergira apsolutno, a red % ne konvergira uopce.
Zadatak 3.18. Neka je > a,, konvergentan red takav da postoji m € N takav da je
Qp > Gpt1 >0, Vn 2= m.
Dokazite da je nEI—iI-loo na, = 0.

Rjesenje. Mora vrijediti (a,) — 0 jer je > a, konvergentan i (a,) padaju¢. Takoder,
zaklju¢ujemo da je niz parcijalnih suma Cauchyjev. Neka je € > 0. Tvrdimo

dneN,Vn > M je 0 < na, < e.

Za § > 0 primijenimo Cauchyjevost = 3T € N,Vn,m > T je

n m
E a; — E a;
i=1 i=1

Uzmimo m = T fiksan te n > T. Tada je ary1 + aryo + -+ + an < €. Takoder, zbog
padajucosti niza je

<&
3"

€
§>aT+1+---—|—an

> Gp+ap+ -+ ap
=n-T)ay,

iz Cega proizlazi Ta, + § > na,. Sjetimo se da je lir}rl a, = 0, pa dP € N;Vn > P je
n—-+0o0o
an < 55. Dakle, Ta, < §,Vn > P. Dakle, uzmemo M = max {P,T} i onda Vn > M vrijedi

nan<%+Tan jern>=T
<%+% jern>P
na, < € Yn > M.

Dobili smo §to smo trebali dobiti, dakle tvrdnja je dokazana.
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Zadatak 3.19. Neka je (an),cy pozitivan strogo padaju¢ niz. Dokazite Cauchyjev
kondenzacijski test:

oo o
Zan konvergira <= ZQ”agn konvergira.
n=1 n=1
Rjesenje. 1z ¢injenice da je (a,) padajué¢ niz imamo
Aok < a2k’—l+i < Aok—1, 1 < ) § 2k_1.
Prepostavimo da red ) a,, konvergira. Tada vrijedi

2k=1 sumanada

Qk_lCLQk- = Q9k + Aok + -+ Aok

K Gok-141 T Qgk—149 + ++* + Aok—149k-1
2k

Zan

n=2k-141

Dakle, vrijedi
2k

K K 2k 00
IESEED 31 (D SIS I SITE) yrt
k=1 n=2 n=1

k=1 \n=2k-141

Dakle, kad K — 400, po usporednom kriteriju konvergira i red 3 2¥ay,.

Pretpostavimo da red ) 2"agn konvergira. Tada

azn—l+1 + (lQn—l+2 + -+ a2n—1+2—1 < A9gn—1 + Aon—1 + Agn—1

2n—1 gumanada

Dakle, vrijedi

2k
k
an < 2" Tagk—1
n=2k-141
Zakljucujemo
2K K 2k o0
_ n—1 k—1
a, = a, | < 2 Aon—1 < 2" Cagk-1.
n=2 n=1 \p=2k—141 k=1 k=1
N
Iz ¢injenice da je Y a, rastu¢ zaklju¢ujemo
n=2
N ok [e%S)
k-1
an < an < 2" agk-1.
n=2 n=2 n=1
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Dakle, gornji je red ograni¢en odozgo i rastu¢ pa konvergira.

Zadatak 3.20. Neka su ) a, i > b, divergentni redovi. Moze li red ) (a,, — b,) biti
konvergentan?

Rjesenje. Definirajmo a,, = b, = n. Tada )Y n divergira, a > (n—n) = >.0 = 0 ko-
nvergira u 0.

Uoc¢imo da smo mogli uzeli proizvoljan niz (a,), ¢y ¢iji red divergira. Definirajmo a,, = by,.

Tada ) a, = > b, divergiraju, a > (a, — by,) = > 0 = 0 konvergira u 0.
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3.3 Taylorovi redovi

Zadatak 3.30. Odredite radijus konvergencije i interval konvergencije redova potencija.

(2 2
2271 :L,n!
Rjesenje. Neka je |z| > 1. Za opdi ¢lan a,, = 27”2 tada vrijedi
|lz|™ > 2" s 0

jan| = |27

kad n — +4o0o. Dakle, tada red sigurno ne konvergira. Pretpostavimo sada da je
|z| < 1. Ocekujemo da ce 2™ jako brzo teziti u 0, pa koristimo to da ograni¢imo nas
red s nekim laganim geometrijskim redom. DokaZzimo prvo jednu lemu koja ¢e nam
pomo¢i ograniciti nas izraz i rijesiti ovaj zadatak.

Lema. Neka je 0 < ¢ < 1. Tada postoji M € N takav da Vn > M,

1
n!

Dokaz. Za t < 1 slijedi da Jp € Nt < 1%' Tada je

n!

tn! < p
|
(p+1)"
pn!
_p"!+(n!)pn!_1+~--+1
n!
< rp—u
p" + (n!) pt
1
- n!
L+
Dakle, za t" < 3% dovoljno je dobiti
1 1 !
7n'<72 <~ 3n2<1+£,
1+ n 3" D
a to vrijedi jer faktorijeli rastu brze od eksponencijalnih funkcija. Sad imamo
|m|ﬂ’ L
3n?

2
2 | 2\ " 2\ "
2" " < [ = <=

Uo¢imo da red > (%)n konvergira pa po usporednom kriteriju konvergira i pocetni red
te je radijus konvergencije jednak 1, a interval konvergencije I = (—1,1).
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(b)

(n1)? n
——(x—2
Z (5n)! (z-2)
Rjesenje. Vidimo da je toc¢ka oko koje je razvijen red ¢ = 2. Ra¢unamo

(nh)?
a (5n)!

(5n+1)(5n+2) (bn+3) (bn+4) (bn + 5)

lim " = lim ——— = lim 5
n—-+00 Up41 n—+oo ((n+1)}) n—+oo (n + 1)
(5n+5)!
= 3125

Dakle, interval konvergencije je I = (3123,3127) .

(e 9]

1 n
Z nln (n!) (z+1)
n=2

— 1 kad

Rjesenje. Ovaj je red razvijen oko tocke ¢ = —1. Dokazimo da vrijedi “Z—:l

n — +oo. Imamo

1

. An+1| 1. D Wn((r+D) . n 1
111’11 —| = hm e hm 1 . ln(nJrl)
e B B Y note L e +1
—1

Dokazimo da desni limes konvergira u nulu. Koristimo Stolzov teorem. Oznacimo
cn =In(n+1)id, =In(n!). Uotimo da je niz (dy), cy neogranicen strogo rastuc niz,
dakle moZemo primjeniti Stolzov teorem. Vrijedi

In ( 2+2
Cot1—Cn _In(n+2)—In(n+1) ntl - 1 ln<1—|— 1 >
dpny1 —dp,  In((n+ 1)) —1In(n!) nillnz'— znjlni ln(nv—i— 1) n+1)"
i=1 i=1 —0 o

Dakle, radijus konvergencije je sada % =1, pa je interval konvergencije (—2,0) .

1
—1)"
> PENEn LG

Rjesenje. Promotrimo izraz (—1)". Znamo da on poprima dvije vrijednosti: —1 i 1.
Preciznije, vrijedi

—1 =2k—-1

(=5 " .
1, n =2k

Cilj je, dakle, izra¢unati gomilista niza {/|a,| te uzeti supremum toga skupa - tako je
definiran limes superior. Ra¢unamo
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e n=2k-—1

1 _ 2k-1 1
((2 1)2k—1)2k_1 - 12k’—1

/ 1 onf 1 1
W/ — [ - =
V 42k 2+ 1)2k 32k 3

Dakle, limes superior niza /a, jest supremum skupa %, 1} . Dakle,

limsup v/|a,| = 1.

n—-+0o00

Qki\l/ A2k—1 = 2k—1

Tada je radijus konvergencije jednak 1, pa je interval konvergencije jednak (0, 2) .

)
Z 14— z"
n

Rjesenje. Vidimo da je tocka oko koje je razvijen red ¢ = 0. Vrijedi
-1 =2k-1
COLEE P .
1, n =2k

Dakle, da nademo limes superior niza a,,, moramo nadéi limese posebno podnizova agg
i agg_1 1 uzeti supremum toga skupa. Vrijedi

e 1 (-1)2k=1.(2k—1)? e 1 —(2k—1)2 B ok —(2k—1)2
e U “\2k -1

pa je

k——+o0 k—+oo \ 2k — 1

(.0 OB g o0
@2k = 2%k Y

9 1 2k
lim /o] = Tim <k2;<;r > -

2%k —(2k-1) 1
lim  **7%/|agg_1| = lim < > = -

Takoder vrijedi

pa je

k—+4o0 00

Dakle, skup vrijednosti limesa podniza niza (an),,cy jest {e, é} te vrijedi

{ 1}
supse,— ¢ =e.
e
11

Dakle, radijus konvergencije je R = %, a interval konvergencije je I = <—g, E> .
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(t) )
> (2v2-1)"a
Rjesenje. Vidimo da je tocka oko koje je razvijen red ¢ = 0. Ra¢unamo
B 1 B 1 _1
limsup,,_, oo V/Jan|  limsup,_, .22 -1

Dakle, interval konvergencije je I = (—1,1).

R

Zadatak 3.31. Funkciju f razvijte u Taylorov red T'[f,c| oko totke ¢, odredite njegov
interval konvergencije te izracunajte f(2908) (¢).
(a) ,
arcsin x
f(r)=——— oko ¢=0
V1—2a2?

Rjesenje. Derivacija ove funcije jest

arcsin x 1

x + ,
(1—22)v1—-22 1-—22

f'(z) =

iz Cega imamo
(1—2?) f' () =af (z) + 1.

Razvojem ove funkcije u red dobit ¢emo nesto oblika

f(ff):ao+a1$+a2$2+a3x3+..,

f(z)=a + 2a91 + 3azz® + ...
Uvrstavanjem u lijevu stranu jednakosti dobivamo
LHS = (1 - ZL'Q) (az + 2a97 + 3asz? + dagz® + .. )

=ay +x-2as + 22 (3az — a1) + 23 (4ag — 2a2) + 2* (5a5 — 3az) + ...

o0
:a1—|—m-2a2—|—2x”((n+l)an+1 —(n—1)anp-1)

n=2

Uvrstavanjem u desnu stranu jednakosti dobivamo

RHS:x(a0+a1x+a2x2—|—...)—|—1

:1+a0x+a1m2+a2m3+...

o0
=1+ Z 12"
n=1
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Uo¢imo da je ap = f(0) = %ino = 0. Izjedna¢avanjem koeficijenata lijeve i desne
strane uz neparne potencije daje

[.%’1]220,2:(10 = a3y =0
[373]240,4—20,2:612 = a4 =0

Induktivno, ako je ag, = 0 za neki k € N gledamo koeficijent uz z2++1.
(Qk‘ + 2) Gop+2 — 2kagy = asy, = agk4o =0

Dakle, induktivno as, = 0,Vn, §to i ima smisla jer je f neparna funkcija. Za neparne
analogno, indukcijom po [x%] .

on
07 . — 1 —
2 2N
[aﬂ 1 3a3 —a1 =a; = “3:§:@
Pretpostavimo da je agpy1 = % za neki n € N. Tada gledanjem koeficijenta uz

[w2n+2] imamo

(2n +2)!

(27'1, + 3) (1271+3 — (27'1, + ].) (Ign+1 = a2n+1 — a2n+3 = m

Dakle, kombiniranjem svega dobivenog imamo da je

= @) 5
f@)=2, @n+ 1"

n=0
Izrac¢unajmo sada 2008 derivaciju u tocki 0. Vidimo da se u gornjem redu pojavljuju
samo neparne potencije nad r—evima, $to znad¢i da ée koeficijenti uz parne potencije
biti 0. Dakle,

[xzoos} — as008 = 0.

Time je £(2908) (0) = 2008! - aggos = 0.

f(:z:)zll 1+2x

2 nl—a:

Rjesenje. Po svojstvima logaritama imamo

oko ¢=0

(In(l1+2z)—In(1—-2x)).

N =

fla) =
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Ova dva logaritma imaju tabli¢ni razvoj u Taylorov red:

1 00 _1n—1 . 00 _12n—1 . 1 00 _1n—1 o0 1 .
= (SR (S S)

Ry (i D L S

“32 =

za |z| < 1. Izratunajmo sada 2008 derivaciju u toc¢ki 0. Ra¢unanjem za n = 2008

imamo
a [ 4 —
2008 = o 2008

Dakle, £(2008) (0) je ponovno jednak 0.

1 0
=32 2008

f(x)zln(:r2+x—6) oko ¢=2

Rjesenje. Ovaj zadatak je krivo zadan - f nije ni definirana u ¢ = 2.

f(z)=sinz+cos'z oko c=1
Rjesenje. Vrijedi
f(z) =sin’z + cos’

. 2 .
= (sm2 x + COS2 .%') -2 SHI2 T COS2 T

_q_ sin2 2z

2
B 1 — cos4x
N 4
_§+ cosdx
4 4

Uvodimo supstituciju y = x — 1 tj. * =y + 1. Sada imamo

3 cos(4(y+1 3 1 L @y+1))" 3 1 o (42)*"
f(y):4+((f)):4+47;)(—1) ((y(%)!)):4+42(_1) (o)

n=0

Kako smo zapravo razvijali funkciju kosinus u red, interval konvergencije jest cijeli R.
Izrac¢unajmo sada 2008 derivaciju u tocki 1.. Vrijedi 2008 = 2 - 1004 pa je

1004 42008 42007

(~1 = .
(=1) 2008! — 2008!

a2008 =

o |

Dakle, imamo f(008) (1) = 2008! - 400 = 42007,
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(¢)
f(z)= T ko e=1
x

Rjesenje. Uvedimo supstituciju y =z — 1, tj. x = y + 1. Tada imamo

f(;[}) _ CO;SC
_cos(y+1)
fy) = 1
(y+1) f(y) =cos(y+1)
[e%s) 2n
D f =3 (0 Y
n=0 ’

Dakle, pocetni red jednak je

OO x2n—1
n=0

Interval konvergencije jest R. Ponovno red ima samo neparne potencije, kao i u (a)
podzadatku, pa vrijedi ages = 0 te £(2908) (1) = 0.

f@):( * >3 oko 0

241

Rjesenje. Uvodimo tzv. pravilo inverzije

—n k n+k—1
= (-1 .
()= ()
Raspisujemo:

> o

Analogno kao u proilom podzadatku, 2n + 3 je neparan broj pa je koeficijent uz 22098

jednak 0. Dakle, f(298) (0) = 0.
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Zadatak 3.32. Dokazite da je s
o] 2
4m ((n — 1))
fla)=) 2n)! "
n=1

dobro definirana funkcija f : [—1,1] — R i odredite eksplicitnu formulu od f.

Rjesenje. Valja preformulirati izraz i iz toga izraza izvuéi neki "poznati" red. Vrijedi

X 4n n—l 41 ((p — 1N

_ G ((2(n—1))!!)2 on _ — (2n—2)I' o,
=4 @)l 4; on (2n — 1"
Sada imamo

)
2n+2

Z 2n—|—1 I ( 2n+2)

o0

Z Sl _ arcsin x
2n —I— 1 NS )

iz. Cega treca jednakost vrijedi po zadatku 3.31, podzadatak (a). Integriranjem dobijemo

arcsin x
)dx = S do = 2arcsin? 7.
[r@w=rw=1[ 725

Zadatak 3.33. Izratunajte sume redova.
® )
> s
2 _
n=2 n+n 2
Rjesenje. Raspisujemo
n?+n—2 —m+2)(n-1) £ 1n(n+3)

n—
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Imamo
Zx” = / [ dx
= 1—2
Zx—:—ln(l—x) /- x?
o 2
Z =—2?In(1—2x) //d:z:
n
n=1
0 :L,n+3 1 ) 5
i vt 1m(2x2+3x—|—6) 6 (2% —1)In(1 —2)
— (n+3) 18 x2
pa je vrijednost ovog reda kad uvrstimo xz = In2 158.

—n (2n —1)
Rjesenje. Rastavimo opdéi ¢lan na parcijalne razlomke. Vrijedi

S I = (| e
Zn 2n — 1) Z( n T2 2n—1>'

n=1 =1

1z Taylorovih razvoja oko 0 vidimo da vrijedi

1n2:i(_171n_1

n=1

te

o~ (-1)"
tgl =
arctg ;271_1_1,

pa je vrijednost konacnoga reda jednaka —In2 + 2arctgl = § —In2.

3" (n+1
Z (n!+>

n=0
Rjesenje. Vrijedi
oo oo
n+1 3"
y e Z 20
n=0 n=0
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Desni sumand je o¢ito €3, a lijevi ra¢unamo:

(0]
x" . d
2= g
n!
n=0
(o] —
nx™ 1 .
E =e /- x
n!
n=0
(o]
nx" .
Z [ e
= n

Dakle, lijevi sumand je jednak 3e3, pa je pocetni red jednak 4e3.

(d)

> wi1 (20 +1)°
nzo(_l) " (2n +1)!

Rjesenje. Uodimo da se 2n + 1 iz brojnika i 2n + 1 iz faktorijela u nazivniku krate te

imamo (2(2;)1 ik Ovo nas navodi na koristenje Taylorovog reda funkcije kosinus.

[ee} .732”
n
Z:O(_l) @n)l ~ COS T /- x
-
00 2n+1
x d
—1)" = —
T;O( ) )] T Cosw e
o0
9 1 2n
Z(l)n(n;;))'x:cosx:nsinx /- x
n)!
n=0
00 2n+1
o + 1 d
Z(_l)"%:xcosx—x281n$ -
2 (2n)! dx
00 2. 2
(2 1 "
Z L:cosx—ﬁcosx—fimsinx /'(_1)

|
n=0 n)

Z (1) (2n+1)%2%

(2n)] =x“cosx + 3xrsinx — cosx
n=0

Vidimo da uvr§tavanjem z = 1 dobivamo vrijednost reda, tj. 3sin1.
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(e)

—~

= n- 3"

Rjesenje. Vrijedi

o0
> =
o 1—2x
o0

1
n—1

=— d
St /[

1

2o — _In(1 —
;nx n ( x)

Dakle, vrijednost trazenog reda je vrijednost izracunatog reda za x = %17 tj. —In (%) .

(f)

o

Z(n+1)(n+2)(n—|—3)
2n
n=0
Rjesenje. Imamo
= n __ 1 3
nzzox Cl-z /@
ix%g:ﬁ 4
= 11—z dx
0 2
nt+2 _ T (37293) i
;(n+3)$ —7(1_:6)2 /d:c
> 23:(x2—3x+3) d
n+3)(n+2)z" = - —
- 6
> (n+3)(n+2)(n+1)a" = 7
e (1—x)
pa je
(n+1)(n+2)(n+3) 6
> o = —; = 96.
n=0 (1_5)
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4

4.1

4.2

Dodatni materijali

Formule za derivacije

za derivaciju inverzne funkcije od f vrijedi

—1y/ _ 1
FYUE) = 5
n—ta derivacija funkcije f(x) = ﬁ je
(n) . (—1)"n'a”
F) = (azx + b)ntl

Leibnizova formula

(- 0)™) = (Z) () (k)
k=0

tangenta na graf funkcije f u toc¢ki (xo,yo) je oblika
te..  y—yo=f"(xo)(x — o)

normala na graf funkcije f u tocki (xg,yo) je oblika

kut izmedu pravaca s koeficijentima smjera ki i ko

— arctg | LR
2 T ks
Formule za integrale
ako je f parna, vrijedi
/f(a:)d:v:2/f(a:)dm
—a 0

ako je f neparna, vrijedi
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e formula parcijalne integracije

/udv:uv—/vdu

e supstitucije u iracionalnim integralima

[ (e i
/R( V2 + 22
[r(ever—i
/R<a:,\/m dz, 1t::1:+i

z, dx, r = ksint
x

)

=

dx, x=kcht

)
)m, 2= ksht
)
)

2a

e trigonometrijske formule

sin 2z = 2sinx cosx

cos 2z = cos’ x — sin’ x

1 =sin’z + cos’x
sh2x =2shxzchz
ch2z = ch?z +sh?x

1=ch®z —sh?z

e supstitucije u trigonometrijskim integralima

/R( ) ) e © . 2t — 2 2dt
sinx,cos ), =tg—, sinxr=-——=, cCOST=_——3>(, T =
’ 59 1+¢t2 1+ ¢2 1+ ¢2
x 2 1+ t2 2dt
/R(shx,chx), t:thg, shx:ﬁ7 Chx:ﬁ’ dx:ﬁ

e nepravi integrali

“+oo
/ dr ) konvergira, p>1
divergira, 0<p<1

a
/ dx konvergira, 0<p<1
divergira, p=>1
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4.3 Formule za redove

e Dirichletov red

i 1 Jkonvergira, p>1
—n divergira, p<1
e za radijus konvergencije R vrijedi
N 1
R= ——m—
lim sup {/|ay|
n—-+00

pri ¢emu uzimamo R := +o0o ako je limsup = 0, a R := 0 ako je limsup = +o0

R= lim |-

n—-+o0o

Gn+41

4.4 Skice
Zadatak 2.6. (a) [Povratak na zadatak]
flx)=1+V2x+¥z na  [0,8

A Y

Gl |
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Zadatak 2.6. (b) [Povratak na zadatak]

1+
fay =T g
AY
1 4 v
Zadatak 2.6. (c) [Povratak na zadatak]
T
x) = — n —,—
1—22 V2 V2
Ay

| S

St
ot
8
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Zadatak 2.6. (d) [Povratak na zadatak]
f@)=lz]z  na  [0,6]

AY

Zadatak 2.10. |[Povratak na zadatak|

f(z)=¢" na [0, 1]

S |
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Zadatak 2.18. (d) [Povratak na

f(z)

Zadatak 2.20. (a) [Povratak na

zadatak]

=zVz2+9 na [0,4]

AY

S |

zadatak|

f(z) = 2*V4 — 22 na [0, 2]

|

L Y

Gl |
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Zadatak 2.20. (b) [Povratak na zadatak]

1’3

0= O

A Y

Zadatak 2.20. (c) [Povratak na zadatak]

sinlnz

f(z) = na [1,e€]

X

I |

Zadatak 2.23. (b) [Povratak na zadatak|

f(xz) =arctgr/v/zr—1  na [1,16]

s Y

Ty/”/’/

|1 16
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Zadatak 2.26. |[Povratak na zadatak]|

rsinz
14 cos?z

f(z)

Gl |

Zadatak 2.42. (a) [Povratak na zadatak|

f(xz) =arctgr/\/zr—1  na [1,16]

Ty/”/’/

|1 16

I |
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Zadatak 2.47. (a) [Povratak na zadatak]

f(z) = ! na [—%,O]

cosx +2sinx + 3

ISEY
&

Zadatak 2.47. (b) [Povratak na zadatak]

1 T
)= —5——— na -, =
f@) sin? z cos x [4 3}
A Y
N/
I%5 2
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Zadatak 2.47. (c) [Povratak na zadatak]

1 T
flo) = costz na [O’ Z}
A Y
S S
Zadatak 2.48. (a) [Povratak na zadatak|
f@)= = 0,27]
e —— n
YTy 4cosz a4 o
A Y
0 P -
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Zadatak 2.48. (c) [Povratak na zadatak|
1

= 0,2
/(@) sintz + cost z e 0, 2]
AY
0 o -
Zadatak 2.55. (a) [Povratak na zadatak|
f(z) = e (z® + ) na [0, +o0]
)
5 >
+00
Zadatak 2.55. (b) [Povratak na zadatak|
1
flx) = Ara22 ™ [—00, +0o¢]
AY
+00
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Zadatak 2.55. (c) [Povratak na zadatak|

arctg x

flz) = —=—= na [0, +o0]
(1+a2)°
Y
0 +oo
Zadatak 2.56. (a) [Povratak na zadatak|
(@) = —— na e+
)= —F— )
Vi+zxzlnz
A Y
s -
+o00
Zadatak 2.56. (b) [Povratak na zadatak]
91
fla) = L@ImE e oo
(x+1)3
T Yy
PN -

0/
—+00
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Zadatak 2.56. (c) [Povratak na zadatak]

f(z) = sir;a; na [1, +o0]

AY

n -

1

Zadatak 2.59. (a) [Povratak na zadatak]

f(x):“iji na [0, 1]

A Y

Y
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Zadatak 2.59. (b) [Povratak na zadatak]

T) = na a,b
) = s 0.8
AY
a b :
Zadatak 2.59. (c) [Povratak na zadatak]
f(z) =Insinz na [O, g]
Ay
! 5 Z
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Zadatak 2.60. (a) [Povratak na zadatak|

f(z) = ! na [0, E]

Vsinz 2
A\Y
0 3 x
Zadatak 2.60. (b) [Povratak na zadatak]
fl) = —— 0.1
T) = ——— na ,
V1—a?t
ALY
0 i
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Zadatak 2.60. (c) [Povratak na zadatak]

_ Vr—x
f@) = e ™ (07
Ay
5 >
T
Zadatak 2.60. (d) [Povratak na zadatak]
tgzIn(l+ x)
)= —7F>—"-" na 0,1
f(x) N [0,1]
AY
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