Harmonijska analiza Zimski semestar, ak. god. 2015./2016.

Prvi kolokvij
Za samostalno rjesavanje u periodu 3.12.2015.-17.12.2015.

1. Neka je Py tzv. elipticki pramen kruzZnica, definiran kao skup svih kruznica koje pro-
laze kroz tocke (—1,0) i (1,0), a Py tzv. hiperbolicki pramen kruznica, koji se sastoji
od svih kruznica dobivenih kao geometrijska mjesta tocaka ravnine s fiksnim omjerom
udaljenosti od tocaka (—1,0) i (1,0).

(a) Nadite holomorfnu funkciju f: C\ R — C takvu da P; ¢ini nivo-skupove od Ref,
a Py ¢ini nivo-skupove od Imf.

(b) Zakljucite da su dva spomenuta pramena kruznica ortogonalno spregnuti, tj. svaka
kruznica iz prvog pramena sijece pod pravim kutom svaku kruznicu iz drugog
pramena. Razmislite i o elementarnom dokazu te tvrdnje.

2. Za funkciju u: Z* — R kazemo da je harmonijska ako za svaku tocku (i, j) € Z? vrijedi

u(i, j) = i(u(i—i— Lj)+u(i—1,5)+u(,j+1)+ui,j— 1)).

Pokazite da svaka omedena harmonijska funkcija na Z? mora biti konstanta. Vrijedi li
isto i za svaku nenegativnu harmonijsku funkciju na Z2?

3. Pretpostavimo da je B Banachov prostor (s normom |- ||g) takav da je B C LY(T) i
da trigonometrijski polinomi ¢ine gusti potprostor od B. Ozna¢imo sa Sy f parcijalne
sume Fourierovog reda funkcije f, tj.

(Sn f)(z Z f(n)e*™™*  za zeT, NeN,.

Pretpostavimo da postoje 0 < ¢ < co i C' > 0 takvi da za svaku f € B isvaki o > 0
vrijedi
Cllf I
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pri cemu A oznacava Lebesgueovu mjeru na T. Pokazite da za svaku f € B vrijedi

A}im (Snf)(z) = f(z) za A-skoro svaki x € T.

4. Neka je H separabilan Hilbertov prostor i Z neprazan zatvoren i konveksan skup u
njemu. Ako je f: R — Z izmjeriva funkcija takva da je x — ||f(x)||g integrabilna
te ako je p: R — [0,400) izmjeriva funkcija takva da je [, p(z)de = 1, dokazite da
funkcija ¢ * f takoder mora poprimati vrijednosti u skupu Z. Pritom je konvolucija
funkcija ¢ i f na R definirana sa

(0% )(a) == / oo — ) (),



a integral vektorske funkcije g: R — H takve da je [, [|g(z)||ndx < 400 (za kojeg
smijete pretpostaviti da postoji) je jedinstveni vektor v € H takav da za svaki vektor
w € H vrijedi

(v, w)mr = / (@), whade,

. Oznaéimo W := [0, 00) te definirajmo na W dvije binarne operacije @ i ® na sljedeéi
nacin. Uzmimo proizvoljne z,y € W te ih zapiSimo u binarnoj bazi:

r = ...Qa-2a_10p.a1020304 ... = ZjEZ aj2_j, 7] € {0, 1},
y = e bfzbflbo.b1b2b3b4 e = ZjGZ bj2_7, bj S {0, 1}

Radi jednoznacnosti zapisa ne dozvoljavamo prikaze koji od nekog mjesta nadesno imaju
samo jedinice. Konac¢no definiramo

TOY = Dy (a; +b; mod 2) 277,
TRY = Dy (Y ez @j—kbr mod 2) 277,
(a) Pokazite da (W, ®, ®) zadovoljava aksiome polja izvan skupa mjere 0. To je tako-
zvani diyjadski ili Walshov model realnih brojeva.
(b) Definirajmo funkciju £: W — R formulom E(z) := (—1)*, pri ¢emu z ima gornji
binarni prikaz. Dokazite da vrijedi

E(x®y) = E(x)E(x) za svake x,y € W.

Zbog tog svojstva se F(x) moze shvatiti kao dijadski analogon eksponencijalne
funkcije €27, Skicirajte graf funkcije E. Ponekad se E zove kvadratiéni sinus, iz
sada ociglednih razloga.

(c) Walsh-Fourierova transformacija funkcije f € L*(W) je definirana kao

£(©) = /Ooof(x)E(x@@f)dx.

Ako 1; oznacava karakteristicnu funkciju dijadskog intervala I = [27%¢,27%(£+1)),
k € Z, l € Ny, pokazite da je

1:(6) = 2_k1[0,2k>(5)E(2_k€ ®E).

(d) Ako je funkcija f konstantna na dijadskim intervalima duljine 2% i i§¢ezava izvan
intervala [0, 2%) za neki k& € N, dokazite da tada i njena Walsh-Fourierova tran-
sformacija f ima to isto svojstvo. Takve funkcije se zovu dijadske step-funkcije i
predstavljaju dijadski analogon Schwartzovog prostora.

(e) Pronadite funkciju f € LY(W) takvu da je f = f i koja nije identicki jednaka 0.
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