Harmonijska analiza Zimski semestar, ak. god. 2017./2018.

Drugi kolokvij

Za samostalno rjesavanje do 16. 2. 2018.

1. Neka je K antisimetri¢na standardna jezgra, tj. pretpostavimo da osim (K1)—(K3) vrijedi
i K(y,x) = —K(x,y) za svake x,y € RY, x # y. Dokazite da je formulom

A(f.g) == lim / K, 9) (y)g(x) dudy

e—0t
{(z,y)eR??: |z—y[>e}

dobro definirana bilinearna forma A: C}(RY) x C!(R?) — C te da je stovise

1

Mg =5 [ Kew) (F)) - f@l) dod.

{(zy)eR? : zy}

za svake f,g € CL(R?). (Primijetimo da ovdje ne pretpostavljamo disjunktnost nosaca
od fig.)

Napomena: Nista nam ne garatira da doista postoji operator T': CL(R?) — L, (R9)
takav da vrijedi [o.(Tf)g = A(f, g) za f,g € CL(R?), ali ako to ipak jest slucaj, tada je
ocigledno T Calderon-Zygmundov operator s jezgrom K i vrijedi 77 = —T.

2. Ako je T: L*(R) — L2(R) omedeni linearni operator koji komutira s translacijama T..,
c € R i dilatacijama D,, a > 0, dokazite da je tada T'= ol + SH za neke «, 5 € C.
Uputa: Promotrite linearni operator S: L*(R) — L*(R) definiran sa Sg := (T'g), koji
radi svojstava Fourierove transformacije komutira s modulacijama i dilatacijama. Uz-
mite g € L'(R) takvu da je g € L'(R) te pogodno odabranu ¢ € L*(R) i opravdajte
formalni ra¢un

(@0)(@) = ([ 90emde)ola) = [ (00 mes) e

R

= S(ge)(@) Z/Rfl(é)S(Mw)(fﬂ)dfz/Rfl(f)(MgS@)(l')df29(96)(590)(3?),

iz kojeg zakljucite da je S oblika Sg = mg za neku m € L>*(R). Potom jos iskoristite
invarijantnost na dilatacije kako biste dobili da je m konstantna na (—oo,0) i (0, +00).

3. Ako je p kona¢na mjera na (R, B(R)), onda se Hilbertova transformacija of ;1 po analogiji
definira kao

1 1
Hu)(z) ;= — lim d .
(Hp)(x) /{ ult)

T e—0* teR: ‘x_tlza} xr — t
Uzmimo razlicite realne tocke 1 < 9 < ... < x,, 1 stavimo p = Z?Zl 0z, tj. p je zbroj
Diracovih masa koncentriranih u navedenim tockama. Za svaki a € (0, +o0) dokazite
jednakost
2n
[{IHyl > a}| = —.
T



4. (a) Neka je u realna harmonijska funkcija na Q i v njezin harmonijski konjugat. Za
bilo koje a,b € R promotrimo nivo-krivulje

['={z€Q:u(z)=a}, Ty={z2€Q:0(2)=0}.

Pretpostavimo da su neprazne i nedegenerirane u svakoj tocki, tj. Vu # 0 na I'y i
Vv # 0 na I'y. Pokazite da se u svakoj tocki presjeka od I'y i I'y te dvije krivulje
sijeku pod pravim kutom.

(b) Neka je Py tzv. elipticki pramen kruznica, definiran kao skup svih kruznica koje
prolaze kroz tocke (—1,0) i (1,0), a Ps tzv. hiperbolicki pramen kruznica, koji se
sastoji od svih kruznica dobivenih kao geometrijska mjesta tocaka ravnine s fiksnim
omjerom udaljenosti od tocaka (—1,0) i (1,0).

Nadite holomorfnu funkciju f: C\ R — C takvu da P; ¢ini nivo-skupove od Ref,
a P, ¢ini nivo-skupove od Im f. Zakljucite da su dva spomenuta pramena kruznica
ortogonalno spregnuti, tj. svaka kruznica iz prvog pramena sije¢e pod pravim kutom
svaku kruznicu iz drugog pramena. Razmislite i o elementarnom dokazu te tvrdnje.

5. Nekasud € N, 1 < p < q< o0, s >0 takvi da vrijedi 1/p = 1/q + s/d.

(a) Za svaki x € R? dokazite Hedbergovu nejednakost:
|f(v)] sp/d ~
d < s P M 1 sp/d.
/Rd |.f17 _ yld—s Y ~d,p, Hf“LP(Rd)( f>($)

Uputa: Uocavanjem i koriStenjem simetrija mozemo normalizirati tako da vrijedi
I fllLe =11 (Mf)(z) = 1. Rastavite podrucje integracije na {y € R*: |z —y| > 1}
iU p{y eR* 277 < |z —y| < 27F}

(b) Iskoristite (a) dio kako biste dali alternativni dokaz ocjene Rieszovog potencijala:
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LY (R4) Sapas |1f luemay-

Svaki zadatak donosi po 6 bodova.
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