MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

LINEARNA ALGEBRA 2
1. kolokvij - 19. travnja 2021.

|ZADATAK 1]

(5 bodova) Neka je T € My(R) i f : My(R) — Ms(R) preslikavanje zadano s f(A) =
AT —TA.

(a) Dokazite da je f linearni operator.

(b) Postoji li T € Ms(R) takav da je f epimorfizam? Postoji i T € My(R) takav da je f
monomorfizam?

(c) Odredite rang, defekt i po jednu bazu za jezgru i sliku od f ako je T' = [ 0 1] € My(R).

-1 0

Rjesenje:

(a) (1 bod) Neka su A, B € M3(R) i o, 8 € R. Tada imamo

f(aA+ BB) = («A+ BB)T — T(aA+ 5B)
= AT + BT — T(aA) — T(5B)
— QAT — oT A + BBT — BT A
— a(AT — TA) + B(BT — TB)
= af(A)+ Bf(B).

Koristimo distributivnost mnozenja matrica prema zbrajanju i kvaziasocijativnost mnozenja
matrice skalarom.

Dakle, f je linearni operator.

(b) (2 boda) Primijetimo da je f monomorfizam ako i samo ako je epimorfizam jer su domena
i kodomena jednake, posebno imaju istu dimenziju pa mozemo koristiti propoziciju koja
kaze da je za linearni operator s domenom i kodomenom iste dimenzije ekvivalentno biti
monomorfizam i epimorfizam.

Jedan nacin da vidimo da f ne moze biti monomorfizam ni za jednu matricu 7" za bilo
koji T'imamo da je f(I) = 0 (odnosno, jedini¢na matrica uvijek komutira s T') pa postoji
netrivijalna (ne-nul) matrica koja je u jezgri od f. Prema propoziciji (f monomorfizam
< ker f = {0}) onda f sigurno nije monomorfizam.

Ako Zelimo pokazati da f ne moze biti epimorfizam, jedan nacin je pogledati trag:
sjetimo se da za sve matrice A i B vrijedi tr(AB) = tr(BA). Zato je za svaku matricu
A iz domene (a i za svaku fiksiranu matricu 7)) tr f(A) = 0. Drugim rijeima, u slici
od f se nalaze samo matrice traga 0, odnosno u slici od f se ne moze nalaziti, npr. I.
Zato f ne moze biti epimorfizam.



(c) (2 boda)Pogledajmo &§to je f(A) za neku matricu A = [i b]:

d
(e ) =130 55
= (a —d) {(1) (ﬂ +(b+c) [_01 ﬂ

Iz prve jednakosti je jasno da f(A) = 0 dovodi do sustava a —d = 0,b+ ¢ = 0, odnosno

kerf:{{_ab Z} :a,bGR}.

Dakle, d(f) = 2 i jedna baza za jezgru je { {(1) (1)1 ) {_01 (1)} }

Iz teorema o rangu i defektu znamo da je r(f) =4 — d(f) = 2, a iz prikaza od f(A) od

10 0
skup o¢ito linearno nezavisan i r(f) = 2, to je jedna baza za sliku.

ranije matrice [0 1] i [_1 ﬂ ocito pripadaju slici od f. Obzirom da je taj dvoclani
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Neka je M = [(1,2,0,0), (0,0,1,2)] < R*.
(a) (2 boda) Pronadite bazu za M° (anihilator od M).

(b) (3 boda) Pronadite sve funkcionale f € (R*)* takve da je f € M° i f(1,0,0,1) = 3
(zapiSite kako djeluju na opceniti (z,y, z,w) € R?).

Rjesenje:

(a) Oznacimo a; = (1,2,0,0),ay = (0,0,1,2).
Nadopunimo tu bazu od M do baze za R* s vektorima ey = (0,1,0,0) i e; = (0,0,0, 1)
(jedan mogudi izbor). Neka je {al,a}, e}, e;} baza od (R*)* dualna toj bazi. Tada ce
{e3, €%} biti baza od M°.

Izracunajmo kako elementi te baze djeluju na opceniti (z,y, z,w) € R* (bez ovoga se
rjeSenje ne smatra potpunim). Napisimo (z,y, z, w) preko nase baze:

(x,y, z,w) = aay + Pag + yes + dey
= (a,20,0,0) + (0,0, 8,28) + (0,7,0,0) + (0,0,0,0)
= (o, 2a + 7, 5,26 +9).

Slijedi v =y — 22,0 = w — 2z i tada imamo

es(z,y, z,w) =y — 2z, ej(r,y,z,w) =w—2z. (1)

(b) Neka je f funkcional na R* takav da f € M° i f(1,0,0,1) = 3. Budu¢i da je f € M°,
iz (a) dijela imamo f = aej + fe}, a, B € R. Koristeéi formulu (1) imamo:

3= f(1,0,0,1) = ae3(1,0,0,1) + Be;(1,0,0,1) = —2a + .
Slijedi da je f = 2a + 3. Potpun skup rjeSenja je tada dan s:
fa=0ae;+ (2a+3)e;, acR.
Tada je prema (1) fo(z,9,2,w) = a(y — 22) + (2a + 3)(w — 22).
Napomena: Ovdje je prikazan jedan moguéi izbor vektora s kojima se moze nadopuniti

baza od M do baze od R*. Drukéiji izbor (npr. ey, es) moZe dati drukéije funkcionale kao
bazu od M. Takvi izbori ne utje¢u na bodovanje :).
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(5 bodova) Dan je linearan operator B : Py — Py formulom
B(a+bt+ct?) = (a+c) + bt + (a — c)t*.

Odredite matri¢ni zapis operatora B u kanonskoj bazi (e) = {1,t,t*}, te u bazi
(€)= {1 +12 2 —t+2t* 1}. PrikaZite polinom 1+ ¢ + ¢* u bazi (¢/). Odredite rang i defekt
ovog linearnog operatora. Obrazlozite odgovor.

Rjesenje: Gledamo djelovanje od B na bazi (e): B(1) =1+ t* B(t) =t, B(t*) =1 — t*
Dakle

1 2 1 0 2 1
I(e,e')= [0 =1 0| I(,e)=1I(e,e)'=|0 -1 0
1 2 0 1 0 -1
Sada je
0 -2 1
B(e')=1(¢,e)B(e)I(e,e')= 10 1 0
2 4 0
Dalje
0 2 1 1 3
(L+t+) ey =1, e)1+t+t)e =10 -1 0] |1] = |-1
1 0 -1 |1 0

Na kraju imamo

r(B) =r(B) =3, te d(B) = dimP, — r(B) = 0.
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(5 bodova) Odredite sve z € R za koje se linearni operator A : R* — R* ¢iji je matri¢ni
prikaz u kanonskoj bazi zadan s

43 2 —4
0z 0 0
Alee) =3 3 1
6 6 2 —6

moze dijagonalizirati.

Rjesenje: Vrijedi ka()\) = det(A—A\I) = (A—z)(A—1)(A+2)2. Nadalje, vrijedi g(—2) = 2
za svaki x € R. Sada imamo tri moguc¢nosti:

L. slucaj: Za x € R\ {1, -2} je g(—2) = a(—2) = 2. Nadalje, vrijedi 1 < g(1) < a(l) =1
pajeg(l) =a(l) =111 <g(z) <a(zr) =1paje g(r) =alx) = 1. U ovom slucaju se A
moze dijagonalizirati.

2. slucaj: Za z = —2je g(—2) = 2, a a(—2) = 3 pa se A ne moze dijagonalizirati.

3. slucaj: Za x =1 je g(—2) = a(—2) = 2, a racunski dobijemo da je g(1) =2 =a(1). I u
ovom slucaju se operator moze dijagonalizirati.

Dakle, A se moze dijagonalizirati za sve z € R\ {—2}.
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(5 bodova) Neka je V' vektorski prostor, A € L(V') te neka su z i y svojstveni vektori operatora
A koji pripadaju medusobno razli¢itim svojstvenim vrijednostima « i 8. Pokazite da 2x + 3y
nije svojstven vektor operatora A.



