LINEARNA ALGEBRA 2
Drugi kolokvij — srijeda, 2. veljace 2022.

Zadatak 1. (15 bodova)

(a) (8 bodova) Zadan je linearan operator A na V3(0) tako da najprije vektor ortogonalno projicira na
ravninu razapetu vektorima 2 — fi ;—i-f—l— 3k, a zatim dobiveni vektor rotira oko z-osi za kut 45°.
Odredite djelovanje operatora A na opéi vektor 7 € V3(O) te po jednu bazu za jezgru i sliku.

(b) (7 bodova) Zadan je linearan operator B : R? — M,(R) svojim prikazom u paru baza
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Odredite matri¢ni zapis operatora B u paru baza (e) i (f), pri ¢emu je (e) kanonska baza za R3, a
(f) kanonska baza za Ms(R).

Rjesenje. a) Neka je P operator ortogonalne projekcije na ravninu razapetu vektorima 2 — j’i i+ ;’+ 3/;,
a R operator rotacije oko z-osi za kut 45°. Lako se izracuna da je jedini¢na normala ravnine na koju

operator P ortogonalno projicira jednaka 71 = \/Lg (;4— 27 — E) . Neka je 7 = zi +yj + zk € V3(0), tada je
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Matri¢ni prikaz operatora R u ortonormiranoj bazi {Z, 7, IZ} glasi
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Jedna baza za sliku operatora A je {%5;4— ‘/Tij'—i— %l;, —‘?ﬂ— %lg}, a baza za jezgru {i +2j — k}. Baza za
jezgru operatora se mogla odrediti i geometrijskim zakljucivanjem, bez rac¢unanja.
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LINEARNA ALGEBRA 2
Drugi kolokvij — srijeda, 2. veljace 2022.

Zadatak 2. (10 bodova) Ispitajte koja su od sljedec¢ih preslikavanja linearni funkcionali te ona koja jesu
prikazite kao linearnu kombinaciju elemenata baze dualne kanonskoj bazi pripadnog prostora:

(a) f:R?* 5 R? f(x,y) = 2z, —y),
(b) 9:R* = R, g(x,y,2) =x+ 3y — 2z,

(b) h:R®— R, h(v) = (Av|a),

gdje je a = (—1,3), () standardni skalarni produkt i A : R® — R? zadan s A(z,y, 2) = (z—2y,y—2).
Ako h jest linearan funkcional, moze li se prikazati u obliku h(v) = (v|b) za neki vektor b?

Rjesenge.
(a) Nije linearan funkcional jer kodomena nije polje.

(b) Neka su (z1,y1, 21), (T2, Yo, 22) € R? i neka su a, 8 € R. Vrijedi

g (a(xhyh 21) + 5($2,y2722)) = ag<xlaylazl) + 59(I27y27 Z2),

pa je g linearan funkcional.

Dualna baza kanonskoj bazi {ej, e2,e3} od R? je zadana s fi(e;) = d;; te je

fl<x7y7 Z) =T, f2<$7y72) =Y, f3($7y72) = Z.
Trazimo A, B, C takve da je
g=Afi +Bfy+Cfs.

Imamo
g([B, Y, Z) = Af1<x> Y, Z) + Bfg(l’, Y, Z) + Cfd(xa Y, Z)a
x+3y—2z=Ax+ By + Cz,
paje A=1,B=3,C=-2ig=f +3fs —2f3.
(c) Neka su v,w € R? i neka su «, 3 € R. Vrijedi
h(av + Pw) = (A(av + Pw)|b) = (aAv + SAw|b) = ah(v) + Bh(w),
pa je h linearan funkcional. (Mogli smo primijetiti i da je h kompozicija linearnih operatora A i

skalarnog mnozenja zadanim vektorom, pa je zbog toga h linearan operator.)

Daljea h(iﬂ, Y, Z) = <A(;C,y, Z)|a> = <<£IZ’ o 23/; Y- Z>|(_17 3)> =-—r+ 5y —3z= <(;C,y, Z)|<_17 57 _3)>7
pa je h(v) = (v]b), gdje je b= (~1,5,—3).

Dualna baza kanonskoj bazi {e, ez, e3} od R? je zadana s f;(e;) = d;; te kao u (b) dijelu zadatka
zakljucujemo da je h = — f1 +5fy — 3 fs.



LINEARNA ALGEBRA 2
Drugi kolokvij — srijeda, 2. veljace 2022.

Zadatak 3. (12 bodova) Zadane su sljedec¢e baze vektorskog prostora P, polinoma stupnja najvise 2:

(e) = (1,6, %), (¢) = (1 +2t+3t%,t —t*,24 7t*) i (€”), koja je dobivena primjenom Gram-Schmidtovog
postupka na bazu (€’), u nekom skalarnom mnozenju uvedenom na prostoru Ps.

Nadalje, linearni operator A € L(P,) zadan je djelovanjem na bazu (€') s

A(1 4 2t + 3t%) = 4t + 442,
At —1?) = 4 + 4t,
A(2 + 7t?) = —10 — 5t + 5t%.

(a) (7 bodova) Odredite spektar o(A). Moze li se operator A dijagonalizirati?

(b) (5 bodova) Objasnite, bez ra¢unanja za svaku pojedinu od zadanih baza, kako o(A) ovisi o izboru
baze pomocu koje se spektar odreduje. Postoji li veza izmedu svojstvenih vektora dobivenih pomocu
pojedinih baza?

Rjesenge.

(a) Odredimo prvo matri¢ni prikaz operatora A u kanonskoj bazi (mogli smo i u ovoj zadanoj, rezultat

bi bio isti). Za to ¢emo prvo odrediti kako operator A djeluje na proizvoljnom polinomu.

Imamo
a+ bt +ct® = a1+ 2t + 3t%) + B(t — t2) + (2 + Tt).

Rjesavanjem tog sustava dobijemo da je

72 2 14 1, 4 5 1, 1
=—a+-b+zc, B=—a—-b——-c, y=—-a—-b——c.
a=—gatgbige f=ga-gboge y=ga—gb=gc
Sada je
Ala + bt + ct?) = aA(1 + 2t + 3t%) + BA(t — 1) + YA(2 + Tt2),
= a(4t + 4t%) + B(4 + 4t) + (=10 — 5t + 5t%),
pa je
7 o 14 5 ) )
A(l):—§(4t+4t )+§(4+4t)+§(—10—5t+5t )=2+1—1,
2 1 1
At) = 5(41t + 41%) — §(4 +4t) — g(—10 — 5t 4 5t%) = 2 4+ 3t + 12,
2 4 1
A(t?) = §(4t + 4t%) — 5(4 + 4t) — §<_10 — 5t 4 5t%) = —2 — t + 2.
2 2 =2
Sada je matrica u bazi (e) = (1,¢,¢?) danas A(e) = | 1 3 -1
-1 1 1
2—-\ 2 —2
Racunanjem determinante det(A(e) — X)) = | 1 3—X —1| = XX —2)(A —4) dobijemo

-1 1 1=A
da je o(A) = {0,2,4}. Iz toga slijedi i da se operator A moze dijagonalizirati jer su algebarske i
geometrijske kratnosti svih svojstvenih vrijednosti jednake 1 i zbroj algebarskih kratnosti je jednak
dimenziji prostora.

(b) Spektar o(A) ne ovisi o izboru baze.

Trazenjem svojstvenih vektora dobijemo prikaz tih vektora u bazi koju smo odabrali. Dakle, iz
svojstvenog vektora dobivenog pomo¢u matrice u bazi (a) mozemo doé¢i do svojstvenog vektora
dobivenog pomoc¢u matrice u bazi (b) koristenjem matrice prijelaza iz baze (a) u bazu (b).



LINEARNA ALGEBRA 2
Drugi kolokvij — srijeda, 2. veljace 2022.

Zadatak 4. (13 bodova)

(a)

(b)

(6 bodova) Postoje li a,b € R takvi da za neke dvije baze (e) i (¢’) za R?® i neki linearni operator
A R3 — R3 vrijedi
2 a—b 0 2 00
[A](e) =10 a 0 > [A](e/) = 1 2 0|7
0 0 b -1 0 2
Obrazlozite odgovor.

(7 bodova) Neka je V' ¢etverodimenzionalni kompleksni vektorski prostor, B : V. — V linearni
operator takav da je karakteristi¢ni polinom kg(\) polinom s realnim koeficijentima. Neka su z,y €
V'\ {0} takvi da je Bz = (1 + 2i)z, By = iy. Odredite determinantu i trag operatora B. Svoj
odgovor detaljno obrazlozite.

Rjesenge.

(a)

Pretpostavimo da takvi a,b € R postoje. Tada su matrice [A]() i [A](¢ slicne matrice pa je
tr[A](e) = tr[A] ()

odnosno 2+ a+b = 6, odakle slijedi a +b = 4. Nadalje, slicne matrice imaju istu determinantu pa je
det[A] () = det[A] (), odnosno 2ab = 8, odakle slijedi ab = 4. Sada imamo b =4 —a i a(4 —a) = 4,
odnosno a?—4a+4 = 0. Jedino rjeSenje te kvadratne jednadzbe je a = 2, odakle slijedi b = 4—a = 2.
Zaa=>b= 2je [A](e) =21.

Tako matrice 27 i [A].) imaju isti trag i determinantu, one nisu slicne jer je matrica 2/ sli¢na samo
samoj sebi. Zaista, ako je T € M3(R) regularna matrica, onda je T—1(21)T = 21I.

Dakle, matrice [A]) i [A]() nisu sli¢ne ni za koje a,b € R.

Iz uvjeta zadatka slijedi da su z; = 1 4 2 i x5 = i svojstvene vrijednosti linearnog operatora B, a
onda i nultocke karakteristi¢nog polinoma kg(\) = det(B — AI). Kako je kg(\) polinom s realnim
koeficijentima, to sui x3 =7y = 1 — 2i i x4 = T3 = —i takoder nultocke karakteristi¢nog polinoma
kp(X), a onda i svojstvene vrijednosti lienarnog operatora B. Neka su z i v svojstveni vektori za
svojstvene vrijednosti 1—2¢, odnosno —i. Kako su svojstvene vrijednosti 1424, ¢, 1 —2¢, — medusobno
razlicite, skup (e) = {x,y, z,v} je linearno nezavisan, a onda i baza prostora V (jer je dimV = 4.)

Vidimo da je [B]() = diag(1 + 2i,4,1 — 2i, —i) pa je trB = tr[B]) = 2 i det B = det[B]() = 5.



LINEARNA ALGEBRA 2
Drugi kolokvij — srijeda, 2. veljace 2022.

Zadatak 5. (10 bodova)

(a)

(b)

(6 bodova) Neka je V' vektorski prostor dimenzije 31 A € L(V) linearni operator ranga 1. Dokazite
da se A moze dijagonalizirati ako i samo ako potprostor ImA nije sadrzan u potprostoru KerA.

(4 boda) Nekasu A, B € L(V3(0)), pri ¢emu je A ortogonalna projekcija na neki potprostor dimenzije
2, a B ortogonalna projekcija na neki potprostor dimenzije 1. Koje vrijednosti moze poprimiti rang
operatora C' = B o A? Dokazite da se C' moze dijagonalizirati.

Rjesenge.

(a)

Neka je A linearni operator ranga 1, ¢ija slika nije sadrzana u jezgri, pri ¢emu je o¢ito defekt d(A) = 2.
Slika ImA = [v] za neki vektor v # 0. Mora biti A(v) = kv za neki skalar k # 0. Bazu prostora V'
formiramo tako da neku bazu jezgre progirimo vektorom v (kao npr. u dokazu Teorema o rangu i
000
defektu). U toj bazi operator A prikazan je dijagonalnom matricom [0 0 0
00 k

(Drukéijim redoslijedom vektora u bazi skalar k£ bio bi u prvom ili drugom stupcu).

Obrnuto, uzmimo da A u nekoj bazi ima dijagonalnu matricu. Kako je r(A) = 1, dva stupca te
matrice moraju biti nul-stupci pa ti stupci prikazuju slike dvaju vektora iz jezgre. Treéi stupac,
razli¢it od nul-stupca, prikazuje sliku vektora koji nije u jezgri. Ako je to npr. srednji stupac (a
moze biti bilo koji od tri stupca), iz njega vidimo da je slika drugog vektora baze, npr. A(v,) oblika
Avs za neki skalar A # 0. Tada je o¢ito ImA = [vy] i taj potprostor nije sadrzan u KerA.

Rang kompozicije B o A ovisi o medusobnom polozaju polozaju 1-dim. potprostora ImB (pravca
kroz O) i 2-dim. potprostora ImA (ravnine kroz O).

Ako je ImB = (ImA)*, to jest ako je pravac okomit na ravninu, B o A je nuloperator. U svakom
drukéijem sluc¢aju, bilo da je pravac ImB sadrzan u ravnini ImA ili ako nije sadrzan, ali nije ni
ortogonalan na ravninu, In(Bo A) =ImBir(Bo A) = 1.

Nuloperator je trivijalno dijagonaliziran. U sluc¢aju r(B o A) = 1, operator B o A mozZe se dijago-
nalizirati prema zaklju¢ku iz (a), buduéi da slika operatora nije sadrzana u jezgri. Naime, jezgra je
tada 2-dim. potprostor koji ne sadrzi ImB.



