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Linearni model

Promatramo jednodimenzionalni linearni model:

Y = β0 +

p∑
k=1

βkxk + ε,

gdje su
▶ x1, x2, . . . , xp - varijable poticaja (nezavisne, neslu£ajne),
▶ β0, β1, . . . , βp - parametri modela,
▶ ε - slu£ajna gre²ka,
▶ Y - varijabla odaziva.



Vi²e opaºanja
U primjeni imamo vi²e (n) opaºanja, pa to zapisujemo

Yi = β0 +

p∑
k=1

βkxik + εi , i = 1, 2, . . . , n.

gdje pretpostavljamo da su gre²ke ε1, . . . , εn ∼ N(0, σ2) nezavisne.

Kra¢e (u matri£nom obliku)

Y = Xb + ε,

gdje su
▶ Y = (Y1, . . . ,Yn)

T ,
▶ ε = (ε1, . . . , εn)

T ∼ N(0, σ2I) - vektor slu£ajnih gre²aka,
▶ b = (β0, β1, . . . , βp)

T - koe�cijenti modela,

▶ X =


1 x11 . . . x1p
1 x21 . . . x2p
...

...
...

1 xn1 . . . xnp

 ∈ Mn×(p+1).



Metoda najmanjih kvadrata

Od svih mogu¢ih modela (svih odabira β0, β1, . . . , βp) ºelimo onaj
koji najbolje opisuje podatke.
Minimiziranjem gre²ke ∥ε∥2 = ∥Y − Xb∥2 po b dobivamo da je
najbolji

b̂ = (XT
X )−1

X
T
Y ,

(uz uvjet da je XT
X regularna).

Procijenjene vrijednosti tada su jednake

Ŷ = X b̂ = X (XT
X )−1

X
T︸ ︷︷ ︸

H

Y ,

a ostaci (realizacija slu£ajne varijable ε)

e = Y − Ŷ = (I−H)Y .



�to sve vrijedi u na²em modelu

▶ b̂ ∼ N(b, (XT
X )−1σ2);

▶
b̂i − bi

σ̂
√
(XTX )−1

ii

∼ t(n − p − 1);

▶ e ∼ N(0, (I−H)σ2);
▶

∑n
i=1

ei = 0;

▶ σ̂2 = e
τ
e

n−p−1
je nepristrani procjenitelj za σ2 i vrijedi

(n − p − 1)σ̂2

σ2
∼ χ2(n − p − 1);



Goodness of �t

Najbolji mogu¢i model koji smo na²li i dalje ne mora dobro opisivati
podatke.

�etiri na£ina kako ocijeniti koliko je model dobar:

▶ koe�cijent determinacije: R2 = 1− SSR
SST = 1−

∑n
i=1(Ŷi−Yi )

2∑n
i=1(Yi−Y )2

,

▶ standard error: σ̂2 = SSR
n−p−1

;

▶ prilago�eni R2: R2
a = 1−

∑n
i=1(Ŷi−Yi )

2/(n−p−1)∑n
i=1(Yi−Y )2/(n−1)

,

▶ test zna£ajnosti modela: F =
SSR0−SSR

p−p0
SSR
n−p

∼ F (p − p0, n − p).



Procjena parametara modela

Za procjenu parametara modela koristimo naredbu lm

rez = lm(Y~x_1+x_2+...+x_n)

Funkcija summary kao argument moºe primiti objekt tipa lm i
pritom ispisuje
▶ rezultate testova zna£ajnosti parametara
▶ R2, R2

a , σ̂
▶ rezultate testa zna£ajnosti modela



Zadatak

U datoteci gala.txt dani su podaci o broju vrsta kornja£a na
galapago²kom oto£ju (Johnson, Raven 1973.). Za 30 otoka dano je
7 varijabli:
▶ Species - broj vrsta na pojedinom otoku
▶ Endemics - broj endemskih vrsta
▶ Area - povr²ina otoka
▶ Elevation - visina najvi²e to£ke na otoku (m)
▶ Nearest - udaljenost do najbliºeg otoka
▶ Scruz - udaljenost od otoka Santa Cruz
▶ Adjacent - povr²ina najbliºeg (susjednog) otoka

Postoji li linearna ovisnost varijable Species o varijablama Area,

Elevation, Nearest, Scruz, Adjacent?



Pojedini podaci

U objektu rez pohranjeni su sljede¢i podaci o linearnoj regresiji:

> names(rez)

[1] "coefficients" "residuals" "fitted.values"

[4] "effects" "R" "rank"

[7] "qr" "family" "linear.predictors"

[10] "deviance" "aic" "null.deviance"

[13] "iter" "weights" "prior.weights"

[16] "df.residual" "df.null" "y"

[19] "converged" "boundary" "model"

[22] "call" "formula" "terms"

[25] "data" "offset" "control"

[28] "method" "contrasts" "xlevels"

Procijenjene ostatci e, vektor koe�cijenta b̂ i procijenjene vrijednosti ŷ

pohranjeni su redom u objekte

> rez$res;

> rez$coef;

> rez$fit.



Rezultate poziva funkcije summary moºemo spremiti u neki objekt

> sum=summary(rez)

> names(sum)

[1] "call" "terms" "residuals" "coefficients"

[5] "aliased" "sigma" "df" "r.squared"

[9] "adj.r.squared" "fstatistic" "cov.unscaled"

Procjena varijance gre²aka σ̂, matrica (XT
X )−1, R2 i R2

a

pohranjeni su redom u objekte

> sum$sig

> sum$cov

> sum$r

> sum$adj.r



Zadatak

(a) Simulirajte podatke za model

Yi = 1+ xi + 2 sin(xi ) + εi ,

gdje je xi = i/10, za i = 0, 1, . . . , 100 i εi ∼ N(0, 1) nezavisne.

(b) Simulirane podatke prikaºite gra�£ki, zajedno s krivuljom
srednje vrijednosti modela

y(x) = 1+ x + 2 sin x .

(c) Na temelju simuliranih podataka procijenite parametre modela

Yi = β0 + β1xi + β2 sin(xi ) + εi

i

(d) na prethodni graf dodajte krivulju procijenjenih vrijednosti
modela

ŷ(x) = β̂0 + β̂1x + β̂2 sin(x).



Pouzdani intervali za koe�cijente

Odredimo 90% pouzdani interval za svaki od koe�cijenata.

> confint(rez,level=0.9)

5 % 95 %

(Intercept) -25.70235310 39.83879452

Area -0.06230034 0.01442366

Elevation 0.22765403 0.41127549

(Koristi se statistika b̂i−bi

σ̂
√

(XTX )−1

ii

∼ t(n − p − 1).)



Pouzdani intervali za procjene
�elimo procijeniti varijablu odaziva u novoj to£ki x0 (to je, naravno,
ŷ0 = xT

0
b̂).

Razlikujemo dvije procjene:

1. Procjena srednje vrijednosti xT
0
b (model bez ²umova, ºelimo

eliminirati gre²ke u mjerenju).

2. Procjena opaºanja xT
0
b+ ε ( model sa ²umom, zanimaju nas i

gre²ke).

U prvom slu£aju 100 · (1− α)% pouzdani interval je

ŷ0 ± tα/2(n − p − 1)σ̂
√

xT
0
(XTX )−1x0,

a u drugom

ŷ0 ± tα/2(n − p − 1)σ̂
√

1+ xT
0
(XTX )−1x0.

U modelu je p varijabli poticaja, ali ukupan broj parametara je p+1

(uklju£ujemo slobodni £lan).



1. Procjena srednje vrijednosti
Procijenimo 80% pouzdani interval za srednje vrijednosti u to£kama
(xi )

100

i=0
iz prethodnog zadatka. U varijabli sl spremljeni su

parametri modela.

> pr1=predict(sl,level=0.8,i="c")

> pr1[1:4,]

fit lwr upr

1 1.109897 0.8446996 1.375094

2 1.427205 1.1690792 1.685330

3 1.742329 1.4897851 1.994873

4 2.053108 1.8046079 2.301608

Procijenimo srednju vrijednost u to£ki xx0 = 11 i 60% pouzdani
interval.

> xx0=data.frame(x=11)

> predict(sl,xx0,level=0.6,i='c')

fit lwr upr

1 9.78424 9.543608 10.02487

> 1+xx0+2*sin(xx0)

x

1 10.00002



2. Procjena pouzdanih intervala za opaºanja

Procijenimo 85% pouzdani interval za opaºanja u to£kama (xi )
100

i=0
.

> pr2=predict(sl,level=0.85,i='p')

> pr2[1:4,]

fit lwr upr

1 1.109897 -0.39965520 2.619448

2 1.427205 -0.08079634 2.935206

3 1.742329 0.23552357 3.249135

4 2.053108 0.54715285 3.559063

Procijenimo opaºenu vrijednost u to£ki xx0 = 11 i 70% pouzdani
interval.

> predict(sl,xx0,level=0.7,i='p')

fit lwr upr

1 9.78424 8.680923 10.88756

> 1+xx0+2*sin(xx0)+rnorm(1,0,1)

x

1 10.27153



Zadatak

Prikaºite na grafu simulirane podatke i

(a) 80%-pouzdanu prugu za srednju vrijednost.

(b) 85%-pouzdanu prugu za opaºanja.


