MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 17. studenog 2025.

Zadatak 1. (ukupno 12 bodova)

(a) Odredite prirodnu domenu funkcije

f(x) = arcsin (em - 2)

er —1

(b) Odredite sliku funkcije f.

(c) Je li f bijekcija na svoju sliku?

Rjesenge.

(a) Uvjeti na domenu su:

e " —1#0
L Zi:? € [_]—71]

Iz prvog uvjeta dobije se x # 0, a iz drugog
i) €22 > —1, tj. 2:;__13 >0, pajex € (—o0,0) U [ln%, +00).

er—1
(i) £=2 <1, tj. =~ <0, pajez > 0.

er*—1 — er—1 —

Konatno, z € [In$, +00).
(b) Zapisimo f kao kompoziciju f = g o hol, where

[: Dy =R, l(z)=¢",

—2
h:R\ {1} >R, hz)=— =3
x p—
g:[-1,1] — [—Z, E], g(x) = arcsin z.
2°2
Bududi da je e” rastuca funkcija, [(Dy) = [2, +00). Funkciju h moZemo zapisati kao h(z) = 1 — ==,

pa vidimo da je strogo rastuc¢a na (1,400) te joj je vrijednost strogo manja od 1. Slijedi da je
h(l(Dy)) = [=1,1).
Konaéno, funkcija arcsin je strogo rastuca, pa je f(Dy) = [~3, 7).

(c) Buduéi da su funkcije g i [ strogo rastuce te je h strogo rastuca na [(Dy), slijedi da je i f strogo rastuca
funkcija, pa je injektivna. Dakle, f je bijekcija na svoju sliku.

Ceste pogreske: Ako mnozimo izraz s e* — 1, moramo razmisljati o predznaku, studenti koji su
automatski pretpostavili pozitivnost izgubili su 2 boda.



Zadatak 2. (ukupno 12 bodova) Neka je f : R — R zadana s f(r) = |z? — z|. Odredite najveéi interval
I C R takav da vrijedi ;11 € I'idaje f|; je injekcija. Odredite f|;*.

Rjesenje. Zapisimo f = fy 0 fi, gdje je

h@) =2 -z 1 fo(z)=]al.

Najvedci interval koji sadrzi %, na kojem je funkcija f; injekcija je (—oo, %] Naime, bududi da je

1 1
filz) = (z - 5)2 v
funkcija f; je padajuc¢a na tom intervalu pa je na njemu injekcija. Nadalje, za svaki § > 0 vrijedi
1 1
—+0)=fi(=—-9
h(5+90)=f(5 - 9)

pa funkcija fi nije injekcija niti na jednom nadskupu tog intervala, a stoga ni f sigurno nije injekcija niti
na jednom nadskupu tog intervala.
Primijetimo da je

1 1
fl(o0,17) = [, +00).
Bududi da je fl(i) = —1—36 i da je i da je fo injekcija na [_le 0], slijedi da je f injekcija na intervalu

(f1|<—oo,é])_l(|:_i’0j|) = [Oé]

kao kompozicija injekcija. Dokazimo da je to ujedno i najveci takav interval. Naime, primijetimo da je

1([o.5)) = o-3]

S druge strane, za ¢ € (0, %) vrijedi

11 1
f(=0)=86+6€]0, ﬁ] c o, Z]

pa funkcija ne moze biti injekcija niti na jednom intervalu koji sadrzi —¢ za bilo koji 6 € (0, %0> Dakle,

1

I=\0,-
[72

]

je najvedi takav interval.

Racunamo inverz. Primijetimo da je f|, 1 [0,2] — [0, 3] zadana s

3l = (05

f|[0,%}($) =z —a
2

=y, iz Cega slijedi

1+ T4y
_#.

Inverz trazimo rjeSavanjem r — x

Z1,2

1

5] ima negativan predznak ispred zagrade pa vrijedi

1—I—4y
2

RjeSenje u intervalu [0,



Zadatak 3. (ukupno 13 bodova)

(a) Funkcija f: R — R zadana je s f(z) = [2sinz + 1]. Odredite f~([—3, 2]).

(b) Dokazite da postoji beskona¢no mnogo funkcija f : R — R koje zadovoljavaju f(0) = 0 i takvih da za
svaki x € R vrijedi f(z +1) = f(z) + 1.

Rjesenge.
(a) Zapisimo funkciju kao kompoziciju f = f3 o fo o fi, gdje su fi, fo, f3 : R — R zadane s

filz) =sinz, folx)=22+1, f3(x)=|x].

Tada je - s o s
Pl =5 (2d)
Racunamo:
f31<[—%,g])—{xeR:me (2]} = twer: o) e 0.1} = 2.
Nadalje
0.2 =[-5.5)
Konac¢no

R = (S50 - (55 (5T )

(b) Neka je g : R — R proizvoljna 1-periodi¢na funkcija takva da je g(0) = 0. Tada funkcija

zadovoljava
fle+ ) =glz+ 1)+ (x+1)=(g(z)+z)+ 1= f(z)+1

i vrijedi f(0) = ¢g(0) + 0 = 0. Dakle, preostaje pokazati da postoji beskonatno mnogo 1-periodi¢nih
funkcija g : R — R takvih da je g(0) = 0. Medutim, primijetimo da je za proizvoljan ¢ € R sljedeca

funkcija
1
c, r—s€ZL
g(x) = { 2
0, inace

1-periodi¢na i vrijedi g(0) = 0.



Zadatak 4. (ukupno 13 bodova)

(a) Pronadite sva realna rjeSenja jednadzbe

(b)

2 + In(2?) = 1.

Dokazite da postoji surjekcija f : Z — Z takva da je praslika svake tocke k € Z skup koji sadrzi to¢no
dva razli¢ita elementa.

Rjesengje.

(a)

1. rjeSenje: Pronadimo sva rjesSenja jednadzbe
y+hy=1, y>0.

Ocito je jedno rjesenje y = 1, pokazimo da je to i jedino rjeSenje.

Pretpostavimo da je y > 1 rjeSenje. Tada je Iny > 0 te je
l=y+lny>y>1,

Sto je kontradikcija. Analogno, ne moze biti y < 1. Dakle, y = 1 je jedino rjeSenje, pa je rjeSenje
polazne jednadzbe z = +1.

2. rjeSenje: Buduéi da su funkcije y i Iny strogo rastuce za y € (0,00), pa je i njihova suma strogo
rastuca, te da je x? strogo rastuca na (0,00), a strogo padajuca na (—oo,0), slijedi da je funkcija
22 + In(x?) strogo rastuca na (0, o), a strogo padajuca na (—oo,0), pa je na svakom od tih intervala
injekcija.

Provjerom vidimo da je x = 1 i x = —1 rjeSenje, pa su to jedina rjesenja.

3. rjeSenje: Pokazimo da je y 4+ Iny injektivna funkcija, pa ¢e pronadeno rjeSenje uistinu biti i jedino
rjeSenje. Neka su y1,yo > 0, y1 < yo takvi da je

y1 +1Iny; = yo + Inys,

tj.
Y
Y1 — Y2 = 1n(—2).
hn
No, sada je lijeva strana jednakosti strogo manja od 0, a desna strana strogo veca, pa smo dobili
kontradikciju. Dakle, funkcija je zaista injekcija.

Slijedi da je rjeSenje polazne jednadzbe r = +1.

Postoji, mozemo uzeti funkciju

n

2, za n paran,
- {8

“5=, za n neparan.

Sada je f~'({k}) = {2k, 2k + 1}, za svaki k € Z i funkcija je ocito surjektivna.

Ceste pogreske: Injektivnost funkcije y + Iny slijedi iz strogog rasta, tj. strogog pada, no suma

injekcija (koje nisu strogo monotone) ne mora biti injekcija.

Takoder, suma neperiodickih funkcija ne mora biti neperiodicka.
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