MATEMATICKA ANALIZA 2

Cetvrti ispit — 11. rujna 2026.

Zadatak 1. (12+12=24 boda)

(a) Odredite globalne ekstreme (ako postoje) funkcije f : (1,00) — R zadane s f(z) =

x—1

(b) Dokazite da za svaki z > 0 vrijedi
x

1+x

In(l+z) <

Rjesenge.

(a) Vrijedi
2e(x —1)—a*  a2* -2z  z(x—2)

/ _ _ _ .
== " 1w
Zax>1jex>01i(xr—1)?>0, paje predznak od f’ jednak predznaku od z — 2:

f'(z) < 0mna (1,2), f(2) =0, f'(x) > 0 na (2, +00).

Dakle, f strogo pada na (1,2], a strogo raste na [2, +00), pa u tocki x = 2 postize globalni minimum

Nadalje, zbog

vidimo da f nema maksimum.

(b) Neka je g(2) = 4= — In(1 + z) za x > 0. Tada je g(0) =0

I+te-gi 1 1+ 1 (1+%4) —Vi+z

/
g(w) = 1+ l+x (14232 1+1 (14 z)3/?

Kako je (1+§)2:1+x+%2 >14+2zil1+5 >0 vrijedi 1 +5 > 1+ 2 za svaki z > 0, pa je

T

! . e . o .
¢'(x) > 0. Dakle, g je strogo rastuca na [0, +00), pa je g(x) > ¢g(0) =0, tj. In(1 + z) < T




Zadatak 2. (16+8=24 boda)

(a) Izracunajte limes

. <x+3)x
lim .
z—+oo \ x — 1

(b) Neka je f: R — R derivabilna funkcija za koju postoji L € R takav da je

lim f(x)= lim f(z)= L.

T——00 Tr——+00

Dokazite da postoji ¢ € R takav da je f'(c) = 0.

Rjesenge.

(a) Za x> 1je ©2 > 0, pa je izraz dobro definiran i mozemo ga zapisati kao

rx—1
x+3\" z+3
=exp|xln
z—1 rx—1

Zbog neprekidnosti eksponencijalne funkcije dovoljno je izra¢unati

3 1 3)—In(zx —1
A= lim xlnx+ = lim n(z +3) : n(z ),
z—>—400 x—1 z—+00 =
L’Hospitalovo pravilo daje
L'H e T ED 4a? 4
A fim 2ot gy EEEED gy, — lim . =4,
Dakle,

lim (x + 3) = et
r——+00 x—l

Napomena. Isti se limes moze izracunati i bez L’Hospitalovog pravila, svodenjem na lim;_, . (1 + %)t =

€
4x

e 3\ AN (), ZT”H_>4
r—1) r—1) x—1 <

(b) Ako je f konstantna, tj. f = L, tvrdnja je ocita jer je tada f’(c) = 0 za svaki ¢ € R.

Pretpostavimo stoga da postoji a € R takav da je f(a) # L. Zamijenimo li po potrebi f s —f (koja

je takoder derivabilna i ima limese —L u £00), moZemo pretpostaviti da je f(a) > L. Stavimo

5:f(a)T_L>O.

Iz lim,, o f(z) = L slijedi da postoji A < a takav da je |f(x) — L| < £, dakle
f(x) < L4+e< L+ 2= f(a), Vo < A.

Analogno, iz lim, ., 1, f(x) = L slijedi da postoji B > a takav da je f(z) < f(a) za svaki z > B.

Funkcija f je derivabilna, dakle i neprekidna, pa po teoremu o ekstremnim vrijednostima postize

maksimum na segmentu [A4, B] u nekoj tocki ¢ € [A, B]. Kako je a € (A, B), vrijedi

fle) = fla)> f(A) 1 fle) = fla) > f(B),



pajec# Aic# B, tj. ce€ (A B). Dakle, f u tocki ¢ ima lokalni maksimum, pa je po Fermatovom
teoremu f'(c) = 0.

Alternativno rjeSengje (svodenje na Rolleov teorem). Tvrdnja je zapravo Rolleov teorem u kojem je
segment zamijenjen cijelim pravcem, pa je mozemo dokazati tako da pravac ,sazmemo” u segment.
Neka je

x
(—=1,1) - R = .
P L) SR plr)= g
Funkcija ¢ je derivabilna i vrijedi
2 2
, (1—2)+2x-2x 1+
= = > O, v € _1a1 )
¥ ($) (1 _ 1’2)2 (1 _ 1’2)2 X < >
te
Jm p(z) = 400, lim p(z) = —o0.

Definirajmo ¢ : [-1,1] = R's

) fle(@), ze(-1,1),
gle) = {L, re{~1,1}.

Provjerimo pretpostavke Rolleovog teorema.

e Na (—1,1) je g neprekidna kao kompozicija neprekidnih funkcija, a u rubnim to¢kama zbog

lim g(z) = lim f(t)=L=g(1), lim g¢g(zx)= lim f(t)=L=g(-1),

z—1— t—+-o00 r——14 t——00

gdje smo iskoristili ¢(x) — +oo kad x — +1. Dakle, g je neprekidna na segmentu [—1, 1].

e Na otvorenom intervalu (—1,1) je g derivabilna kao kompozicija derivabilnih funkcija i vrijedi
g'(@) = f'(p(x)) ¢'(x).
e g(=1)=9(1) =L

Po Rolleovom teoremu postoji € € (—1, 1) takav da je

Kako je ¢'(€) > 0, slijedi f'(¢) =0 uz ¢ = ¢(&).

Napomena. Umjesto ¢ moZe posluziti bilo koja derivabilna bijekcija s (—1,1) na R kojoj derivacija
nigdje ne iS¢ezava, primjerice p(r) = tg 5F.



Zadatak 3. (16+10=26 bodova)
(a) Odredite integral

z+1
/1/ p dx

(b) Nekaje f :[1,00) — R neprekidna funkcija takva da nepravi integral / f(z) dx konvergira. Dokazite
1

[

da nepravi integral

takoder konvergira.

Rjesengje.

(a) Najprije zapisemo podintegralnu funkciju u pogodnijem obliku:

¢x+1 ¢x+11 1 1
— = =1+ =2
X X X X i

Integral ¢emo izrac¢unati uvodenjem supstitucije t := /1 + %:

1 1 1 2 — 1 N
/ \/ o et e : _I;tgt P | = /t(t —1)
X JJ dl’ = — 5

2t )
—— | dt
2 _ 2
(t2_1) (t 1)

2 1 dt
=2 | ——dt.= -2 1+——\dt=-2[dt—-2 | ——
/ﬂ_l [ (1) =2 far—2 [ 5%

t—1
R
+1

=-2t—1In

Vracanjem supstitucije dobivamo konac¢no rjesenje

Ji+i-1
1
/ = —m/+——m—————-+a
T
Ji+i+t

(b) Bududi da [, f(z) dz konvergira, funkcija

:Amﬂﬂﬁ

je dobro definirana i zadovoljava lim, ., F'(z) = 0. Takoder, vrijedi F'(z) = — f(x).

Parcijalnom integracijom dobivamo

/R@dx:—/Rwda::—@

Kako je lim,_,, F'(x) = 0, funkcija F' je ogranicena, tj. postoji M > 0 takav da

/ (x)dx S/ deSM/ d—x<oo.
1 x? 1 72 22

Nadalje, vrijedi limp_, @ = (. Stoga je

lim /R@dx<oo.

R—oo 1




Zadatak 4. (12+14=26 bodova)
(a) Ispitajte konvergenciju i apsolutnu konvergenciju reda

S (-1 (\/n F1- \/ﬁ> .
n=1
i njegov radijus konvergencije te izracunajte

1
22 — 3z +2

(b) Odredite Maclaurinov red funkcije f(z) =

f(2026) (O) )

Rjesenge.
a, = vVn+1—+/n.

(a) Oznacimo
1

Konvergencija. Primijetimo da je
y = —— > 0.
vn+1l+4n

Iz zadnjeg zapisa je oc¢ito da je niz (a,), strogo padajué (nazivnik strogo raste) te da je lim,,_, a, = 0.

Po Leibnizovom kriteriju red ) ,(—1)"a, konvergira.
Apsolutna konvergencija. Primijeitmo da za niz parcijalnih suma vrijedi

S =3 (VAT T- Vi) = VEFT-1— 4o

n=1 n=1

Dakle, zadani red ne konvergira apsolutno.

(b) Rastavom na parcijalne razlomke iz 2% — 3z + 2 = (x — 1)(z — 2) dobivamo
1 1

x—1 2—ux

1 —_—

z—2

fle) = (z— 1)z —2)

oo

1 n

=2 "
n=0

Za |z| <1 je
1—xz
aza|z| <2je
1 11 = 2"
2—x 2 1-2 _ZQn—H'
n=0
Oba razvoja vrijede za |x| < 1, pa oduzimanjem slijedi
(o.9) 1 .

n=0
Po teoremu o jedinstvenosti razvoja u red potencija to je Maclaurinov red funkcije f. Kako je

limy, o0 (1 — 5757) = 1, vrijedi lim, o {/|as| =1, pa je radijus konvergencije

R=1

. . (2026) .
2026 jednak je ! 2026!( ), pa je

1
2026 _
F%9(0) = 2026! (1 - 22027) .

Kona¢no, koeficijent uz x

Napomena. Opéenito je f™(0) = n! (1 — 2*(”“)) za svaki n € Ny; provjera za n = 0 daje f(0) = %,

azan=1daje f'(0) = %, Sto se lako potvrdi izravnim deriviranjem.
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