MATEMATICKA ANALIZA 2

Pismeni ispit — 25. lipnja 2025.

Zadatak 1. (24 bodova) Neka je funkcija f : R — R dana s

Si%, x <0,
flz) =<1, z =0,
_2@1;;;-1)7 x> 0.

Je li f neprekidna na R? A derivabilna? Klase C''?

Rjesenje. Vidimo da je f neprekidna na R\ {0}. Provjeravamo neprekidnost u 0:
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S obzirom da je f(0) = lim, o f(x), slijedi da je f neprekidna u 0, i time na cijelom R.
Takoder vidimo da je f derivabilna na R\ {0} te provjeravamo derivabilnost u 0:

. flx) = f(0) .. Si%—l_ . sinz—xpmg . cosr—1lpm . —sinw
lim —————~ = lim =lim ———— = lim ——— = lim =0,
r—0— €T — 0 x—0— €T r—0— $2 r—0— 2:5 r—0— 2

(chz—1) 2
. flx)—f(0) .. 2:6—2—1_ . 2(chzx—1)—2*pn . 2shz—2x
xlir(r)lJr xr — 0 o zli%i x o :Elir(r)lJr ,’133 o leI(I)IJr 31’ 2
va .. 2chx—2py . 2shzx
= lim = lim =0.
z—0+ x z—0+ 0

Slijedi da je f derivabilna u 01 f’(0) = 0. Time je i f derivabilna na R.
Provjeravamo je li f’ neprekidna:
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Slijedi da je f’ neprekidna na R\ {0} i f/(0) = lim,_,o f'(z), tj. f’ je neprekidna na R. Dakle, f je klase
C! na R.



Zadatak 2. (24 bodova)

(a)

(b)

Dokazite da za sve x € [0, 1] vrijedi
3
T

arcsinx > x + 5

Neka je f € C*(R) funkcija takva da je f”(x) > 0 za sve x € R. Koliko najvise lokalnih ekstrema
moze imati funkcija f7

Rjesenge.

(a)

Oznac¢imo f(z) := arcsinz — x — %. Tada za sve x € [0, 1) vrijedi:

x? x 1

Kako je f"(z) > 0 za z € [0,1), slijedi da je f’ rastuca pa kako je f'(0) = 0, slijedi da je f'(z) > 0 za
sve x € [0,1). Dakle, po Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti slijedi da je i funkcija f rastuca
na [0, 1] pa kako je f(0) = 0, slijedi da je f(z) > 0 za sve x € [0, 1], iz Cega slijedi tvrdnja zadatka.

Alternativno rjeSenje. 1z sluzbenih formula pro¢itamo da za |z| < 1 vrijedi:

I N 2 D et 23 SN (2n— DI g2 3

gdje smo kod posljednje nejednakosti koristili ¢injenicu da su svi ¢lanovi reda nenegativni. Konac¢no,
preostaje provjeriti tocku x = 1 (jer nismo dokazali konvergenciju reda u toc¢ki z = 1). Medutim, za
x =1 vrijedi:
n1=">3o141
arcsin 575 5

pa je time tvrdnja dokazana.

Ako je tocka x( lokalni ekstrem, po teoremu s predavanja vrijedi f'(xq) = 0. Kad bi f/(x) imala 3
razli¢ite nultocke: x1, xs, T2, tada bi po Rolleovom teoremu primijenjenom na f’ slijedilo da funkcija
f” ima barem 2 nultocke y; € (z1,x2), y2 € (x2,23) pa bi jo§ jednom primjenom Rolleovog teorema
slijedilo da f” ima nultocku z € (yi,¥2), Sto je kontradikcija sa uvjetom zadatka. Dakle, f moze
imati najvise 2 nultocke pa f ima najvise 2 ekstrema. Primjer funkcije sa 2 ekstrema za koju vrijedi
f" > 0je f(z) =z(x — 1)(z + 1) = 2 — x. Naime, f"(z) =6, a f'(x) =0 za = € {0,£1/v/3}. Kako
je f"(£1/4/3) = £21/3, jedna tocka je lokalni minimum, a druga lokalni maksimum.



Zadatak 3. (26 bodova)

(a) Odredite sve a > 0 za koje sljedeci nepravi integral konvergira

/ 1
———dax.
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0

(b) Postoji li neprekidna funkcija f : [0,00) — R takva da niz (f(n)),en raste u +oo, a za koju nepravi

integral [ f(z)dz konvergira?
0

Rjesenge.
(a) Koristedi 1 —2? = (1 — x)(1 + x), zakljucujemo da za sve z € [0, 1] vrijedi:
1—2<(1-2%)<2(1—2).

Odatle slijedi
1

1
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Dakle, po usporednom kriteriju trazeni integral konvergira ako i samo ako konvergira integral

1

0
Supstitucijom y = 1 — x integral postaje:
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Dakle, gornji izraz je konacan ako i samo ako je a + 1 < 0, tj. ako i samo ako je o < 1.

(b) Postoji. Skica rjesenja:




Navedena funkcija moze se zapisati formulom kao:
n—In*(z—n)|, z€n—Hn+ 5], neNn>2
o= |

0, inace

Ocito je f(n) = n, dok je integral jednak sumi povrsina trokuta sa bazom veli¢ine 2/n? i visine n, §to
je jednako >, # Bududi da je funkcija x +— # padajuca, iz usporednog kriterija sa integralom

[T % =1 < oo slijedi da je Y2 | & < .

1 n=



Zadatak 4. (26 bodova)

(a) Ispitajte konvergenciju reda:
1

. ninnin®*(lnn)’

(b) Odredite sumu

Rjesenge.

(a) Prirodna domena funkcije f(z) = ;e (1,e) U (e,+00), na kojoj je neprekidna. Vidimo da

1
J:lna:an(lnx
je f padajuca na (e, +00) kao produkt pozitivnih rastuc¢ih funkcija u nazivniku (z — z, * — Inz,
z ~ In*(Inx)), gdje je z — In*(In ) rastuca kao kompozicija rastuc¢ih funkcija (e, +00) > z + Inx €

(1,400), (1,400) 2z + Inz € (0, +00), (0,+00) 3 x — 2% € (0, +00).
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vergira.

(b)
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