MATEMATICKA ANALIZA 2

Drugi kolokvij — 25. lipnja 2025.

Zadatak 1. (12 bodova)

(a) Za funkciju f : R — R, f(z) = zln(z? + 1), odredite primitivnu funkciju F' : R — R takvu da je
F(0) =0.

(b) Izra¢unajte
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Rjesenge.

(a) Odredimo nepravi integral:
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Slijedi da je F(x) =
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(z*+ 1) In(z* + 1) — %) + C. Kako je F'(0) = C, zakljutujemo da je C = 0.

1
2

1 e e
e* +e” + 1 t=e* 01 2+t+1 1 1
— 7 dw = = | ———dt = -4+ ——dt
/ e 4+ 1 o {dtztdx 1»—>e] / tt2+1) /(t +t2—|—1>
0 1 1

e

T
=1+ arctge — —

= (In|t| + arctgt) 1

1



Zadatak 2. (12 bodova)

(a) Izracunajte limes

Y ( n N n - n >
1m .. .
nooo\ (n—2)%4+n2  (n—4)>+n? (n —2n)* + n?

(b) Ispitajte konvergenciju reda:
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Rjesenge.

(a) Primje¢ujemo da se radi o limesu integralnih suma neprekidne funkcije x — arctg x na intervalu [—1, 1]
u tockama —1—|— L zai=1,2,...,n:
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(b) Prirodna domena funkcije f(z) = m je (1,e) U (e,+00), na kojoj je neprekidna. Vidimo da
je f padajuca na (e, +o0) kao produkt pozitivnih rastuc¢ih funkcija u nazivniku (z — z, x — Inz,
z + In*(Inx)), gdje je 2 — In*(Inz) rastuca kao kompozicija rastucih funkcija (e, +00) > x +— Inx €
(1,400), (1,+00) 3 & — Inz € (0,+00), (0,4+00) > z > 2% € (0, +00).
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Zadatak 3. (13 bodova)

(a) Odredite sve a > 0 za koje sljedeci nepravi integral konvergira
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(b) Postoji li neprekidna funkcija f : [0,00) — R takva da niz (f(n)),en raste u +oo, a za koju nepravi

integral [ f(z)dz konvergira?
0

Rjesenge.
(a) Koristedi 1 —2? = (1 — x)(1 + x), zakljucujemo da za sve z € [0, 1] vrijedi:
-2 < (1—-2%) <2(1—2).
Odatle slijedi
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Dakle, po usporednom kriteriju trazeni integral konvergira ako i samo ako konvergira integral
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Supstitucijom y = 1 — x integral postaje:
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Dakle, gornji izraz je konacan ako i samo ako je —a+ 1 > 0, tj. ako i samo ako je o < 1.
(b) Postoji. Skica rjeSenja:
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Navedena funkcija moze se zapisati formulom kao:
Fa) n—In*(z—n), z€n—-5n+5, neNn>2
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Ocito je f(n) = n, dok je integral jednak sumi povrsina trokuta sa bazom veli¢ine 2/n? i visine n, §to

je jednako >°° L < oo,
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Zadatak 4. (13 bodova)
(a) Izracunajte f292°)(1) za f(z) = wsinz.

(b) Odredite sumu
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Rjesenge.
(a) Koristeéi supstituciju y = z — 1 imamo
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Dakle, jer 2025 = 1012 - 2 + 1,
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