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Predgovor

Zasto bi kemicar trebao znati jezik matematike? To je pitanje koje si sigurno, mozda ne
u bas toj formulaciji, postavlja mnogo studenata kemije - a vjerojatno i dosta ,,gotovih”
kemicara. Odgovor na to pitanje nije i ne moze biti kratak.

Sasvim sigurno nije nuzno za dobrog kemicara da bude dobar, pa ¢ak ni da bude
slab matematicar. Nacelno, nuzna je samo sigurnost u aritmetici racionalnih brojeva
i koristenju pojma funkcije i njenog grafa. No, ne samo da su neka podrucja ke-
mije matematicki zahtjevnija, primjerice fizikalna kemija, nego se i u mnogim drugim
podruéjima moze uz (razumno!) koristenje matematickog jezika efikasnije uociti zako-
nitosti. Ipak, osobno je misljenje prvog od autora da je najvazniji razlog zasto student
kemije mora uciti matematiku bitno jednostavniji: znati matematiku znaci znati jasno
i precizno formulirati svoje tvrdnje te uocavati bitne slicnosti i razlike medu pojmo-
vima, konceptima i stvarnim objektima. A ta sposobnost moze olaksati zivot svakom
prirodoznanstveniku, dakle i kemicaru.

Nazalost, da bi se savladao matematicki jezik potrebno je ponesto strpljenja. To je
jezik koji se uci prije svega navikavanjem, ali kad se jednom nauc¢i omogucava stvaranje
novih svjetova i olaksava razumijevanje postojecih.

U tom smislu, preporu¢am svakom kemicaru u nastajanju (a i svakom drugom koji
uzme ovaj tekst u ruke) da se koncentrira na paméenje iskljucivo definicija, a zatim
dopusti da njegov ili njezin mozak prati — bez optere¢enja memoriranjem — kako se
iz malog broja zapamcenih stvari moze zakljuciti neusporedivo puno vise nego sto je
zapamceno. A za onoga tko je naucio pravilno zakljucivati, mozemo re¢i da je i savladao
osnove matematike.

U Zagrebu 2009.

F.M.B.

P.S. Matematika nisu formule. Formule u ovoj knjizi sluze iskljucivo uvjezbavanju
standardne notacije i kao vrsta stenografije. Stoga svakom tko sprema ispit iz matema-
tike preporucam da razmisli o smislu formula i pokusa ih izraziti rije¢ima te za svaku
definiciju ili formulu proba nadi i poneki vlastiti primjer.
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Poglavlje 1
Uvod

1.1 Varijable i konstante

U primijenjenoj, a i u teorijskoj, matematici ¢esto formule koje povezuju promatrane
velicine sadrze viSe oznaka nepreciziranog ili neistaknutog iznosa. Tako jednadzba
stanja idealnog plina glasi

pV =nRT,

gdje je n mnozina, R je opca plinska konstanta, T" je temperatura, a V' volumen. Sva-
kom fizicaru i kemicaru bit ¢e jasno da je R konstanta tj. da uvijek ima istu vrijednost
(i znat ¢e njezinu vrijednost napamet ili naéi ju u tablicama). No, ostale oznake (p, V/,
n, T') nacelno ne predstavljaju konstantne veli¢ine.

Pojmovi konstante (nepromjenjive veli¢ine) i varijable (veli¢ine promjenjivog iz-
nosa) u pravilu imaju smisla tek u konkretnom kontekstu. Tako se recimo u jednoj
situaciji mogu kao konstante uzeti n i T, dok ¢ée se ovisno o tlaku volumen mijenjati
pasupiV utom kontekstu varijable. U nekom drugom slucaju ne mijenjaju se tlak i
temperatura pa su p i T' tada konstante, dok su onda n i V' varijable.

Mozemo reci da je u zadanom matematickom modelu konstanta svaka veli¢ina
koja se u toku razmatranja tog modela ne¢e mijenjati, dok je varijabla svaka veli¢ina
koju tokom razmatranja modela smatramo promjenjivom (to ne znaci da se ona nuzno i
mijenja— bitna je nac¢elna moguénost njene promjene). Pritom razlikujemo nezavisne
i zavisne varijable: nezavisnim varijablama smatramo one koje su temeljne, ¢iji
iznos ne ovisi o iznosu ikoje druge varijable odnosno koje nacelno proizvoljno biramo
unutar nekog raspona, a zavisnima one ¢iji iznos se mijenja uslijed promjene neke od
nezavisnih varijabli — zavisne varijable ovise o nezavisnim.

U jednazbi idealnog plina moZemo primjerice n, T' 1V smatrati nezavisnim
varijablama (mijenjat éemo ih po Zelji), a p o njima ovisecom zavisnom varijablom (za
svaki iznos n, T 1 V| pripadni iznos p je jednoznacno odreden.

Varijable se dijele i po jednom drugom principu na diskretne i kontinuirane va-

rijable: ako varijabla, bar nacelno, moze poprimiti bilo koju realnu vrijednost unutar
nekog raspona, zovemo ju kontinuiranom, a ako pak moze poprimiti samo konac¢no
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8 POGLAVLJE 1. UVOD

mnogo vrijednosti ili pak samo vrijednosti koje mozemo numerirati cijelim brojevima[l|
Diskretne se varijable obicno pojavljuju kad se radi o nabrajanju nekih vrijednosti, dok
su rezultati mjerenja obi¢no kontinuirane varijable.

Primjer 2. Tlak idealnog plina je kontinuirana varijabla — njegove vrijednosti nacelno
mogu biti svi pozitivni realni brojevi.

Kvantni energijski nivoi pak c¢ine diskretnu varijablu jer se mogu numerirati prirod-
nim brojevima.

3t Ponovimo bitno... Matematicke i fizikalne velic¢ine se u konkretnom kontekstu
dijele na nepromjenjive (konstante) i promjenjive (varijable). Varijable mogu biti ne-
zavisne i (o njima) zavisne. Varijable se takoder obzirom na raspon mogudéih vrijednosti
dijele na diskretne i kontinuirane. ©

1.2 Brojevi i jedinice

Kemicari i drugi prirodoznanstvenici brojeve koriste ponajvise za izrazavanje rezultata
mjerenja. Stoga je uobicajeno da se iznos biljezi kao palﬂ broja i mjerne jedinice, jer tek
ta kombinacija jednoznaéno odreduje rezultat mjerenja neke kemijske (ili opcenitije,
fizikalne) veli¢ine. Primjerice, nije dovoljno reéi da je koncentracija necega 1,01; to
je beznacajan broj ako se ne navede radi li se o, recimo, 1,01 mol L=! ili pak 1,01
mmol L~!. Ponekad se pojavljuju i ,,éisti” brojevi, poput logaritama kvocijenata nekih
velicina (primjerice In %), no ako se dogovorimo da je njima jedinica jednaka 1 (8to
god to znagcilo), onda i njih mozemo shvatiti kao par broja i jedinice.

Vazno je zapamtiti: dva iznosa ne mogu biti jednaka ako se ne podudaraju u jedinici.
Drugim rije¢ima, jednakost a = b povlaci da velic¢ine a i b imaju istu fizikalnu dimenziju,
tj. mogu se izraziti u istoj jedinici. Varijable i konstante koje nemaju istu fizikalnu
dimenziju ne mogu se zbrajati ni oduzimati.

Primjer 3. Za cestice molarne mase M idealnog plina pri temperaturi T definira se
srednja kvadratna brzina
_/3RT
Vsrk = 7
Primijetimo da se stvarno radi o brzini: jedinica od R je J K~ mol™! pa je jedinica od
3RT J/mol. Slijedi da je jedinica od 3RT /M jednaka J/kg. Kako je 1 J isto Sto i 1 kg

m?/s*, slijedi da je jedinica od 3RT /M jednaka m?/s*, dakle je jedinica od vei m/s.

Brojevi su matematicki organizirani u skupove. Skup je jedan od temeljnih poj-
mova suvremene matematike. Pojam skupa se ne definira. Skup prepoznajemo po
njegovim elementima, tocnije: dva skupa su jednaka tocno ako imaju iste elemente.
Uobicajene oznake za skupove su velika slova engleske abecede, a za njihove elemente

IMozda nematematicaru nevjerojatno, ali istinito: ako varijabla moze poprimiti bilo koju raci-
onalnu vrijednost unutar nekog raspona, ona je diskretna jer racionalnih brojeva ima jednako mmnogo
kao cijelih.

2Bolje bi bilo reéi: umnozak. Pritom jedinicu mozemo smatrati konstantom.
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mala slova. Za neke ceste izjave vezane za skupove postoje kratki simbolicki zapisi.
Tako se za ,,objekt x je element skupa S” kratko pise

x €S,
a za ,,objekt x nije element skupa S”
r ¢S

Zelimo i pak reé¢i da se skup S sastoji od svih objekata z koji imaju neko svojstvo
piSemo
S ={x:0}.
Najces¢e spominjani skupovi brojeva u matematici i njenim primjenama imaju
istaknute oznake. To su redom:

1. Skup prirodnih brojeva N = {1,2,3,...};
2. Skup prirodnih brojeva s nulom Ny = {0,1,2,3,...};

3. Skup cijelih brojeva je skup svih rezultata oduzimanja prirodnih brojeva:
Z=A...,—2,-1,0,1,2,... };

4. Skup racionalnih brojeva je skup svih rezultata dijeljenja cijelih brojeva, tj.
skup svih brojeva koji se mogu zapisati kao razlomci: Q = {% :m € Z,n € N};

5. Skup realnih brojeva R uz racionalne brojeve sadrzi sve iracionalne brojeve
i mozemo ga shvatiti kao skup svih moguéih duljina duzina (ukoliko je zadana
jedini¢na duljina);

6. Skup kompleksnih brojeva C, o kojem ¢e biti rijeci u poglavlju [6]

Osnovne racunske operacije s brojevima su zbrajanje, oduzimanje, mnozenje, di-
jeljenje, potenciranje i korjenovanje. U svakom od gore navedenih skupova mozemo
zbrajati i mnoziti (zbrojimo li odnosno pomnozimo dva elementa skupa, rezultat je
element istog skupa). Pritom nije bitan redoslijed (kaze se: zbrajanje i mnozenje su
komutativne operacije) i, dok se drzimo samo zbrajanja ili samo mnozenja, zagrade
nemaju utjecaja (kaze se: zbrajanje i mnoZenje su asocijativne operacije). Formalno:
operacija # na skupu S je komutativna ako je 8y = y#zx za sve z,y € S, a
asocijativna je ako (z#y)#z = 28 (y#z) za sve x,y,z € S.

Zbrajanje i mnozenje u svim gore navedenim skupovima (osim zbrajanja u N jer on
ne sadrzi nulu) imaju jos jedno lijepo svojstvo—imaju neutralni element: z 4 0 =
O+z=2xix-1=1 -2 =1z zasve brojeve x. Opcenito, neutralni element g obzirom na
neku operaciju # je onaj za koji, kad tu operaciju primijenimo na njega i neki element
promatranog skupa S, ne mijenja taj element: ré#l = 1@z = x za sve x € S.

Oduzimanje mozemo shvatiti kao suprotnu operaciju od zbrajanja, a dijeljenje od
mnozenja. Oduzimanje dva broja daje element istog skupa u svim gornjim sluc¢ajevima
osim prva dva skupa (5 — 7 = —2 je rezultat oduzimanja dva prirodna broja, ali nije
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prirodan broj). Dijeljenje dva broja daje rezultat istog skupa samo u skupovima Q
bez nule i R bez nule. Dijeljenje s nulom nije dozvoljeno (znate li zasto?).
Potenciranje se konstruira iz mnozenja i dijeljenja: za prirodan broj n i bilo koji
broj x je
xn:a’:.x.x...x

n

(x pomnozen sam sa sobom n puta), a za x # 0

1
"t =—.
xn
Ako je 2" = y, kazemo da je x n-ti korijen iz y i piSemo x = {/y ili
1

r=ynr.

Korjenovanje se dakle moze shvatiti kao proSirenje potenciranja na racionalne ekspo-
nente:

33

T o= /™.

Ne moze se vaditi paran korijen iz negativnog broja (zasto?).

Svaki realan broj moze se zapisati u decimalnom zapisu, tj. zapisu u kojem
su pojedine znamenke broja svojom pozicijom vezane za toj poziciji odgovarajucu
potenciju broja 10.

Primjer 4. Kad govorimo o broju 725 mislimo na to da je on jednak 7-100+2-10+5
odnosno
725 =7-10°+2-10" +5- 10°.

Kad pisemo 2,14 mislimo na

1 1
214=2+1-—4+4-—=2-10+1-10""+4-1072.
’ + 10+ 100 * +

Vidimo: Decimalni zapis broja x kao
T = Aplyp_1 . ..0100,b102b3 . ..
znaci da je
T=a, 10"+ a,—1- 10"+ 4a; - 10+ag+by - 107" +by- 1072+ b3-107° + -+
1

16°
potpuno egzaktan. Drugi brojevi, poput % ili v/2, nemaju konacan decimalan zapis

te svaki njihov zapis s kona¢no mnogo znamenki nuzno sadrzi i gresku: % # 0,3333,

Neki realni brojevi, poput imaju kona(:a decimalni zapis (0,0625) te je on

V2 # 1,41. Greska u takvom zapisu je reda veli¢ine 10! (odgovarajuée mjerne
jedinice) gdje je m broj znamenki iza decimalnog zareza u odabranoj aproksimaciji.
Tako je greska zapisa % mm kao 0,3333 mm reda veli¢ine 10~° mm, a greska zapisa v/2

3Zapravo se i konagan decimalni zapis moze shvatiti kao beskonac¢an, s beskonaéno mnogo nula iza
zadnje nenul znamenke: 0,5 = 0,500000. . ..
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m s~! kao 1,41 m s~! je reda velicine 1072 m s~—!. Ipak, svaki se realan broj x moze

proizvoljno to¢no aproksimirati racionalnim: za svaku zadanu maksimalnu gresku e
postoji racionalan broj r takav da je |z — r| < &[]

Ovdje svakako treba istaknuti da bi pod decimalnim zapisom broja trebalo podra-
zumijevati zapis sa svim znamenkama; tako shvacen decimalni zapis uvijek je egzaktno
jednak zapisanom broju. Cim na kraju skinemo jednu ili vise znamenaka, dobili smo
aproksimaciju promatranog broja— broj koji nije jednak tom broju, ali mu je vise ili
manje blizu. Jednostavnosti radi ¢emo pod konacnim decimalnim zapisom podrazumi-
jevati svaki s konacno mnogo znamenki iza decimalnog zareza, bez obzira radi li se o
egzaktnom broju (npr. 0,5 = 1/2) ili aproksimaciji (0,67 ~ 2/3).

Kako rezultati mjerenja fizickih veli¢ina gotovo uvijek u sebi sadrze gresku (i u
pravilu nije moguce dobiti egzaktan iznos), razumno je koristiti kona¢an decimalni zapis
za brojevni dio njihove vrijednosti. Recimo, ako ste izmjerili duljinu nekog predmeta
kao 387,8 mm i znate da je greska uredaja za mjerenje najvise 0,5 mm, mozete pisati
da je duljina tog predmeta 387,8 mm + 0,5 mm. No, greska mjerenja nije isto Sto i
greska uzimanja kraceg decimalnog zapisal

U nekim slucajevima ne moze se istaknuti precizna greska mjerenja te ju je potrebno
razumno procijeniti kako bi se izbjeglo navodenje znamenki koje su vjerojatno krive.
Recimo, ako je pri nekom mjerenju duljine vjerojatno da rezultat 388,1 mm ne sadrzi
gresku vecu od 1 mm, obzirom na izmjereni iznos, vjerojatnije je da je rezultat 388
mm, nego 389 mm. Mozemo re¢i da je izmjerena duljina 388 mm i to na tri znacéajne
znamenke. Da smo ju usprkos nesigurnosti u iznosu od 1 mm ipak zapisali kao 388,1
mm, rekli bismo da je u tom zapisu zadnja znamenka neznacajna. Neznacajne, tj.
vjerojatno krive, znamenke se ne navode u rezultatima mjerenja i ne rac¢una se s njima.

Kad vidimo zapisani rezultat mjerenja, kao znacajne znamenke se broje sve nenul
znamenke, nule izmedu nenul znamenki te nule iza decimalnog zareza. Nule na pocetku
nikad nisu znacajne. Nule koje sluze samo za specifikaciju mjesta decimalnog zareza ne
broje se u znacajne znamenke. Npr. broj 0,0000345 ima tri znacajne znamenke, broj
0,003045 ih ima ¢etiri, a 0,000034500 ih ima pet (kako zadnje dvije nule nisu nuzne za
polozaj decimalnog zareza, one moraju biti znacajne). Ako se radi o egzaktnom broju,
smatramo da ima beskona¢no mnogo znacajnih znamenki.

Kako bi se izbjegle nedoumice, uobic¢ajeno je koristiti znanstvenu notaciju: to je
zapis realnog broja x u obliku

xr=m-10"

gdje je broj m € [1,10) tzv. mantisa (zapisana sa svim znacajnim znamenkama), a n €
Z je eksponent. Broj znacajnih znamenki broja x jednak je broju znacajnih znamenki
mantise. Zahtjev da mantisa bude broj izmedu 1 i 10 ¢ini takav zapis jedinstvenim.

Primjer 5. Avogadrova konstanta iznosi 602214000000000000000000 mol~, sto je na
sest znacajnih znamenki jednako

Nx = 6,02214 - 10% mol .

4Primijetimo da je za realne — a isto tako i kompleksne — brojeve apsolutna vrijednost njihove
razlike jednaka njihovoj udaljenosti (razmaku). Apsolutna vrijednost broja je njegova udaljenost do
nule.
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Naboj elektrona iznosi 0,000000000000000000160217 C, sto je
e=1,60217-107C.

Red velicine oznacava eksponent broja 10 u znanostvenom zapisu kvocijenta dva
razli¢ita iznosa. Primjerice, broj 2,1 - 107 je za 8 redova veli¢ine manji od broja
5,345 - 103,

Kod rac¢unanja vrijede sljedec¢a pravila: rezultat zbrajanja i oduzimanja treba imati
isti broj znamenki iza decimalnog zareza kao najmanje tocan pocetni podatak. Recimo,
12,11 + 18,0 + 1,013 = 31,123 se u rezultatu navodi kao 31,1. Kod mnozenja i dije-
ljenja ne broje se mjesta iza decimalnog zareza, nego broj znac¢ajnih znamenaka: broj
znacajnih znamenaka rezultata treba biti jednak broju znacajnih znamenaka najmanje
preciznog pocetnog podatka. Primjerice, 4,56 - 1,4 = 6,38 se u rezultatu navodi kao
6,4. Pritom se, kako bi se izbjeglo pojavljivanje greske zbog samog racuna, racun treba
provoditi s viSe znamenki i konacni rezultat zaokruziti na onaj koji odgovara gornjim
pravilima.

Zaokruzivanje brojeva se moze provoditi na vise nac¢ina. Standardni nacin je sljededi:

ako zelimo odbaciti nekoliko zadnjih znamenki i one pocinju s 5,6,7,8 ili 9, zaokruzujemo
na gore (zadnja znamenka ispred njih se pri odbacivanju poveéa za 1: 3,7898 na tri
decimale zaokruzeno je 3,790), a ako poc¢inju s drugim znamenkama nadolje. Ako
pak odbacujemo niz znamenaka 500...0, ponekad se koristi sljede¢e pravilo: parna
znamenka ispred se ne mijenja, neparna ide nagore (7,85 na 7,8, a 7,15 na 7,2).
#+ Ponovimo bitno. .. Fizicka veli¢ina X ima neki stvarni iznos x jed. (gdje je jed.
odabrana jedinica). Taj iznos u pravilu nije toéno mjerljiv. Zato umjesto tocnog (ali
nepoznatog) broja x zapisujemo broj Z koji je konacan decimalan broj koji sadrzi
samo znacajne znamenke broja x u decimalnom zapisu. Broj & je aproksimacija broja
x. Primjerice, dijagonala kvadrata stranice 1 ¢m ima toc¢nu duljinu

d=+v2cm=

= 1,41421 35623 73095 04880 16887 24209 69807 85696 71875 37694 80731 ... cm
(tj. z = v/2 = 1,41421 35623 73095 04880 16887 24209 69807 85696 71875 37694 80731 . . .

i tu se radi o egzaktnim jednakostima). Ravnalom mozemo mjeriti toéno do na 0,1 cm
pajer =14 odnosnoE] d = 1,4 cm (s dvije znac¢ajne znamenke). ©

1.3 Kartezijev i op¢i pravokutni koordinatni sustav
u ravnini

Cesto je potrebno imati nacin prikazivanja uredenih parova brojeva, npr. parova po-
dataka. Uredeni par dva (ne nuzno razlic¢ita) broja ¢ine ta dva broja uz specifikaciju
koji je prvi, a koji je drugi. Npr. (1,2) je uredeni par razlic¢it od (2,1). Najlaksi i
najpregledniji nacin je prikazivanje u pravokutnom koordinatnom sustavu koji se sas-
toji od dva brojevna, medusobno okomita, pravca koje zovemo koordinatnim osima.

50vdje bi korektnije bilo pisati d =~ 1,4 cm, no to nije uobi¢ajeno.
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Slika 1.1: Koordinatni sustav i kvadranti.

Brojevni pravci (osi) imaju ozna¢ene pozicije za brojeve 01 1 (¢ime je odredeno mjerilo
unutar svake od osi), a osi se sijeku u zajednickoj nuli ( ishodistu koordinatnog sus-
tava). Udaljenost izmedu oznaka za 011 ¢emo zvati jedinicnom duzinom za os (kako bi
se izbjeglo mijesanje s pojmom jedinice, pod ¢ime podrazumijevamo mjernu jedinicu
fizicke veli¢ine). Pritom jedini¢ne duzine na osima ne moraju biti jednako duge, a ako
jesu, sustav zovemo Kartezijevim.

Svaka os se oznacava oznakom vrste podataka (,,podijeljenom” s jedinicom u kojoj
se mjeri, npr. ako na os apscisa nanosimo vrijeme u sekundama, njena oznaka bila bi
t/s). U pravokutni sustav unose se iskljucivo parovi brojeva; dakle, ako u pravokutnom
koordinantom sustavu prikazujemo parove rezultata nekih mjerenja, na osima su iznosi
tih mjerenja u odabranoj jedinici koja mora biti naznac¢ena u oznaci osi.

Kad unosimo par brojeva (z,y) u pravokutni koordinatni sustav, jedan broj (prvi
broj x u paru) nanosi se na horizontalnu os koju zovemo os apscisa, a drugi (y) na
vertikalnu os koju zovemo os ordinata. Par (z,y) je onda prikazan tockom koja je
sjeciste okomica povucenih na osi u tockama koje odgovaraju nanesenim podacima.
Brojevi z i y zovu se koordinatama tocke (z,y) (apsisa i ordinata). Ishodiste ko-
ordinatnog sustava po definiciji ima obje koordinate jednake 0. Tocke na osi apscisa
imaju ordinatu 0, a tocke na osi ordinata imaju apscisu 0. Koordinatni sustav dijeli
ravninu na Cetiri kvadranta; u prvom su tocke kojima su obje koordinate pozitivne,
u drugom one s negativnom apscisom i pozitivnom ordinatom, u tre¢em one kojima
su obje koordinate negativne, a u ¢etvrtom one s pozitivhom apscisom i negativnom
ordinatom (vidi sliku [1.1)).

U praksi ¢esto nacrtano sjeciste osi nije tocka kojoj su obje koordinate 0, tj. nije
ishodiste koordinatnog sustava (obi¢no su koordinate nacrtanog sjecista malo manje
od, za konkretnu situaciju, najmanje potrebne apscise odnosno ordinate). Stoga pazite:
ishodiste je zajednicka nula i stvarno sjeciste osi, dok nacrtano sjeciste osi ne mora biti
ishodiste.

Zelite li dobro planirati prostor papira za skiciranje podataka, potrebno
je prvo odrediti raspon |a,b| iznosa podataka koje nanosimo na apscisu i raspon [c,d]
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Slika 1.2: Odabir raspona na koordinatnim osima.

1znosa podataka koje nanosimo na ordinatu. Sjeciste osi obicno se, ali ne nuzno, crta
dolje lijevo. Za mjega se uzme tocka s koordinatama (a,c), a najdesnija tocka ima
apscisu b i najgornja ordinatu d (te se tome prilagode jedinicne duZine osi). Ukoliko
jea < 0 < b, cesto se sjeciste koordinatnih osi stavija u 0 na apscisi, odnosno ako je
c <0< d u0 na ordinati, umjesto da se crta v donjem lijevom kutu papira.

Primjer 6. Ako Zelimo prikazivati vremena iz raspona 2min < t < 10min ¢ prirodne
logaritme izmjerenih koncentracija reaktanta (podijeljenih sa standardnom koncentraci-
jome” =1 mol L) koji se nalaze u rasponu —2 < In Cie < 0,5, pogodan odabir sjecista
osi je tocka (2,0), raspon apscisa bio bi od 2 do 10, a raspon ordinata od —1 do 2.
Odgovarajuéa oznaka osi apscisa je t/s, a osi ordinata In(c/c”). Takav koordinatni
sustav prikazan je slikom[I.3.

Zadatak 1. Pri nekom eksperimentu dobivene su sljedece vrijednosti tlaka para etanola
pri razlicitim temperaturama:

t/°C | p/torr
25 55,900
30 70,000
35 93,800
40 117,50
45 | 154,10
50 190,70
55 | 241,90
60 304,15
65 377,90

Skiciragte podatke u pravokutnom koordinatnom sustavu tako da na apscisi budu tem-
perature u kelvinima, a na ordinati tlak u torrima.

1t Ponovimo bitno. .. Pravokutni koordinatni sustav se sastoji od dvije medusobno
okomite koordinatne osi (osi apscisa i osi ordinata) i sluzi za prikazivanje uredenih
parova brojeva. U fizikalnom kontekstu brojevi na osima su iznosi fizikalnih veli¢ina,
te broj z na osi oznacenoj sa Z/jed. oznacava vrijednost z jed. fizikalne velicine Z. ©



Poglavlje 2

Realne funkcije jedne varijable

2.1 Pojam funkcije i grafa funkcije

Pod funkcijom se obi¢no— krivo— podrazumijeva pravilo kojim se nekim objektima
pridruzuju neki drugi objekti, tj. formula kojom se iz  izra¢una f(z). Sto je krivo u tom
shva¢anju? Svakako je pravilo pridruzivanja bitan dio pojma funkcije, no nedostatak
ovakve ,,definicije” je neisticanje skupa u kojem se nalaze elementi kojima pravilo nesto
pridruzuje i skupa u kojem se nalaze rezultati pridruzivanja. Naime, isto pravilo se
moze odnositi na razli¢ite skupove objekata: tako se npr. masa moze pridruzivati u
jednom kontekstu ljudima, a u drugom brasnu. Takoder, u ,,definiciji” da je funkcija
samo pravilo pridruzivanja nije istaknuto da ne smije biti visestrukog pridruzivanja
(pridruzivanje vise objekata jednom objektu). Stoga svaka funkcija ima tri bitne
komponente:

1. Domenu: skup u kojem se nalaze objekti kojima se nesto pridruzuje.
2. Kodomenu: skup u kojem se nalaze rezultati pridruzivanja.

3. Pravilo kojim se svakom elementu domene pridruzuje tocno po jedan element
kodomene.

Uobicajene oznake su D za domenu, K za kodomenu i f za samo pravilo, a funkciju
tada oznacavamo
f:D—K

i kazemo ,f sa D u K”.

Oznaka [ predstavlja ,citavu” funkciju, dok je f(x) vrijednost funkcije
za jedan element domene x, dakle f(x) je jedan element kodomene funkcije f. Takoder,
f(x) u veéini slucajeva mozemo poistovjetiti s formulom, tj. pravilom djelovanja funk-
cije.

Funkcija identiteta je funkcija f : A — A (gdje je A bilo kakav skup)
koja ,nista ne radi”, tj. svakom elementu pridruuje njega samog: f(x) = x za sve
r e A

15
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U primjenama je kodomena najces¢e podskup skupa R; takve funkcije zovemo
realne funkcije. Do dvanaeastog poglavlja bavit ¢emo se iskljuc¢ivo realnim funk-
cijama jedne varijable, tj. funkcijama kojima su i domena i kodomena podskupovi
od R. Mozemo re¢i da su to funkcije koje (realnim) brojevima pridruzuju (realne)
brojeve.

Cesto se koristi i pojam prirodne domene neke funkcije. To je najveéi skup koji
moze biti domena za zadano pravilo, tj. skup svih objekata na koje se pravilo moze
smisleno primijeniti. Tako je za pravilo f(z) = —z prirodna domena skup R\ {5}
jer se jedino za z = 5 ne moze izracunati ﬁ Domena funkcije je uvijek podsku
prirodne domene koja odgovara pravilu kojim je opisano djelovanje funkcije. Ukoliko
se funkcija zadaje samo formulom f(x) podrazumijeva se da joj je domena prirodna
domena.

Realne funkcije jedne varijable mozemo vizualizirati pomoc¢u prikaza funkcijske ovis-
nosti u koordinatnom sustavu. Graf funkcije f cija varijabla je oznacena s x, a
pridruzena vrijednost s f(x), je skup sm’lﬂ uredenih parova

(z, f(2))

kad x prolazi domenom funkcije. Kako uredene parove realnih brojeva mozemo identi-
ficirati s tockama u koordinatnom sustavu, graf realne funkcije jedne varijable mozemo
prikazati ucrtavanjem tocaka s koordinatama (z, f(x)) u Kartezijev koordinatni sus-
tav. Pritom vidimo: domena se vizualizira kao skup svih apscisa tocaka grafa (dakle
kao podskup z-osi), a rezultati, tj. elementi kodomene, nanose se na y-os. Obzirom
na standardnost takvog prikaza grafa funkcije, uobic¢ajeno je i njega nazivati grafom
funkcije.

Slika funkcije je podskup kodomene koji se sastoji od onih rezultata koji stvarno
imaju original. Recimo, slika funkcije f(z) = z? je skup [0,+o0) jer x? ne moze
postié¢i negativnu vrijednost, ali moze postic¢i bilo koju nenegativnu. Ako nam je dan
crtez grafa, lako je o¢itati domenu i sliku funkcije: jednostavno projiciramo graf na os
apscisa, odnosno ordinata.

Neke bitne posljedice definicije funkcije i njenog grafa na prikaz grafa u Kartezije-
vom koordinatnom sustavu su sljedece:

e Svaka vertikala (paralela s osi ordinata) sijece graf najvise jednom (zasto?).

e Sjeciste grafa s osi ordinata je tocka (0, f(0)), tj. njegova ordinata predstavlja
vrijednost funkcije u nuli.

e Elementi domene kojima funkcija pridruzuje nulu zovu se nultocke funkcije.
Dakle, nultockd?| funkcije f su rjesenja jednadzbe f(z) = 0. Svako sjeciste grafa
s osi apscisa kao apscisu ima neki z € D, a kao ordinatu 0 = f(x), pa apscise
sjecista grafa s osi apscisa predstavljaju nultocke funkcije.

1Svaki skup je sam sebi podskup. Za skup B kazemo da je podskup skupa A ako je svaki element
od B ujedno element od A.

2Dakle, ne samo onih koje smo stvarno u stanju nacrtati.

3Pod nultockama ovdje podrazumijevamo realne nultocke.
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Slika 2.1: Odredivanje domene iz grafa.

e Funkcija je pozitivna/negativna (u smislu: vrijednosti f(z) su pozitivne/nega-
tivne) za one vrijednosti apscisa x za koje su pripadne tocke grafa iznad/ispod
2-08l.

Zadatak 2. Sto znamo o funkciji ako njen graf ne sijece os ordinata?

Zadatak 3. Moze li graf funkcije sjeci neku paralelu s osi apscisa vise od jednom?

Zadatak 4. Ouvisnost tlaka o volumenu idealnog plina, pri konstantnoj temperaturi i

mnozini, dana je formulom:
1
V)=nRT - —.
p(V) v
Tako definirana funkcija p ima prirodnu domenu R\ {0}, no zbog konteksta kao do-
memﬁ uzimamo (0, 4+00). Tlak pri pozitivnom volumenu je ocigledno pozitivan, pa ée
se graf ove funkcije nalaziti v prvom kvadrantu. Skicirajte pet tocaka pripadnog grafa

i komentiragte (ne)postojanje sjecista s koordinatnim osima!

Zadatak 5. Iz na slici[2.1] zadanog crteza grafa nepoznate funkcije f, odredite njezinu
domenu.

Zadatak 6. [z na slici|2.2 zadanog crteza grafa nepoznate funkcije f, odredite koja joj
je vrigednost uw x = 0 1 koje su joj nultocke.

Zadatak 7. Iz na slici zadanog crteza grafa nepoznate funkcije f, odredite na kojim
intervalima ona poprima pozitivne vrijednosti.

1t Ponovimo bitno... Funkcija se sastoji od domene, kodomene i pravila koje
svakom elementu domene pridruzuje po jedan element kodomene. Graf funkcije se
sastoji od svih uredenih parova oblika (element domene, pridruzeni element kodomene).
Realne funkcije jedne varijable su funkcije kojima su domena i kodomena podskupovi
skupa realnih brojeva. Za takve funkcije njihov graf je moguce vizualizirati crtanjem
tocaka koje su elementi grafa funkcije u Kartezijevom koordinatnom sustavu. ©

4Primijetimo da iako ovdje, nepravilno, volumene poistovjeéujemo s realnim brojevima bez da smo
definirali jedinicu, izjava o prirodnoj domeni je to¢na jer je svejedno zelimo li reéi da volumen mora
biti veéi primjerice od 0 L ili od 0 m?3.
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Slika 2.2: Odredivanje nultocki i vrijednosti funkcije u nuli iz grafa.

-0l

Slika 2.3: Odredivanje predznaka funkcije iz grafa.
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[l

Slika 2.4: Odredivanje intervala rasta i pada iz grafa.

2.2 Svojstva funkcija i njihovih grafova

Funkcija moze biti rastuca ili padajuca na cijeloj domeni ili nekom njenom podin-
tervalu. Funkcija (strogo) raste na intervalu I (koji je podskup domene) ako vece
vrijednosti varijable iz I daju i vece rezultate:

r<a' = f(x) < f(2') (zaz2' e€l).

Funkcija (strogo) pada na intervalu I (koji je podskup domene) ako veée vrijednosti
varijable iz I daju manje rezultate:

r<a = f(z)> f(a) (zax,a €l).

Vizualno rast odnosno pad funkcije na intervalu I vidimo tako da gledajudi slijeva
nadesno (nad intervalom I na osi apscisa) graf ide prema gore odnosno dolje.

Zadatak 8. Iz na slici[2.4) zadanog crteza grafa nepoznate funkcije f, odredite na kojim
intervalima funkcija f pada.

Drugo bitno svojstvo koje realna funkcija jedne varijable moze imati je (ne)parnost.
To svojstvo ima smisla provjeravati samo ako je domena funkcije simetricna obzirom
na nulu, npr. ako je domena R, [-5,5] ili (—o0, —3) U (3, +00). Funkcija f s takvom
domenom je parna funkcija ako je svejedno uvrstavamo li u nju « ili —z (promjena
predznaka originala ne utjece na predznak rezultata): za sve x iz domene je

f(=x) = f(x).

Primjer parne funkcije je f : R — R, f(z) = x?. Grafovi parnih funkcija su simetri¢ni
obzirom na os ordinata.

Funkcija f sa simetricnom domenom je neparna funkcija ako uvrstavanje —z
umjesto = promijeni predznak rezultata (promjena predznaka originala mijenja predz-
nak rezultata): za sve x iz domene je
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Slika 2.5: Vertikalna translacija grafa.

Primjer neparne funkcije je f : R — R, f(z) = 7.

simetri¢ni obzirom na ishodiste.

Na koncu, spomenimo i svojstva injektivnosti, surjektivnosti i bijektivnosti. Funk-
cija je injekcija ako razliciti originali daju razli¢ite rezultate, tj. ako iz f(x) = f(2')
uvijek slijedi x = 2’. Vizualno injektivnost realne funkcije jedne varijable vidimo po
tome da sve horizontale graf funkcije sijeku najvise jednom. Funkcija je surjekcija
ako svaki element kodomene ima original, tj. ako za svaki y € K mozemo na¢i x € D
takav da je f(x) = y. Surjektivnost je u pravilu lako posti¢i smanjivanjem kodomene:
ako stavimo da je slika funkcije njena kodomena, funkcija je automatski (Stavise, po
definiciji) surjektivna. Vizualno surjektivnost realne funkcije jedne varijable vidimo po
tome da svaka horizontala kroz tocke kodomene bar jednom sijece graf. Ako je funkcija
injekcija i surjekcija kazemo da je bijekcija.
1t Ponovimo bitno... Osnovna svojstva koja mogu imati realne funkcije jedne vari-
jable, a koja imaju znacaj za njihove primjene, su rast i pad (na pojedinim intervalima),
parnost i neparnost, injektivnost i surjektivnost. ©)

Grafovi neparnih funkcija su

2.3 Transformacije grafova

Ako znamo kako u Kartezijevom koordinatnom sustavu izgleda graf realne funkcije
jedne varijable y = f(x), lako je skicirati grafove mnogih drugih funkcija.

Prvi tip transformacije grafa je translacija, koja moze biti horizontalna ako se odnosi
na domenu (zamjena varijable x s varijablom x + A) ili vertikalna ako se odnosi na
kodomenu (promjena vrijednosti funkcije s f(x) na f(z) + A):

e Akoje g(x) = f(z)+ A, graf funkcije g dobije se translacijom grafa od f za iznos
A nagore (dakle, ako je A negativan, pomak je nadolje); vidi sliku .

e Ako je g(x) = f(x+ A), graf funkcije g dobije se translacijom grafa od f za iznos
A ulijevo (dakle, ako je A negativan pomak je udesno); vidi sliku .
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Slika 2.7: Promjena predznaka funkcije.

Drugi tip transformacije grafa je zrcaljenje obzirom na koordinatnu os uslijed pro-
mjene predznaka: ako se promjena predznaka odnosi na domenu (zamjena varijable
xr s —x), zrcalimo obzirom na os ordinata, a ako se odnosi na kodomenu (promjena
predznaka s f(x) na —f(x)) onda zrcalimo obzirom na os apsisa:

e Ako je g(x) = — f(x), graf funkcije g dobije se zrcaljenjem grafa od f obzirom na
os apscisa; vidi sliku [2.7]

e Ako je g(x) = f(—x), graf funkcije g dobije se zrcaljenjem grafa od f obzirom na
os ordinata; vidi sliku [2.8]

Tredi tip transformacije je skaliranje (rastezanje odnosno stezanje) grafa u horizon-
talnom ili vertikalnom smjeru uslijed skaliranja varijable (z zamjenjujemo s Az pa se
skaliranje odnosi na domenu, odnosno graf se horizontalno rasteze ili stisée) ili vrijed-
nosti funkcije (f(x) prelazi u Af(x) pa se skaliranje odnosi na kodomenu, odnosno graf
se vertikalno rasteze ili stisée). Obzirom da smo veé opisali efekt promjene predznaka
funkcije na graf, ovdje je dovoljno razmatrati skaliranje pozitivhom konstantom A > 0:

e Ako je g(x) = f(Ax), graf funkcije g ima isti oblik kao graf funkcije f i isto
sjeciste s osi ordinata, ali je horizontalno rastegnut (za A > 1, aza A < 1 je

stisnut); vidi sliku 2.9
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Slika 2.8: Promjena predznaka varijable.

Sfx)
fidx)

Slika 2.9: Skaliranje varijable.

e Ako je g(x) = Af(x), graf funkcije g ima isti oblik kao graf funkcije f i iste
nultocke, ali je vertikalno rastegnut (za A > 1, za A < 1 je stisnut); vidi sliku

2.10.

Pomoé¢u ovih pravila se iz poznavanja malog broja grafova (grafova elementarnih
funkcija) mogu dosta precizno nacrtati grafovi mnogih drugih funkcija. Primjerice, ako
znamo nacrtati graf funkcije s formulom f(x) = e®, temeljem gornjih pravila mozemo
nacrtati grafove funkcija s formulama e**1, e —2, —e® i 3e®. U nastavku ¢emo ukratko
ponoviti elementarne funkcije. One se dijele na algebarske i transcendentne funkcije.
To razlikovanje nije bitno samo za matematicare, nego i za prirodoznanstvenike: u
algebarske funkcije mogu se uvrstavati fizikalne veli¢ine (dakle, brojevi s jedinicama)
i rezultat takoder ima jedinicu; u transcendentne funkcije mogu se uvrstavati samo
brojevi i rezultat je ¢isti broj.
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Slika 2.10: Skaliranje funkcije.

2.4 Algebarske funkcije

2.4.1 Afine funkcije

Afine funkcije varijablu mnoze konstantom i tome pribrajaju jos jednu konstantu. For-
malnije, afina funkcija je realna funkcija s prirodnom domenom R kojoj je formula
oblika

f(x) =ax+0.

Graf afine funkcije je pravac: sve tocke oblika (z, ax+b) za zadane a i b leze na istom
pravcu, kojem je a koeficijent smjera, ab slobodan ¢lan. Kako je f(0) = a-0+b = b,
to je tocka (0,b) na grafu, tj. odsjecak grafa afine funkcije na osi ordinata jednak
je slobodnom clanu. Afina funkcija kojoj je slobodni ¢lan nula zove se linearna
funkcija. Graf linearne funkcije prolazi kroz ishodiste. Linearne funkcije opisuju
proporcionalnost nezavisne i zavisne varijable: Par meduovisnih varijabilnih veli¢ina
zove se proporcionalnim (razmjernim) ako je omjer (konstanta proporcionalnosti)
njihovih vrijednosti konstantan, tj. jednak za svaki par odgovarajucih vrijednosti.

Identiteta f(x) = x je linearna funkcija.

Poursina kruga je razmjerna kvadratu njegova polumgjera, ali ne i polu-
mjeru.

Ako je koeficijent smjera afine funkcije jednak nuli, govorimo o konstantnoj
funkciji. U tom slucaju slika funkcije je jednoclani skup {b}, jer takva funkcija svim
vrijednostima varijable pridruzuje istu vrijednost b. Konstantna funkcija nije injekcija,
ali je parna funkcija. Graf konstantne funkcije je paralelan s osi apscisa. Ako koeficijent
smjera nije nula, afina funkcija je bijekcija s R na R i ima to¢no jednu nultocku —%.

Zadatak 9. Uz koji uvjet je afina funkcija parna (neparna)?

Ovisno o predznaku koeficijenta smjera afina funkcija je rastuc¢a, odnosno padajuca:
za a > 0 raste, a za a < 0 pada.

Afine funkcije su vrlo ¢este u primjenama, iako su prave afine zavisnosti rijetke.
Naime, ¢esto se pomocu afine funkcije aproksimira kompliciranija meduovisnost.
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Slika 2.11: Graf konstantne (lijevo), linearne (sredina) i opce afine funkcije (desno).

Primjer 10. Ouvisnost koncentracije ca reaktanta A o vremenu t u reakciji nultog reda
opisana je jednadzbom
CA = CA 0 — ]C()t

Pritom je cao pocetna koncentracija od A, a ko je konstanta brzine reakcije. Ocito
bismo uz

[E:t, f($) = Cap,
a:—k’o, b:CA,o

tu jednadzbu mogli interpretirati kao jednadzbu afine funkcije, s tim da joj domena ne
bu bila cijeli skup R jer nas me zanimaju vremena prije reakcije i nakon $to reakcija
stane; stoga je domena ove funkcije segment oblika [0,T], gdje je T trajanje reakcije,
recimo u sekundama.

Ovdje zapravo treba biti malo oprezan. Kad govorimo o domeni i kodomeni funkcije
te iznosima koje nanosimo na koordinatne osi, govorimo o c¢istim brojéanim iznosima.
Kad na horizontalnu os nanosimo vrijeme te os oznacimo primjerice s t/s, znamo
da apscise u tom koordinatnom sustavu predstavijaju broj sekundi; stoga je 1 domena
neke funkcije vremena (ovdje koncentracije) u tom slucaju neki interval brojeva, a ne
vremenski interval. Efektivno to znaci da kad smo gore rekli x = t zapravo mislimo
rec¢i x = t/s i podrazumijevamo da su sve jedinice u svakom ¢élanu formule izdvojene.

Primgjerice, ako imamo cy = 0,100mol L= —0,667 mol L' s~ ¢, zapravo nije v = t,
f(x) =ca, a=—0,667TmolL™ts™! ib=10,100mol L™, nego je

T = ts_l,

f(z) = camol 'L,

a = —0,667,
b= 0,100
(4. @ = —komol 'Ls i b = CA mol ' L). No, zbog neprakticnosti ovakvog zapisa

u pravilu ga kod algebarskih funkcija mecemo koristiti usprkos njegove tocénosti, veé
cemo podrazumijevati da je pri uzimanju recimo xr = t uzet samo 1znos vremena u
odgovarajucoj jedinic.
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Slika 2.12: Graf funkcije f: [0,5] = R, f(z) = 3z + 2.

Primjer 11. Tlak idealnog plina kao funkcija reciproéne vrijednosti volumena (p =
nRT - 3 ) moZe se shvatiti kao
y=axr—+b

uzYy =p, r = %, a=nRT i1b=0. MoZemo reci i: tlak idealnog plina proporcionalan

je reciprocnoj vrijednosti volumena.

Primjer 12. Za kemijske reakcije prvog reda u jedanaestom poglavlju izvest cemo
sljedecu vezu ovisnosti koncentmcijeﬂ reaktanta A o vremenu:
A A
i Ay A — kqt.

c” c

Pritom je [Alg pocetna koncentracija, a ki konstanta (koeficijent brzine reakcije). Uz
y=Imn[A], x =1, a = —ky i b =1In[A], opet imamo prikaz neafine ovisnosti pomocu
afine.

Kao u primjeru [10] u primjenama je ¢esto potrebno afinu funkciju promatrati tako
da joj je domena samo neki segment, a ne cijeli skup realnih brojeva. Opcenito, ako
je domena neke funkcije segment [A, B], onda odgovarajuéi graf sadrzi samo tocke s
apscisama izmedu A i B. Specijalno, graf afine funkcije kojoj je kao domena uzet
segment [A, B] je duzina koja je dio pravca koji predstavlja graf te funkcije izmedu
tocaka s apscisama A i B, vidi sliku [2.12]

Zadatak 10. Skicirajte grafove funkcija f(x) =3, f(z) = 2z i f(x) = 3—bx. Precizno
odredite sva sjecista s koordinatnim osima.

¥+ Ponovimo bitno... Afine funkcije su funkcije f : R — R, f(z) = ax + b. Graf
svake afine funkcije je pravac koji os ordinata sijece u b. Ovisno o koeficijentu smjera
a afine funkcije su rastuée (a > 0), konstantne (¢ = 0) ili padajuce (a < 0). ©)

5U izrazima pod logaritmima koncentracije su dijeljene sa standardnom koncentracijom © =1
mol L~! jer se logaritmi mogu ra¢unati samo od ¢istih brojeva.
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Slika 2.13: Grafovi kvadratnih funkcija (lijevo: f(x) = 22, desno: f(x) = —x2—2x+38).

2.4.2 Kvadratne funkcije

Opc¢a kvadratna funkcija je realna funkcija prirodne domene R koja je zadana
formulom oblika

f(z) =ax® +bx +c
gdje su a, b, c zadane konstante (koeficijenti). Koeficijent a # 0 zove se vodedéi koefi-
cijent, a ¢ je slobodni ¢lan.

Primjer 13. Funkcija f : R—R zadana formulom

fla) =2
je prototip kvadratne funkcije (s vodeéim clanom 1 i ostala dva koeficijenta jednaka
nuli). Njen graf prikazan je slikom[2.19 (lijevo).

Kao i kod afine funkcije iz jednakosti f(0) i slobodnog ¢lana slijedi da sjeciste grafa
kvadratne funkcije s osi ordinata ima ordinatu jednaku slobodnom ¢lanu c.

Graf kvadratne funkcije ima oblik parabole, a predznak vodecéeg koeficijenta odreduje
je i ,otvorena prema gore” (za a > 0) ili ,prema dolje” (za a < 0). U prvom slucaju
se najniza, a u drugom najviSa tocka grafa zove tjeme parabole. Njegova apscisa

je v = —£. Kvadratna funkcija raste na (—oco,z7) i pada na (zr, +00) ako a < 0,

2a°
odnosno pada do tjemena i raste od tjemena ako a > 0. Graf kvadratne funkcije je
uvijek simetrican obzirom na paralelu s osi ordinata povucenu kroz tjeme. Kvadratna
funkcija nije injekcija.
Zadatak 11. Odredite formulu za ordinatu tjemena. Nakon toga odredite sliku kva-
dratne funkcije.

Kao sto smo rekli, nultocke funkcije (sjeciSta s osi apscisa) su rjesenja jednadzbe
f(z) = 0 koja je u ovom slucaju kvadratna jednadzba

ax’ +br+c=0.

Njena rjesenja su dana formulom

—b++D

T12 =
’ 2a
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Slika 2.14: Monomi parnog stupnja (lijevo) i neparnog stupnja (desno), za a > 0.

gdje je D = b? — 4ac tzv. diskriminanta. Vidimo da graf kvadratne funkcije ne sijece
os apscisa ako D < 0, sijece (dira) ju u samo jednoj tocki (i to u tjemenu) ako D = 0,
a ima dva sjeciSta s osi apscisa ako D > 0.

Primjer 14. Neka je kvadratna funkcija zadana formulom f(x) = —2* —2zx+8. Tada
jea < 0 pa ée odgovarajuca parabola biti otvorena prema dolje. Sjeciste s osi ordinata je
u ordinati 8. Nultocke te funkcije, odredene rjesavanjem jednadzbe —x* —2x+8 = 0, su
—4 12 pa su to apscise sjecista s osi apscisa. Tjeme ima apscisu —(—2)/(2-(—1)) = —1.
Odgovarajuéi graf je prikazan slikom[2.15 (desno).

Zadatak 12. Skicirajte grafove funkcija f(x) = 42 + 7, f(z) = —2? + 32 — 2 i
f(z) = 2® + 4z + 4, ali tako da je svakoj od njih domena segment [—1,4].

$* Ponovimo bitno... Kvadratne funkcije su funkcije f : R — R, f(x) = ax® +
bx 4 c. Graf im je parabola, okrenuta prema gore ili dolje ovisno o predznaku vodeceg
koeficijenta a. Sjeciste s osi ordinata je u ¢, a sjecista s osi apscisa su rjesenja jednadzbe
ar?® 4+ bxr + ¢ =0 (njih 0, 1 ili 2). ©

2.4.3 Polinomi

Monom stupnja n € N je funkcija m : R — R koja broju pridruzuje njegovu n-tu
potenciju pomnozenu s nekim brojem:

m(x) = ax”.

Ako je n paran i a > 0, m ima svojstva i graf slican funkciji f(z) = 2. Ako je pak n
neparan i a > 0 radi se o strogo rastucoj funkciji ¢iji prototip je funkcija f(z) = 3.
Grafovi parnih odnosno neparnih monoma prikazani su slikom [2.14]

Polinom je zbroj od kona¢no mnogo monoma. Najveci od njihovih stupnjeva zove
se stupanj polinoma. Primjeri polinoma su f(z) = 2% + 62 — 9 (polinom stupnja
2) 1 h(t) = 4t° — Tt5 + 3,2t — 1,45367 (polinom stupnja 5). Uotimo: polinom stupnja
0 je konstantna funkcija, a polinom stupnja 1 je afina funkcija s koeficijentom smjera
razli¢itim od nule.
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Preciznije, polinom stupnja n je funkcija p : R — R oblika
p(z) = apz™ + ap_12™ -+ ag2® + ayx + a.

Brojevi ay,...,aq € R su unaprijed zadani (dakle, konstante) i zovu se koeficijenti
polinoma p, pri éemu se koeficijent a, zove vodeéi koeficijent. Clan ag zove se
slobodni ¢lan polinoma, predstavlja vrijednost p(0) i time sjeciste pripadnog grafa
s osi ordinata.

Broj ¢ je nulto¢ka polinoma p toéno ako je p djeljiv s (x — ¢). Ukoliko je polinom p
djeljiv s polinomom (z — ¢)™ za neki realan broj ¢, a pritom nije djeljiv s (z — ¢)™*,
kazemo da je ¢ m-struka nultoc¢ka polinoma p; pritom broj m zovemo kratnoséu
nultocke c¢. ViSestruke nultocke su one kojima je kratnost veca od 1.

Primjer 15. Polinom zadan formulom
p(z) = 52° — 527 — 152°% 4 252° — 102*
je djeljiv sa (xv — 1), (x+2)=(z—(-2)) i sz = (z —0):
p(z) : (x—1) = 102" — 152° + 527,

p(z): (v +2) = =52 + 152° — 152° + 527,
p(z) 1 v = —102° + 252* — 152° — 52° + 52”.

Stoga su 1, —2 1 0 njegove nultocke.

Polinom p je osim s (v — 1) djeljiv i s (x — 1)* i s (x — 1)3, ali nije djeljiv s
(x —1)%. Stoga je 1 njegova trostruka nultocka. Polinom p nije djeljiv s nikojom visom
potencijom od (x+2) pa je —2 njegova jednostruka nultocka. Polinom p osim s x djeljiv
isx?isa®isat, ali nije djeljiv s x°. Stoga je 0 njegova éetverostruka nultocka.

Akosu zy, ...,z sve (realne) nultocke polinoma p, redom s kratnostima my, . . ., my,
ako je zbroj svih kratnosti jednak stupnju polinoma (m; + - -+ 4+ my = n), mozemo ga
zapisati u faktoriziranom obliku

p(r) = ap(z —x)™ .. - (2 — xp)™".

Ukoliko je zbroj kratnosti svih realnih nulto¢aka manji od stupnja polinoma, znaci
da se u njemu pojavljuje bar jos jedan kvadratni faktor bez realnih nultocaka.

Primjer 16. Zbroj kratnosti nultocaka polinoma iz primjera |15 je 3+ 144 =8, Sto
je stupanj polinoma p pa se on moze zapisati kao

p(x) = 5(x — 1)3(z + 2)z™.

Primjer 17. Polinom zadan formulom p(z) = (2> + 1)(z — 3)(x + 4) ima dvije realne
nultocke (obje jednostruke) - to su 3 i —4. Zbroj njihovih kratnosti je 1 +1 = 2, $to
je mange od stupnja polinoma (4). Faktor x*> + 1 nema realnih nultocki (diskriminanta
mu je —1) pa p ne mozemo do kraja faktorizirati na faktore oblika (v — c¢)™.
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Slika 2.15: Grafovi nekih polinoma.

Polinom stupnja n ima najviéeﬂ n nultocaka. Graf polinoma je krivulja koja ima
kona¢no mnogo prijevoja i konaéno mnogo sjecista s osi apscise (polinom stupnja n
ima najvise n nultocaka).

Polinom neparnog stupnja uvijek ima bar jednu realnu nultocku tj. ako je stupanj
polinoma neparan, graf mu ima bar jedno sjeciste s x-osi, a ako je paran graf ne mora
imati sjeciSta s z-osi.

Ako je n neparan i vodedi koeficijent a,, > 0, onda lijevi kraj grafa ide prema dolje,
desni prema gore; ako je n paran i vodei koeficijent a,, > 0, onda i lijevi i desni kraj
grafa idu prema gore. Za negativne vodece koeficijente pravila su obrnuta: ako je n
neparan a, < 0, onda lijevi kraj grafa ide prema gore, desni prema dolje; ako je n
paran i a, < 0, onda i lijevi i desni kraj grafa idu prema dolje.

Zadatak 13. Sa slike odredite koji grafovi prikazuju polinome parnog, a koji ne-
parnog stupnja te predznake njthovih vodecih koeficijenata.

1t Ponovimo bitno... Polinomi su funkcije f : R — R ¢ije formule su zbrojevi
potencija varijable pomnozenih s nekim konstantama. Oni ukljuc¢uju afine i kvadratne
funkcije. Stupanj polinoma je najveéi eksponent s kojim se varijabla pojavljuje u
njemu. Polinomi imaju najvise onoliko nultoc¢aka koliki im je stupanj. Graf polinoma
os ordinata sijece u slobodnom ¢lanu (tj. konstantnom pribrojniku u polinomu). ©

2.4.4 Racionalne funkcije

Dvije veli¢ine su obrnuto proporcionalne ako im je umnozak konstantan. Primjerice,
tlak i volumen idealnog plina su obrnuto proporcionalni. Primijetimo da kod obrnute

6Da ra¢unamo u kompleksnim brojevima: polinom stupnja n ima toéno n nultodaka, s tim da neke
mogu biti visestruke. U tom slucaju vrijedi: Ako su 21, ...,z sve (kompleksne) nultocke polinoma p,
redom s kratnostima my, . .., my, je zbroj svih kratnosti jednak stupnju polinoma (mq+---+my = n),
i polinom se moze zapisati u faktoriziranom obliku p(x) = ap(z — z1)™ - ... (x — z)™*.
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proporcionalnosti ima smisla zahtijevati da te veli¢ine ne postizu vrijednost nula (ako
bi u xy =const. primjerice x bio 0, slijedilo bi da je const.= 0, dakle bismo imali
situaciju kad je umnozak stalno 0, dakle bi stalno bar jedna od veli¢ina morala biti 0).

Ako su z i y obrnuto proporcionalne i y shvatimo kao funkciju od x, radi se o
ovisnosti tipa f(z) = a/x. Ona ocigledno nije polinom jer nije definirana u nuli.
Ako malo bolje promotrimo, radi se o funkciji koja je kvocijent polinoma stupnja 0 i
polinoma stupnja 1.

Racionalne funkcije su kvocijenti dva polinoma. Njihovu prirodnu domenu

¢ine svi realni brojevi koji nisu nultoc¢ke nazivnika (dakle, ako nazivnik nema realnih
nulto¢aka, prirodna domena im je cijeli skup R). Pritom treba pripaziti: prirodnu
domenu odredujemo prije eventualnog skrac¢ivanja.
Primjer 18. Funkcija zadana s f(x) = ”f__; nije isto Sto i polinom zadan s g(x) = r+2.
Naime, kracenje razlomka je dijeljenje brojnika i nazivnika istim brojem (u naSem
primgeru to je (x —2)), Sto smijemo ¢éiniti samo ako smo sigurni da taj broj nije nula.
Stoga je potrebno prvo odrediti prirodnu domenu za dano pravilo. Za x iz te domene
onda nazivnik nece biti nula i moc¢i éemo kratiti, ali za x koji nije u toj domeni, funkcija
niyje definirana.

Konkretno, prirodna domena funkcije f je skup R\ {2}. Za x iz te domene je
flz) = =+ 2, tj. graf joj je do na jednu tocku jednak grafu afine funkcije zadane
pravilom g(z) = x + 2; time je f prava racionalna, a ne afina, funkcija. Ta tocka koja
¢ini razliku izmedu grafova funkcija f i g je tocka (2,3), koja je na grafu funkcije g, ali
nije na grafu funkcije f koji izgleda kao da smo iscupali” tocku (2,3) iz grafa funkcije
g.

Osnovni primjer racionalnih funkcija su funkcije zadane formulom oblika

gdje je n € N. Njima je prirodna domena R\ {0} = (—o0,0) U (0, +00) te im grafovi ne
sijeku os ordinata. Kako je razlomak jednak nuli to¢no ako mu je brojnik jednak nuli,
a brojnik ovakve funkcije je 1, slijedi da ove funkcije nemaju nultocki pa im grafovi
ne sijeku ni os apscisa. Iz formule je vidljivo da za n neparan ove funkcije poprimaju
pozitivne vrijednosti za pozitivne x, a negativne vrijednosti za negativne z, pa im je
graf u I i IIT kvadrantu. Za paran n one poprimaju samo pozitivne vrijednosti pa im
je graf u I 1 IT kvadrantu (vidi sliku [2.16)).

Na slici vidljivo je da za ove funkcije postoje po dva pravca u ravnini koji
su istaknuti time da grafovi prilijezu uz njih. To su njihove asimptote. Opéenito,
asimptota krivulje je pravac koji ima svojstvo da su mu tocke krivulje sve blize sto
su dalje od ishodista. Primijetimo da to znaci i da je svaki pravac sam sebi asimptota.
Vezano za grafove funkcija obi¢no se isti¢u tri vrste asimptota: horizontalne, vertikalne
i kose. Precizne definicije svih tih vrsta asimptota biti ¢e dane u poglavlju o limesima,
a ovdje ¢emo se samo intuitivno upoznati s horizontalnim i vertikalnim asimptotama.

Horizontalna asimptota krivulje je horizontalni pravac u Kartezijevom koordi-
natnom sustavu sa svojstvom da je ta krivulja sve bliza tom pravcu sto je vise lijevo
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Slika 2.16: Grafovi racionalnih funkcija f(z) = - za paran n (a) i za neparan n (b).

ili desno, tj. krivulja se priblizava horizontalnoj asimptoti s porastom i/ili padom vri-
jednosti apscise. Graf funkcije moze imati najvise dvije horizontalne asimptote, jednu
lijevu i jednu desnu (objasnite zasto!). Sve racionalne funkcije oblika f,, imaju svojstvo
da je f.(x) ~ 0 za jako velike i jako mald’| z, tj. pravac y = 0 (2-0s) im je horizontalna
asimptota. Opéenito, kod racionalnih funkcija se horizontalne asimptote pojavljuju
kad je nazivnik stupnja veéeg ili jednakog stupnju brojnika (ako je nazivnik strogo
veceg stupnja, pravac y = 0 je horizontalna asimptota).

Takoder, grafovi funkcija f,, imaju y-os (pravac x = 0) kao vertikalnu asimptotu.
Vertikalna asimptota krivulje je vertikalni pravac x = a u Kartezijevom koordinat-
nom sustavu sa svojstvom da je ta krivulja sve bliza tom pravcu Sto je vise gore ili
dolje, tj. krivulja se sve viSe priblizava vertikalnoj asimptoti sto je apscisa bliza a. Ver-
tikalnih asimptota graf funkcije moze imati proizvoljno mnogo— koliko ih je, ovisi i o
pravilu i o domeni. Opcenito, vertikalne asimptote se pojavljuju u ,,rupama u domeni”
(slucajevi kad samo jedan broj iz nekog intervala nije u domeni, recimo gore je nula
,rupa u domeni” svih funkcija f,) ili na (otvorenim) rubovima domene. Kod raci-
onalnih funkcija vertikalne asimptote se pojavljuju kad nazivnik (nakon maksimalnog
skradivanja formule funkcije) ima realnih nultocki (tada su vertikalne asimptote to¢no
pravci © = a gdje su a redom nultocke nazivnika).

Primjer 19. Funkcija f : R\ {2} = R zadana s f(x) = 22:24 ima ,rupu u domeni”,
ali njen graf nema vertikalnu asimptotu x = 2. Uzrok anomalije, tj. nepojavljivanja
vertikalne asimptote u nultocki nazivnika je u tome sto se algebarski razlomak koji
predstavlja formulu funkcije mogao skratiti tako da rezultat do na jednu tocku ispadne

polinom, kako smo vidjeli u primjeru[18.

Primjer 20. Racionalna funkcija zadana formulom

? + 3z 42 (r4+2)(x+1)

f($)=x3+x2_9x_9: (z—3)(z+3)(z+1)

za prirodnu domenu ima skup R bez brojeva —1, 3 1 3. Kako joj je nazivnik veceq
stupnja nego brojnik, ona za horizontalnu asimptotu ima pravac y = 0 (z-o0s). Nadalje,

"Jako mali broj ne znaéi da se radi o broju blizu nule, nego o ,,jako negativnom” broju.
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Slika 2.17: Graf racionalne funkcije zadane formulom f(z) = 577 =5.

kako joj se formula moZe skratiti do oblika f(x) = WM’ ona ima dvije vertikalne

asimptote (x =3 i x = —3). Graf ove funkcije prikazan je na slici .

Zadnja dva primjera racionalnih funkcija su pomalo ,egzoticni” i situacije kakve
su u njima opisane su rijetke, osobito u primjenama. Stoga se je dobro zapamtiti
da nacelno u nultockama nazivnika imamo vertikalne asimptote, ali ne u potpunosti
zaboraviti da ne mora tako biti.

Primjer 21. Owisnost tlaka o volumenu idealnog plina, pri konstantnoj temperaturi i
mmnozini, opisana je s
nRT

p(V) = 7

tj. uz odabir x =V, y=p ia=nRIT se radi o racionalnoj funkciji zadanoj s pravilom
oblika

a

y=—-,
xr

sa > 0. Kad bi bilo a = 1 radilo bi se o funkciji zadanoj s f(x) = L

hiperbola) je dan na slici[2.1§ :

Za a # 1 (obzirom da je a = nRT to je vrlo vjerojatno ®) radi se o funkciji oblika
a- f(z), pa se prema pravilu za transformaciju grafa (vidi poglavije [2.5.) dobiva isti
oblik grafa, samo malo rastegnut ili stisnut, kako je za slucaj a = 8,3145 vidljivo na
slici[2.13.

Mnogi bi crveni graf na slici uzeli kao graf funkcije tlaka idealnog plina pri,
primjerice, mnozini 0,01 mol ¢ temperaturi od 100 K. No, u nasem konkretnom slucaju
trebamo uzeti u obzir da se ne radi o apstrakinoj matematickoj funkciji u kojoj su x,
y ¢ a samo realni brojevi. Quvdje su to iznosi konkretnih fizickih veli¢ina 1 ne mogu
biti negativni. Stoga je za taj slucaj besmisleno crtati obje grane grafa — lijeva grana
odnosi se na negativne vrijednosti x, tj. ticala bi se negativnih iznosa volumena te je
ona suvisna. Uz to, x 1y nemaju jednoznacnu t s kontekstom povezanu interpretaciju

ciji graf (istostrana
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Slika 2.18: Graf funkcije f(z) = 1/z.

= Slx=lix

=== Fix)=831458'x

\)

Slika 2.19: Usporedba grafova funkcija f(z) = 1/ 1 g(z) = 8,3145/x.

1 1 1 ;.’
4 5 [

Slika 2.20: Ne bas korektno prikazana ovisnost tlaka o volumenu idealnog plina pri
n =0,01 moli7T =100 K.
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Slika 2.21: Matematicki model (a) i ovisnost tlaka o volumenu idealnog plina uz x =
V/m? y=p/Paia=nRT/J (b).

te bi trebalo odgovarajuce promijeniti oznake. Stoga bi prikaz na slici bio bolji
prikaz grafa ovisnosti tlaka idealnog plina o volumenu, ako je mnozZina n = 0,01 mol ¢
temperatura T = 100 K.

Prikaz na slici[2.20 ima jednu prirodoznanstvenu i jednu matematicku nekonzistent-
nost. Brojevi na koordinatnim osima nisu volumen i tlak, nego samo njihovi iznosi za
odabrane jedinice. Stoga na slici 0si nisu korektno oznacene — os apscisa prika-
zuge iznose V/m3, a os ordinata iznose p/Pa. No, ako tako samo promijenimo oznake,
nismo vise u skladu s pocetnim odabirom x =V iy = p. Sto je krivo? Ouvaj pro-
blem veé smo spomenuli u primjeru [I0} Naime, umjesto x =V, y = p i a = nRT
preciznije smo trebali pisati x = V/m3, y = p/Pa i a = nRT/J, ali smo dogovorno
podrazumijevali da nas odabir x, y i a upravo to znaci. Tek uz takvu interpretaciju
matematickih velicina x, y i a imamo korektan matematicki model prirodoznanstvenog
odnosa. Pravilan prikaz vidljiv je na slici[2.21]

I+ Ponovimo bitno... Racionalne funkcije su kvocijenti dva polinoma, a prirodna
domena im je skup realnih brojeva bez nulto¢aka nazivnika. Cesto posjeduju asimptote,
tj. pravce kojima se graf vizualno priblizava kako se tocka grafa udaljava od ishodista.
Racionalna funkcija ima horizontalnu asimptotu ako joj nazivnik nije manjeg stupnja
od brojnika, a vertikalne asimptote ima u nultockama nazivnika (nakon eventualnog
kracenja zajednickih faktora brojnika i nazivnika). ©

2.4.5 Korijeni

Neka je y = z". Ako je n neparan, onda je vrijednost od z jedinstveno odredena
vrijednoscu y i kazemo da je v = {/y. Primjerice, 23 = 8 znaéi da je 2 = v/8. Kako je
x™ za pozitivan broj pozitivno, a za negativan negativno (za neparan n), slijedi da su
neparni korijeni definirani za sve realne brojeve te ih mozemo shvatiti kao funkcije
¢/~ R=R. Radi se o rastu¢im funkcijama ¢iji grafovi sijeku koordinatne osi samo u
ishodistu.

Ako je n paran, onda iz y = x"

(recimo, y = z?) slijedi da je y > 0. Uz to,
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(a) (b)
Slika 2.22: Funkcije zadane s f,(x) = {/x za n paran (a) i n neparan (b).

Ay/5 m? mol™!

E] & # % #r «f mmel 171

Slika 2.23: Ovisnost molarne provodnosti jakog elektrolita o njegovoj koncentraciji.

vrijednost od z nije jedinstveno odredena vrijednoséu y (primjerice, (—3)? = 32 = 9).
Stoga se ¢esto pise v/9 = +3. No, zelimo li korijene promatrati kao funkcije, njihova
vrijednost mora biti jedinstveno odredena te se dogovorno uzima da parni korijeni,
promatrani kao funkcije, pozitivnih brojeva daju pozitivne brojeve. Imamo dakle /- :
[0, +00)—[0, 400) za n paran. I ovo su rastuce funkcije, ¢iji grafovi sijeku koordinatne
osi samo u ishodistu, no graf se zbog prirodne domene [0, +00) nalazi samo u prvom
kvadrantu Kartezijevog kooordinatnog sustava.

Zadatak 14. Kohlrauschov zakon opisuje ovisnost molarne provodnosti A, o koncen-
traciji ¢ jakog elektrolita i glasi

Am = A%, — KA/

Pritom su A;, @ IC konstante. Koristeci transformacije grafova objasnite zasto pripadni

graf ima oblik prikazan slikom [2.23,

1t Ponovimo bitno. .. Korijeni su rastuce realne funkcije. Neparni korijeni kao pri-
rodnu domenu imaju cijeli skup R, a u prirodnoj domeni parnih korijena su samo
nenegativni brojevi.
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2.5 Kompozicija funkcija i inverne funkcije

Mnoge funkcije djeluju tako da prvo iz varijable po jednom pravilu izra¢cunamo neku
meduvrijednost, a tek onda iz te meduvrijednosti kona¢nu vrijednost funkcije u po-
laznoj varijabli. Takvom kombinacijom pravila (uvrstavanjem jednog pravila u drugo
na mjestu varijable) dobivamo novu funkciju koju mozemo i ne moramo gledati kao
sastavljenu od polazne dvije.

Primjer 22. Ako Zelimo odrediti masu otopljene tvari u otopini poznate mnoZinske
koncentracije ¢ i poznatog volumena V', moZemo prvo iz ¢ © V' odrediti mnoZinu otop-
ljene tvari prema pravilu n = ¢V, a zatim iz mnoZine odrediti masu prema pravilu
m = nM, gdje je M molarna masa otopljene tvari. Alternativno, mogli smo odmah
iskombinirati formule tako da dobijemo pravilo m = cMV , ¢ime izbjegavamo racunanje
medurezultata n ako nam on nije od znacaja.

Preciznije, kompozicija funkcija f : A - Big: C — D je funkcija f o g ¢ije
pravilo je dano s

foglx)= f(g(z)).

No, da ne zaboravimo da funkciju ¢ine i domena i kodomena, $to je domena, a Sto je
kodomena od f o g7 Rezultati od f o g su negdje gdje su rezultati od f jer se dobiju
uvrstavanjem necega (g(x)-ova) u funkciju f. Dakle, kodomena od f o g je kodomena
od f, tj. B. S druge strane, u f o g uvrstavamo z-eve koje prvo moramo uvrstiti u
g da bismo mogli izracunati f(g(z)), dakle su xz-evi iz domene od g odnosno domena
od fogjeC. Sve skupa nam daje fog: C — B. No, prije primjera, ovdje treba
upozoriti da skupovi A i D ne smiju biti bilo kakvi. Kako je D kodomena od g, znamo
da je g(z) € D za sve x € C. Nadalje, kako g(x) moramo modci uvrstiti u f slijedi da
g(x) mora biti u domeni A od f, tj. mora vrijediti D C A da bi kompozicija f o g bila
smislena. U praksi se to lako vidi: ukoliko izrac¢unati g(z) ne mozemo uvrstiti u f,
kompozicija f o ¢g nije smislena.

Primjer 23. Nekaje f : R — R dana s f(z) = 2z+1, ag: [0,+00) = R s g(z) = /x,
onda imamo da je f o g(x) = f(g9(x)) = f(V/x) = 2/ + 1 i koji god nenegativan x
uzmemo to je moguce izracunati te je f o g : [0, +00) = R.

Zamijenimo li redoslijed, nailazimo na probleme. Formalno, go f(x) = g(f(x)) =
g2z + 1) = 2z + 1 te se sve ¢ini smisleno. No, kao domenu od f uzeli smo R te bi
g o f trebala takoder biti definirana na R. Za neke realne x, primjerice za x = —5,
broj 2z + 1 je negativan te se ne moze izracunati g o f(x) za takve x. Stoga g o f nije
definirana uz pocetni odabir domene od f. Ako bi nam pak bilo dovoljno za domenu od
[ uzeti skup [—3,+00) (tj. brojeve x za koje je 2z +1>0), onda bii fogigo f bile
dobro definirane (ali razlicite).

Prethodni primjer vazan je ne samo jer upozorava na oprez pri baratanju domenama
kod kompozicije (matematicki vrlo bitno, a u praksi u pravilu automatski ,$tima”),
nego na jos jednu bitnu stvar: kod kompozicije funkcija treba paziti na redoslijed. Cak
i ako su definirane obje kompozicije f o g i g o f, one u pravilu nisu iste funkcije.
Neformalnije receno, nije svejedno koje pravilo uvrstavamo u koje.
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Primjer 24. Stavite knjigu na stol tako da joj poledina lezi na stolu i da je naslovnica
u uwobic¢ajenom poloZaju pogodnom za citanje. Ako tu knjigu prvo zaokrenete za 45°
u smjeru kazaljke na satu (bez da ju podiZete, tj. oko zamisljene vertikalne osi) pa ju
onda, bez daljnjeq zaokreta oko vertikalne osi, preokrenete tako da joj naslovnica gleda
prema stolu (oko osi koja je horizontalna i gleda prema Vama, tj. okretom prema desnoj
ili lijevog ruci), rezultat nije isti kao ako ju prvo preokrenete slijeva udesno pa onda
zarotirate za 45° u smjeru kazaljke na satu.

U nekim slucajevima desi se da kod uzastopnog primjenjivanja dva pravila stvari
izgledaju kao na poc¢etku— sto je prvo pravilo promijenilo, drugo vrati u polazno stanje.

Primjer 25. Ako knjigu iz prethodnog primjera prvo zaokrenete za 45° u smjeru ka-
zaljke na satu pa onda za zaokrenete za 45° u suprotnom smjeru, izveli ste dvije akcije
(uzastopno primijenili dvije funkcije rotacije), ali efekt je kao da niste nista radili.

U takvim slucajevima kazemo da je druga funkcija inverzna prvoj i prva inverzna
drugoj. Preciznije, inverzna funkcija funkcije f : A — B je funkcija g : B — A (ako
takva postoji) takva da je fog(x) =x zasvex € Bigo f(xr) =z zasve x € A. Tada
piSemo g = f~. Mozemo re¢i: ako f z-u pridruzuje y (recimo, broju 2 broj -3), onda
/7! y-u pridruzuje = (broju -3 broj 2).

Nemaju sve funkcije inverze: funkcija ima inverz ako i samo ako je bijekcija, tj.
injekcija i surjekcija. Zasto su ta dva svojstva bitna? Injektivnost znaci da razli¢itim
x-evima pridruzujemo razlic¢ite y. Kad bi funkcija f imala inverz, a da pritom dvama
r-evima 7 i 5 bude pridruzen isti y, onda bi inverz f~! morao tom y-u pridruziti i z;
i 79, tj. f~! ne bi bio funkcija. Surjektivnost znaci da je svaki y iz kodomene pridruzen
nekom z-u iz domene, dakle se moze uzeti taj x kao f~!(y), tj. moguée je definirati
pravilo pridruzivanja.

Dosad smo se susreli s jednim vaznim primjerom inverznih funkcija: korijeni. Pri-
tom smo imali dva slucaja. Neparni korijeni su inverzi neparnih monoma, recimo
¢~ 1 R=R je inverzna funkcija bijekcije f : R—R, f(x) = 23, jer je za sve realne
brojeve va? = z (tj. f1o f(z) = x) i (¥x)® = z (tj. fo f'(x) = x). S druge
strane, parni monomi nisu bijekcije s R na R. Uzmimo primjerice kvadriranje. Ono
nije injekcija jer recimo —2 i 2 kvadrirani oba daju isti rezultat 4, a nije ni surjekcija
jer se negativni brojevi ne mogu napisati kao kvadrati realnih brojeva. Surjektivnost
lako postignemo: promijenimo kodomenu R u sliku te funkcije [0,4+00). Time smo,
formalno gledajuci, promijenili funkciju (funkcija je osim pravilom odredena i dome-
nom i kodomenom), ali ta promjena je prilicno nebitna jer nas ni u kom smislu ne
ogranicava. Injektivnost se ne moze postici bez ,,zahvata” u domeni, tocnije suzavanja
domene. Takva promjena funkcije u novu kod koje se mijenja samo domena, i to na
manji skup, zove se restrikcija funkcije. Restrikcije ¢emo oznacavati jednako kao
i polazne funkcije. U slu¢aju kvadriranja ako za domenu uzmemo [0, 400), onda smo
stvarno dobili injekciju: kvadrati razli¢itih nenegativnih brojeva su razliciti. Stoga
f:R=R, f(z) = 2? doduse nema inverza, ali f : [0, +00)—[0, +00), f(z) = 2% ga ima
i to je tocno funkcija kvadratnog korjenovanja.

Ako znamo graf bijekcije f, onda je lako nacrtati graf njezine inverzne funkcije:
graf od f~! je zrcalno simetri¢an grafu od f obzirom na pravac y = x (vizualno je ta
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Slika 2.24: Grafovi dviju medusobno inverznih funkcija.

simetrija vidljiva samo ako su odabrane jedinice na z- i y-osi jednake!). Usporedite
primjerice grafove funkcije kubiranja i funkcije treéeg korijena (vidi sliku .

Sad mozemo konac¢no reéi i sto su algebarske funkcije. To su sve funkcije koje
se mogu dobiti komponiranjem polinoma, racionalnih funkcija i korijena.
rastuca funkcija, a ako je funkcija padajuca njen inverz je padajuca funkcija.
3+ Ponovimo bitno. .. Kompozicija funkcija f i g je definirana s f o g(z) = f(g(x)).
Domena joj je jednaka domeni unutrasnje funkcije ¢, a kodomena joj je jednaka kodo-
meni vanjske funkcije f. Inverzna funkcija bijekcije f : A — B je bijekcija f1: B — A
sa svojstvom da su fo f~ti f~!o f identitete. Graf inverzne funkcije f~! je zrcalno
simetrican grafu od f obzirom na pravac y = x. ©

2.6 Transcendentne funkcije

Funkcije koje nisu algebarske, tj. ¢ija pravila pridruzivanja ne mozemo izraziti kona¢nim
brojem operacija zbrajanja, oduzimanja, mnozenja, dijeljenja i potenciranja s racional-
nim eksponentima zovu se transcendentne. Najvaznije medu njima su eksponencijalne,
logaritamske i trigonometrijske funkcije.

Primijetimo da razlika algebarskih i transcendentnih funkcija ima i svoju fizikalnu
interpretaciju: algebarske funkcije su one u koje ima smisla uvrstavati i fizikalne jedi-
nice, dok u transcendentne funkcije ima smisla uvrstavati samo ,,¢iste” brojeve.

2.6.1 Eksponencijalne funkcije

Dosad smo se susreli s funkcijama koje racunaju cjelobrojne potencije varijable (mo-
nomi i kvocijenti monoma) te racionalne potencije (korijeni i njihove kompozicije s
monomima), tj. s funkcijama koje varijabli  pridruzuju z= gdje su m i n cijeli brojevi
(n # 0). Ukratko, varijabla nam je bila u bazi, a eksponent je bio fiksiran. Funkcije
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kod kojih je baza fiksirana, a eksponent je varijabla, zovu se eksponencijalne funkcije.
Preciznije, eksponencijalna funkcija s bazom a je funkcija f : R — R formule

flx) =a".

Pritom baza a ne moze biti bilo kakav broj. Kao prvo, ako bi bilo a = 0 imali bismo
f(z) =0zaz # 01 f(0) ne bi bio deﬁniranﬂ, dakle nesto poput konstantne funkcije
s ,rupom” u domeni. Ako bismo uzeli a = 1, dobili bismo pravu konstantnu funkciju
f(z) = 1. Dakle, baza ne smije biti 0 niti 1. A zaSto ne bi baza bila negativna?
Najjednostavniji primjer da bi nam to izazvalo probleme je pokusaj definiranja f :
R — Rs f(x) = (—1)". Kako zelimo da je prirodna domena cijeli R, znaci da kao x
mozemo uvrstiti bilo koji broj, recimo —1. Dobili bismo f (—1) = (-1)'/? = /-1,
Sto nije realan broj, dakle takva funkcija ne bi bila realna funkcija. Sve skupa nam
daje uvjet: baza eksponencijalne funkcije mora biti pozitivan broj razlicit od 1 (kratko:

a>0ia#1).

Osvrnimo se ovdje na neke ceste pogreske studenata. Prvo, ne govorimo
o eksponencijalnoj funkciji nego o eksponencijalnim funkcijama — za svaku dozvoljenu
bazu imamo po jednu eksponencijalnu funkciju. Drugo, baza eksponencijalne funkcije
se nt u kom slucaju ne smije zvati koeficijentom smjera — pojam koeficijent smjera ima
veze (unutar konteksta elementarnih funkcija) iskljucivo s afinim funkcijama. Trecle, i
zasad posljednje, kad govorimo o konkretnoj eksponencijalnoj funkciji, njena baza a je
fiksna — ona definira funkciju o kojoj govorimo — te je u kontekstu grafova besmisleno
Jtraziti” tu bazu po osi apscisd)| odnosno reéi da je prirodna domena eksponencijalne
funkcije skup pozitivnih realnih brojeva razlicitih od 1.

Sad kad smo utvrdili §to su eksponencijalne funkcije, posvetimo se malo njihovim
svojstvima i grafovima. Ovisno o tome je li baza veca ili manja od 1 dobit ¢emo
rastucu ili padajucu eksponencijalnu funkciju: eksponencijalne funkcije s bazom a > 1
su rastuce, a one za koje je 0 < a < 1 su padajuce. Grafovi svih eksponencijalnih
funkcija os ordinata sijeku u tocki (0, 1) jer je za sve njih f(0) = a® = 1.

Zadatak 15. U kojoj tocki graf funkcije s formulom f(z) = Ca® sijece os ordinata?

Eksponencijalne funkcije nemaju nultocaka, Stavise: rezultati su im strogo pozitivni,
tj. slika svake eksponencijalne funkcije je (0, 400) (graf im je uvijek iznad osi apscisa).
Uz modifikaciju kodomene na taj skup, eksponencijalne funkcije su bijekcije.

Os apscisa je horizontalna asimptota za svaku eksponencijalnu funkciju: ako je baza
a > 1, radi se o asimptoti na lijevoj strani (brojevi a” za jako negativne x su jako blizu
nule), a ako je baza a < 1, radi se o asimptoti na desnoj strani (brojevi a” za jako
velike  su jako blizu nule). Grafovi eksponencijalnih funkcija vidljivi su na slici [2.25]

Eskponencijalne funkcije pojavljuju se u gotovo svim primjenama matematike, od
kojih ¢emo neke upoznati primjerice u poglavlju o diferencijalnim jednadzbama.

8Kao §to nije definirano 0/0, nije definirano ni 0°.
90sim naravno ako u f(x) = a® Zelimo uvrstiti # = a, no i tad se na apscisi trazi vrijednost
varijable koja se uvrstava, a ona je slu¢ajno jednaka bazi.
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(a) (b)

Slika 2.25: Grafovi eksponencijalnih funkcija s bazom ve¢om od 1 (a) i bazom manjom
od 1 (b).

Primjer 26. 1s-orbitala vodikovog atoma je eksponencijalna funkcija formule exp(—r),
gdje je r udaljenost elektrona do jezgre. Opcenito, formule svih atomskih orbitala su
oblika f(x,y,z)exp(—ar), gdje je f(x,y,z) neko pravilo koje ovisi o poziciji (x,vy,z)
elektrona u prostoru, a a je neka pozitivna konstanta.

Najcescée se koristi eksponencijalna funkcija s bazom e. Broj e je matematicka
konstanta i iracionalan je broj, a iznosi priblizno 2,718. Umjesto e” ¢esto se koristi
oznaka exp(z).

Na kraju, spomenimo jos dva vazna svojstva eksponencijalnih funkcija, a to su da
za sve vrijednosti varijabli z,y € R vrijede formule

fla+y)=a"" =a"a" = f(z)f(y),

fle—y)=a""=0a":a" = f(z): f(y).
1t Ponovimo bitno... Eksponencijalne funkcije su realne funkcije s prirodnom do-
menom R zadane formulom oblika f(x) = a®. Pritom je baza a konstanta koja mora
biti pozitivan broj razlicit od 1. Za a > 1 eksponencijalna funkcija raste i ima z-os kao
horizontalnu asimptotu lijevo, a za 0 < a < 1 eksponencijalna funkcija pada i ima x-os
kao horizontalnu asimptotu desno. Grafovi svih eksponencijalnih funkcija sijeku y-os
u 11 ne sijeku x-os. ©

2.6.2 Logaritamske funkcije

Rekli smo da je svaka eksponencijalna funkcija injekcija te da joj je slika skup (0, +o00),
tj. eksponencijalna funkcija f : R — (0,400), f(x) = a” je bijekcija i stoga ima
inverznu funkciju f!: (0, +00) =+ R. Logaritamska funkcija s bazom a definira
se kao inverzna funkcija eksponencijalne funkcije s istom bazom i oznacava se s log,, :
(0,+00) — R. Opisno receno, smisao logaritma broja po danoj bazi je da odredi
eksponent na koju treba ,di¢i” tu bazu da bi se dobio polazni broj. Naglasimo i da
to Sto je prirodna domena svake logaritamske funkcije (0, +o00) znac¢i da nema smisla
,vaditi” logaritme iz negativnih brojeva i nule.
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(a) (b)

Slika 2.26: Grafovi logaritamskih funkcija s bazom veéom od 1 (a)
i bazom manjom od 1 (b).

Primjer 27. Iz definicije slijedi:
log; 1 =1log, 7° = 0,

log,s, 451 = log,s, 451" = 1,

1\
l0gg 954 = logi <4_l> = -1,
a logs 0 nema smisla jer 5 ni na koju potenciju ne daje nulu.

Po definiciji za svaku dozvoljenu bazu a (a > 0, a # 1) imamo po jedan par
eksponencijalne i logaritamske funkcije za koje vrijede formule koje izrazavaju njihovu
inverznost:

log,a* =z, xe€R,

a%a¥ =y, y>0.

Za sve logaritme vrijedi
log,1=0

jer je 1 = a° za svaku dozvoljenu bazu a. Stoga je 1 nultocka, i to jedina, svake lo-

garitamske funkcije; to znac¢i da grafovi svih logaritamskih funkcija os apscisa sijeku u
tocki (1,0). Logaritamske funkcije s bazama veéim od 1 su rastuce, a one s bazama
manjim od 1 su padajuce, kao i njima inverzne eksponencijalne funkcije. Prema pravilu
za dobivanje grafa inverzne funkcije vidimo da imamo dva tipa grafova logaritamskih
funkcija, kako je prikazano na slikama (crtkanom linijom na tim su slikama nacrtani
tanko je ucrtan pravac y = x da se bolje istakne simetrija grafova medusobno inverznih
funkcija).
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S grafova vidimo da je za sve logaritamske funkcije y-os vertikalna asimptota: za
baze manje od 1 logaritmi brojeva blizu nule su jako veliki, a za baze veée od 1 su jako
mali (jako negativni).

Dva osnovna svojstva logaritamskih funkcija su dualna na kraju prethodnog po-
glavlja navedenim dvama svojstvima eksponencijalnih funkcija:

f(z-y) =log,(zy) = log, v +log, y = f(x) + f(y),

flx:y) = logag =log, » —log,y = f(x) — f(y).

Mozemo ih zapamtiti ovako: logaritmi su povijesno uvedeni da bi olaksali komplicirane
racune s ,,ruznim” decimalnim brojevima. Kako je lakSe zbrojiti nego pomnoziti dva
decimalna broja, pamtimo: logaritam umnoska je zbroj logaritama (logaritam pretvara
mnozenje u zbrajanje); analogno vrijedi za dijeljenje i oduzimanje.

Za dvije posebno cCeste baze logaritmi imaju posebne oznake: logaritam s bazom 10
se oznacava jednostavno s log (a ne s log,,), a logaritam s bazom e se umjesto s log,
obi¢no oznacava s In.

Povremeno je od koristi sljedeca formula za promjenu baze logaritma:

koja vrijedi za sve dozvoljene baze a i b. Specijalno, vrijeds
log, /, x = —log, z.

Primijetimo da se uz poznavanje logaritama sve eksponencijalne funkcije mogu
svesti na bazu e: Za svaku dozvoljenu bazu a i sve brojeve z vrijedi

a® =exp(zlna).

Primjer 28. Najpoznatija pojava pojma logaritma u kemiji je definicija pH otopine:

[H"]

C@

pH = —log

Ta definicija nije posve tocna (preciznija bi glasila: pH je suprotna vrijednost dekad-
skog logaritma relativne aktivnosti vodikovih iona w otopini), a vrijednost —log%
prikladnije bi bilo oznadciti s p[H], no ovdje éemo se posluZiti navedenom jednostavni-
jom definicijom. Primijetimo da stoga mjerenjem pH moZemo odrediti koncentraciju
[Ht):

[H*] = 10""" . mol/L.

Uobicajeno je gornju definiciju rijecima izreci ovako: pH je negativan dekadski
logaritam iznosa koncetracije hidronijevih iona u otopini, mjerene u molima po litri.
Rijec negativan ovdje je naglasena jer bi prikladnije bilo reéi suprotan: vrijednosti pH
su (u pravilu) pozitivni brojevi i definicija je takva kakva jest upravo jer su logaritmi

[H]

log o otopinama najcesée negativni brojevi (koncentracije hidronijevih iona su u
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pravilu manje od standardne te je razlomak pod logaritmom po vrijednosti izmedu 0 1
1, tj. dekadski logaritam mu je negativan).

Kako je dekadski logaritam rastuca funkcija svog argumenta, a promjena predznaka
funkcige pretvara rastucu u padajucu funkciju, slijedi da je pH padajuéa funkcija od
@, t. pH za kiseliju otopinu je manji nego za manje kiselu. Sam simbol p moZe se
tumaciti kao oznaka za — log.

Nadalje, za reakcije u kojima sudjeluju kiseline 1 baze, definirane su sljedecée velicine:

ionski produkt vode

K, = [HT][OH],
konstanta disocijacije kiseline HA
+ —
K - AT
[HA]
1 konstanta disocijacije baze B
[BH'][OH|
Ky=——7"—.
[B]
Odgovarajuce p-velicine su (uz oznaku pOH= —log [Ocie_})
w K, K
pK, = —IOgW =pH+pOH, pK, = —IOgC—@, pKy = —logc—@b

Iz definicije konstante disocijacije kiseline, logaritmiranjem dobivamo

[A7]
[HAJ"

pH = pK, + log

tj. Henderson-Hasselbachovu jednadzbu za par (slabe) kiseline HA i njene konjugirane
baze A~.

1t Ponovimo bitno... Logaritam s bazom a je inverzna funkcija eksponencijalne
funkcije s istom bazom. Stoga je definiran samo za pozitivne brojeve, raste ili pada
tocno kad odgovarajuca eksponencijalna funkcija raste odnosno pada i ima y-os za
vertikalnu asimptotu (prema dolje ili gore ovisno o tom je lia > 1ili a < 1). Logaritam
produkta je zbroj logaritama, a logaritam kvocijenta je razlika logaritama. ©

2.6.3 Opca potencija

Ponekad se susre¢u funkcije eksponencijalnog oblika cije pravilo sadrzi varijablu i u
bazi i u eksponentu. Takva je primjerice funkcija s pravilom

flx) =2".

Takve funkcije nisu ni monomi ni eksponencijalne funkcije, nego spadaju u tzv. opée
potencije. Formula takve funkcije je opéenito oblika f(z) = u(z)"®), a definira se kao
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Slika 2.27: Opca potencija y = z”.

Iz te se definicije vidi da je prirodna domena takve funkcije skup svih realnih brojeva
x za koje je u(x) > 0.

Primjerice, f(z) = 2% = e za prirodnu domenu ima skup (0, 400) jer je tu
u(z) = v(z) = x. Graf te funkcije prikazan je na slici [2.27]
%* Ponovimo bitno... Opéa potencija f(z) = u(x)'® = e ) je definirana na
skupu realnih rjesenja nejednadzbe u(z) > 0. ©

zlnz

v(z) Inu(z

2.6.4 Hiperbolne funkcije

Nesto rjede u primjenama se pojavljuju i ¢etiri hiperbolne funkcije. Njihove definicije
su kako slijedi:

e sinus hiperbolni: shz = <=,

e kosinus hiperbolni: chz = <t—

e tangens hiperbolni: thy = 22 = e,

e kotangens hiperbolni: cthz = gﬁ—g = %

Kako su brojevi e” i e~ smisleni i pozitivni za sve realne brojeve, oc¢ito je prirodna
domena za prve tri funkcije cijeli skup R. Kod kotangensa hiperbolnog u prirodnoj
domeni nisu z-evi za koje je e* = e7%, tj. €2* = 1. Takav broj je samo x = 0 pa je
prirodna domena kotangensa hiperbolnog skup R\ {0}.

Imena hiperbolnih funkcija potjecu od toga Sto bi se mogle definirati
slicno kao i trigonometrijske funkcije (vidi sljedece poglavije), s tim Sto bi se umjesto
jedinicne kruznicd| X? +Y? = 1 uzela istostrana hiperbola X* —Y? = 1.

10U jednadzbama su apscisa i ordinata oznacene velikim umjesto malim slovima X i ¥ kako bi
se izbjeglo poistovjecéivanje apscise kruznice/hiperbole s varijablom koju uvr§tavamo u trigonometrij-
sku/hiperbolnu funkciju, a koju obi¢no ozna¢avamo s .
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Sfix)=chx

Sfix)=shx

Slika 2.28: Grafovi sinusa i kosinusa hiperbolnog (a) i tangensa i kotangensa hiperbol-
nog (b).

Slika 2.29: Usporedba krivulja y =shz i y = 23,

Grafovi hiperbolnih funkcija prikazani su na slici[2.28] Vidimo da je sinus hiperbolni
neparna rastuca funkcija ¢iji graf podsjeca na graf funkcije kubiranja, no usporedbom
y = x, dok se krivulja y = 2 oko ishodista vise priljubljuje uz z-os.

Graf kosinusa hiperbolnog pak podsje¢a na parabolu y = 2% + 1, no naravno nije
joj jednak (slika ; krivulja y = ch x zove se lancanica. Kosinus hiperbolni je parna
funkcija.

Grafovi tangensa i kotangensa hiperbolnog imaju dvije horizontalne asimptote: li-
jevo y = —1 i desno y = 1. Tangens hiperbolni je rastuca, kotangens hiperbolni
padajuca funkcija, a oba su neparne funkcije.
1t Ponovimo bitno... Hiperbolne funkcije su sinus, kosinus, tangens i kotangens

hiperbolni, definirane s shx = ,che = €% thy = 82 j cthy = DL Prve

el —e”
2 2 chz shx

tri su definirane na cijelom R, a kotangens hiperbolni je definiran na R\ {0}. Sve
osim kosinusa hiperbolnog su neparne funkcije, a kosinus hiperbolni je parna. Sinus i
tangens hiperbolni su rastuce funkcije, a kotangens hiperbolni je padajuca funkcija. ©
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Slika 2.30: Usporedba krivulja y = chz iy = 22 + 1.

2.6.5 Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije

Trigonometrijske funkcije su sinus, kosinus, tangens i kotangens. Sve one spadaju u
periodicke funkcije: periodi¢na funkcija (jedne varijable) je funkcija f sa svojstvom
da se moze nadi broj T' ( period) takav da za sve x iz domene od f vrijedi

fe+T) = f(a).

Uvrstimo li x — 7" na mjesto broja z dobivamo da mora vrijediti i f(x) = f(z — T);
analogno bi se vidjelo da ako gornja jednakost vrijedi za sve x, onda mora vrijediti i
flz+nT) = f(x) zasve x iza sve n € Z. Domena periodi¢ne funkcije za svaki « kojeg
sadrzi mora sadrzavati i sve brojeve x +nT'. Stoga je jedna moguca domena periodi¢ne
funkcije skup R. Alternativno, domena periodi¢ne funkcije moze biti beskona¢na unija
intervala I,, (n € Z), gdje I,, sadrzi brojeve izmedu a+nT i b+nT. Pritom intervali I,
mogu biti otvoreni, zatvoreni ili poluotvorenii0 < a < b < T'. Pojednostavljeno receno,
takva domena sastoji se od svih za visekratnik od 7' ulijevo ili udesno translatiranih
kopija osnovnog intervala unutar [0, 7] na kojem je funkcija definirana.

Primjer 29. Ungja ... (=5,4]U(=3,2]U(=1,0]U(1,2]U(3,4]U... je moguca domena
neke periodicne funkcije.

Vizualno, periodi¢nost funkcije o¢ituje se u ponavljanju jednog dijela grafa (koji je
Sirine perioda) u jednakim razmacima ulijevo i udesno, i to u beskona¢nost. Primjer
grafa periodicne funkcije vidi se na slici Najmanji period T' > 0 zove se temelj-
nim periodom/[] Na slici oznaceni 1" je temeljni period — ako bismo uzeli bilo
koji uzi dio grafa ne bismo njegovim ponavljanjem ulijevo i udesno mogli rekonstruirati
citav graf.

Najpoznatije periodi¢ne funkcije su trigonometrijske funkcije. Iako ne najpreciz-
niji’} svakako najjednostavniji nacin definiranja prve dvije od njih— sinusa i

I Ako je varijabla periodi¢éne funkcije vrijeme, temeljni period je uobi¢ajeno zvati valnom duljinom
i oznaciti s .
12Precizna definicija ovih funkcija koristi redove potencija, o kojima ée biti rije¢i kasnije.
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X

Slika 2.31: Graf periodi¢ne funkcije perioda T

T
2

Cos X

ol g

Slika 2.32: Definicija sinusa i kosinusa.

kosinusa — je putem jedinicne kruznice. Radi se o kruznici polumjera 1 nacrtanoj
u koordinatnoj ravninﬁ. Takva kruznica prikazana je na slici . Ako je z duljina
luka te kruznice od tocke A = (1,0) do neke promatrane tocke na kruznici, onda je
apscisa te tocke jednaka cosx, a ordinata je sinx. Pritom x uzimamo kao pozitivan
ako je luk gledan od tocke (1,0) u smjeru suprotnom od kazaljke na satu, a negativan
ako je gledan u smjeru kazaljke na satu. Ovdje je zgodno podsjetiti: isto je reéi ,x
je duljina luka od tocke A do tocke B na jedini¢noj kruznici” i ,kut ZAOB ima x
radijana”. Dakle, ako nas zanima vrijednost sinusa ili kosinusa nekog broja, potrebno
je naéi tocku B na jedini¢noj kruznici tako da je duljina luka od A do B jednaka tom
broju; taj proces poznat je kao namatanje brojevnog pravca na jedini¢nu kruznicu, pri
¢emu zamisljamo da je tocka 0 tog pravca stavljena na tocku A te da se pozitivni dio
pravca namotava ulijevo, a negativni udesno na kruznicu.
Iz definicije sinusa i kosinusa odmah se vide njihova glavna svojstva:

e Brojevi sinz i cos x mogu se odrediti za sve realne brojeve z jer kruznicu mozemo
obilaziti u oba smjera proizvoljno mnogo puta: prirodna domena funkcija sinus i

130prez: radi opasnosti od zabune nikako nemojte koordinatne osi jedini¢ne kruznice u definiciji
sinusa i kosinusa zvati z-os i y-os; dovoljno ih je zvati osi apscisa i ordinata.
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kosinus je cijeli skup R.

e Apscise tocaka na jedini¢noj kruznici su brojevi izmedu —1 i 1, a isto tako i
ordinate. Stoga su za svaki broj x brojevi sinx i cosz izmedu —1 i 1 ili, krace
receno, slika funkcija sinus i kosinus je segment [—1,1].

e Obilaskom kruznice tocke se ponavljaju nakon svakog , punog kruga”, tj. nakon
Sto se prijede opseg 27 jediniéne kruznice. Stoga su sinus i kosinus periodi¢ne
funkcije s temeljnim periodom 27.

e Za x = 0 nalazimo se u tocki (cos0,sin0) = (1,0) tj. cosO=11isin0 = 0.

e Opcenito, sinz je nula kad god broju x odgovara jedna od tocaka (—1,0) i (1,0),
a to se desava kad god je x visekratnik od 7: nultocke funkcije sinus su svi brojevi
km, k € Z. Kosinus je nula kad god broju x odgovara jedna od tocaka (0,1) i
(0, —1), a to se desava kad god je = neparni visekratnik od 7: nultocke funkcije
kosinus su svi brojevi (2k +1)7, k € Z.

e Primjenom Pitagorina poucka na trokut odreden ishodistem, tockom (cosx,0) i
tockom (cos z,sinz) (dakle, pravokutni trokut s katetama duljina cosx i sinx te
hipotenuzom duljine 1) dobivamo osnovnu formulu koja povezuje sinus i kosinus:

cos?z +sin’z = 1.

e Ako bismo zamijenili ulogu osi, vidimo da bi doslo do zamjene uloga sinusa i
kosinusa, ali bi slika u biti izgledala isto. Pomnijim promatranjem zakljucili
bismo da je jedina bitna razlika izmedu sinusa i kosinusa u jednom pravom kutu
(iznosu luka 7). Formulama se to izrazava ovako:

™ .
COS\—=— — 2| =8s1T
9 )

. ™
sin § — X | = COST.

Stoga i grafovi tih funkcija izgledaju gotovo jednako —razlika je u horizontalnom
pomaku za § (vidi sliku [2.33)).

e Sinus je neparna, a kosinus je parna funkcija.

Od vaznijih formula za sinus i kosinus ovdje navodimo jos samo ¢etiri. Formule za
sinus i kosinus dvostrukog kuta glase

2 2

sin(2z) = 2sinzcosx, cos(2x) = cos”x — sin” .
Adicione formule za sinus i kosinus su

sin(x + y) = sinz cos y £ cos x siny,

cos(zr £ y) = cosx cosy Fsinzsiny.
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e

flx)=cosx

flx)=sinx

Slika 2.33: Grafovi funkcija sinus i kosinus.

Kao sto smo rekli, oblici grafova sinusa i kosinusa su podjednaki, samo su razlicito
pozicionirani u koordinatnom sustavu. Opcenito, valovi sinusoidalnog oblika temeljnog
perioda T' i amplitude (polovice razlike visina najvise i najnize tocke vala) A mogu se
opisati formulom oblika

C + Acos(wt +9),

gdje je C' prosjecna visina vala (tj. val se nalazi unutar horizontala y = C + A),
w = 27/T je (kutna) frekvencija, a ¢ je fazni (horizontalni) pomak. Varijablu smo
ovdje oznacili s t umjesto s x jer je u primjenama varijabla periodi¢ne funkcije najcesce
vrijeme.

Funkcije tangens i kotangens su kvocijenti sinusa i kosinusa:

sinx
tgxr =
CoS T
CoS T 1
ctgr = —

Obzirom na nultocke funkcija sinus i kosinus vidimo da je prirodna domena funkcije
tangens skup R\ {(2k +1)F : k € Z} (realni brojevi bez neparnih visekratnika broja
7/2), a prirodna domena funkcije kotangens je skup R\ {k7 : k € Z} (realni bro-
jevi bez visekratnika broja 7). Grafove funkcija tangens i kotangens prikazuje slika
Uoc¢imo da su obje funkcije periodi¢ne s temeljnim periodom 7 i imaju verti-
kalne asimptote u svim tockama u kojima nisu definirane. Tangens je rastuca neparna
funkcija, a kotangens je padaju¢a neparna funkcija.

Periodi¢na funkcija ne moze imati horizontalne asimptote (zasto?). Takoder, peri-
odi¢na funkcija ne moze biti injekcija jer se po njenoj definiciji za beskonacno mnogo
vrijednosti varijable postizu iste vrijednosti funkcije. Stoga nijedna od trigonome-
trijskih funkcija nema inverznu funkciju. No, ako odaberemo njihove restrikcije na
pogodne manje domene, moguca je definicija arkus-funkcija, tj. ciklometrijskih
funkcija, koje mnogi (nepravilno) nazivaju inverznim trigonometrijskim funkcijama.

Ako umjesto sinusa sin : R — [—1,1] (surjekcija, nije injekcija) gledamo njegovu

restrikeiju Sin : [—%, %} — [—1, 1], a umjesto kosinusa cos : R — [—1, 1] (isto surjekcija,
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= Sflx)=tgx

/- o =ca

Slika 2.34: Grafovi funkcija tangens i kotangens.

nije injekcija) gledamo restrikciju Cos : [0, 7] — [—1, 1], onda smo dobili dvije bijekcije,
¢iji grafovi su prikazani na slici [2.35]
Arkus-sinus i arkus-kosinus su inverzne funkcije funkcija Sin i Cos:
arcsin : [—1,1] — [—z, E}
22
je definiran s
arcsinx = y < x = Siny,

arccos : [—1,1] — [0, 7],

je definiran s
arccosxr =y < x = Cosy.

Odgovarajuéi grafovi prikazani su na slici Iz definicije je ocito da treba biti
oprezan s koristenjem arkus-sinusa i arkus-kosinusa: za zadani broj izmedu —1 1 1 one
odreduju samo po jedan od beskonacno mnogo kuteva kojima je taj broj sinus odnosno
kosinus.

Slicno se definiraju arkus-tangens i arkus-kotangens. Prvo se uzmu restrikcije
Tg: (-5,5) — RiCtg: (0,m) = R, koje su bijekcije, a njihovi inverzi su arkus-
tangens i arkus-kotangens:

tg R — (—=, 1)
arctg 5750
arctgr =y & x = Tgy,
arcctg : R — (0,7),
arcctgr =y < x = Ctgy.

Odgovarajuéi grafovi vidljivi su na slici[2.37, Oba imaju horizontalne asimptote (arkus-
tangens lijevo ima horizontalnu asimptotu y = 7, a desno y = 7, a arkus-tangens kao
lijevu horizontalnu asimptotu ima y = 7, a desnu y = 0).
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lig

-10}

Slika 2.35: Grafovi restrikcija sinusa i kosinusa tako da se dobiju bijekcije.

—

(a) (b)

Slika 2.36: Grafovi funkcija arkus-sinus (a) i arkus-kosinus (b).

(a) (b)

Slika 2.37: Grafovi funkcija arkus-tangens (a) i arkus-kotangens (b).
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Uoc¢imo i da su arkus-sinus i arkus-tangens rastuce, a arkus-kosinus i arkus-kotangens
padajuce funkcije. Arkus-tangens je neparna funkcija, dok ostale ciklometrijske funk-
cije nisu ni parne ni neparne.

%t Ponovimo bitno. .. Periodi¢ne funkcije imaju svojstvo da im se vrijednosti ponav-
ljaju u jednakim razmacima 7: f(z+7T) = f(z) za sve x iz domene. Trigonometrijske
funkcije sinus, kosinus, tangens i kotangens su periodi¢ne funkcije. Sinus i kosinus
realnog broja = definiraju se kao ordinata i apscisa tocke B na jedini¢noj kruznici
takve da je kut ZBOA iznosa x radijana, pri ¢emu je A tocka (1,0). Tangens je de-
finiran s tgx = %, a kotangens s ctgx = 2. Tangens nije definiran u neparnim
viSekratnicima od 7 /2, a kotangens u visekratnicima od m. Temeljni period funkcija
sinus i kosinus je 27, a temeljni period funkcija tangens i kotangens je 7. Sinus, tangens
i kotangens su neparne funkcije, a kosinus je parna funkcija. Ciklometrijske funkcije
su inverzne funkcije trigonometrijskih funkcija restringiranih na manje domene, tako
da su nakon restrikcije dobivene funkcije bijekcije. ©

2.7 Prikaz neafinih funkcija pomocu afinih

U kemiji i drugim prirodnim znanostima cesto zelimo neku funkcionalnu ovisnost y =
f(x) prikazati pomoc¢u pravca u koordinantoj ravnini. Razlozi mogu biti razliciti, a
jedan od ces¢ih je moguénost usporedivanja eksperimentalno dobivenih podataka s
pretpostavljenom funkcijom f. Ako f nije afina, graf joj nije pravac, ali se sama
ovisnost uz odgovaraju¢u transformaciju varijabli ¢esto lako prevodi u afinu. To je
najlakse opisati primjerom. Ostwaldov zakon za slabe elektrolite glasi

1 1 cA,,

Ao~ Ag TR
Pritom je A,, molarna provodnost elektrolita (u S cm? mol™!), A° grani¢na molarna
provodnost (konstanta za promatrani elektrolit pri fiksnoj temperaturi), K je kons-
tanta disocijacije slabog elektrolita (u mol cm™3), a ¢ je koncentracija (u mol dm™3).
Oznacimo li
1 Scm?
v= A,, mol’
cm

zakon poprima oblik

Mogli smo pisati i krace,
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Am'l,l:nio!cm'ES'l

7
— A,/ 10%cm §71

' L L
0.00006 0.00008 0.00010 0.00012 0.00014

Slika 2.38: Ostwaldov zakon prikazan pomocu afine funkcije.

o ,_ L
CTERM) T Ay

no tada je svakako potrebno istaknuti jedinice od 4 i b (mol S™! em™2), z (1073 S cm™)
ia(S72 cm™t mol™!). Uocimo: y i b moraju imati istu jedinicu.

Konkretno, ako su eksperimentom pri 25°C za octenu kiselinu utvrdivane molarne
provodnosti za neki raspon koncentracija i ako su poznate teorijske vrijednosti za
grani¢nu molarnu provodnost i konstantu disocijacije za otopine octene kiseline pri 25°C
(A2, =390,7S cm? mol ™' i K = 1,75-107° mol dm~3) dobivamo y = 374,3x+0,002560.
Ako su pri tom eksperimentu dobivene molarne provodnosti u rasponu od 19 S cm?
mol™ do 47 S cm? mol ™, vidimo da se vrijednosti y kre¢u izmedu y; = = ~ 0,02128
1y, = % = 0,05263 pa je razuman raspon na y-osi npr. od 0,02 do 0,055.

Kako je y = az + b, znaéi da je x = (y — b)/a. Stoga je raspon z-eva izmedu
1 = (y1 — b)/a = 0,0000500 i x5 = (y2 — b)/a ~ 0,000134. Stoga je prikladan raspon
za x-o0s recimo od 5 - 107° do 14 - 107°. Uz te raspone, odgovarajuéi graf kojim je
prikazan Ostwaldov zakon u danoj konkretnoj situaciji prikazan je slikom [2.38]

Savjet: pokusajte ne komplicirati. Primjerice, moglo se Ostwaldov zakon prevesti
redom u oblike

1 c
[ER W TR 0 X
1 L c
A2 AnAs, K(AG)Y
te definirati
1 1

VSRR,

ir=c¢b=0 a= W, sto bi doduse dalo vrlo jednostavan z te pravac kroz
ishodiste, ali bi y-os bila neprikladna za utvrdivanje osnovnih vrijednosti u danom
kontekstu (ci A,,). Recimo da ste u takvom prikazu ocitali da je pri nekoj koncentraciji
y = 2,372 - 1073, koliko biste morali ra¢unati da dobijete A,,,? Probajte ako Vam nije
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ocito. Dakle: ukoliko ima vise moguénosti $to zvati z-om, a §to y-om (u pravilu
ima), odaberite ih tako da se iz koordinata, tj. iz x i y mogu lako dobiti vrijednosti
promatranih meduzavisnih veli¢ina X i F'(X) (u ovom primjeru bio je X koncentracija,
a F'(X) molarna provodnost). Ako i dalje imate vise ,,zgodnih” izbora, onda prednost
dajte onome kod kojeg je x varijabla X.

Primjer 30. Arrheniusov zakon za ovisnost koeficijenta brzine reakcije o temperaturi
glasi

k= Ae %t
Kad se Zele usporediti eksperimentalno (i racunski) dobiveni parovi (T, k) s tom ovis-
no$éu, najcesée s ciljem odredivanja vrijednosti E, (energije aktivacije) obicno je lakse

crtati ovisnost Ink o %

Ea

RT’

Pritom je y = Ink, b =1nA, a = —% (jedinica: K) i x = £ (jedinica: K™*). Ouvdje
pod Ink i 1n A podrazumijevamo prirodne logaritme ¢istih numerickih vrijednosti od k i
A (tj. onih koje dobijemo dijeljenjem iznosa k i A s 1-jedinica od k; recimo za reakcije
prvog reda pod In 'k podrazumijevamo In 13% ).

Ink=InA—

1t Ponovimo bitno... Kad intepretiramo neku fizikalnu ili kemijsku jednadzbu kao
pravac y = ax + b potrebno je konstante i varijable u toj jednadzbi grupirati tako da
njihovom zamjenom s x,y, a i b dobijemo jednadzbu pravca. Pritom b i y moraju imati
istu jedinicu, varijabilne velicine trebaju biti rasporedene u x i y, a konstantne u a i b.
®

2.8 Neelementarne funkcije

Ponekad su potrebne i funkcije koje se zadaju ,,po dijelovima”: na jednom dijelu do-
mene pravilo za izracunavanje vrijednosti funkcije je jedno, na drugom dijelu drugo
itd. Sve takve funkcije (i ne samo one) spadaju u neelementarne funkcije. Zadajemo
ih ovako:

fi(z), =€ A,
f(x) =4 folz) =z€B,

Takav zapis znaci: ako je x iz A, onda se f(x) izracuna tako da se z uvrsti u fi; ako je
x iz B, onda se f(z) izra¢una tako da se z uvrsti u f, itd. Unija svih skupova A, B, ...
mora dati domenu funkcije f (i pritom skupovi A, B, ... moraju biti disjunktni tj. ne
smiju imati zajednickih elemenata). Graf funkcije f dobiva se ,lijepljenjem” grafova
funkcija fi, fo, .. ..

Najjednostavnija, a ¢esto koristena, neelementarna funkcija je funkcija apsolutne
vrijednosti koja nenegativne brojeve ne mijenja, a negativnima promijeni predznak.
Formalno, to je funkcija | | : R—R zadana s

| = r, x>0
=Y =2 z<0
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Slika 2.39: Graf funkcije apsolutne vrijednosti.

¥

Slika 2.40: Primjer grafa funkcije zadane ,,po dijelovima”.

Za negativne brojeve (lijevi dio koordinatnog sustava) vidimo da se pravilo podudara s
linearnom funkcijom fi(z) = —z, a za nenengativne (desni dio koordinatnog sustava)
se pravilo podudara s linearnom funkcijom fo(z) = z. Stoga se ukupni graf sastoji od
ta dva dijela. Kako se f; 1 fo podudaraju u ,,tocki lijepljenja” (z, f(x)) = (0, 0), ukupni
graf biti ¢ée ,u komadu”, a prikazan je na slici [2.39

Primjer 31. Neka funkcija f zadana je s

e, 0<x <1,
f(w):{ﬁ —2<z<0

Ona je definirana za x € (—2,0) U[0,1] = (=2,1], a graf joj je prikazan slikom |2.40.
Praznim kruzicima istaknute su tocke koje nisu dio grafa, a punim one koje jesu.

Ovime smo zavrsili pregled svih osnovnih matematickih funkcija jedne varijable
koje se koriste u primjenama matematike u kemiji. U sljede¢im poglavljima pozabavit
¢emo se infinitezimalnim (diferencijalnim i integralnim) ra¢unom realnih funkcija jedne
varijable i njegovim primjenama.
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3t Ponovimo bitno. .. Funkcije mozemo zadati po dijelovima tako da za vrijednosti
varijable iz razli¢itih intervala definiramo razlicita pravila. Takve funkcije nisu elemen-
tarne. Najjednostavnija po dijelovima zadana funkcija je funkcija apsolutne vrijednosti,
koja pozitivne brojeve ne mijenja, a negativnima mijenja predznak. ©
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Slika 2.41: Slika uz prvi zadatak.

2.9 Zadaci za vjezbu

1.

Na slici[2.41]je prikazan graf neke funkcije f. Odredite njezinu domenu, kodomenu
te nultocke. Nadalje, odredite vrijednosti f(—4), f(0) i f(2) te skupove S; =
{reD : flx)=2}, So={reD : f(x) >0}, Ss={x e D : fraste}i
Sy={xe€eD : fpada}.

Rjesenje. D = [—4,-2]U[0,5], K = [-3,4], nultocke: = € {1,3,5}, f(—4) =
1, £(0) = 3, f(2) = -3, Sy = {-3,4}, S, = [-4, -2/ U[0,1) U (3,5), S5 =
(—4,-3)U (2,4), Sy = (—3,-2)U(0,2) U (4,5) .

Zadana je funkcija (na svojoj prirodnoj domeni)

> +1-6
f(z) = % -

Odredite nultocke funkcije f te vrijednosti f(—2), f(0)1 f(4).

Rjesenje. Nultocke sux = =31z =2; f(-2) = —3, f(0) =6, f(4) = 13.

Na slici je prikazan graf neke funkcije f. Odredite njezinu domenu D, sliku
K te intervale na kojima funkcija f raste odnosno pada. Je li f bijekcija?

Rjesenje. D = (0,1) U (1,400), K = (0,400), f raste za z € (0,1) U (2, 4+00),
f pada za x € (1,2), f nije bijekcija (jest surjekcija, ali nije injekcija).

. Na slici je prikazan graf neke funkcije y = f(x). Skicirajte grafove funkcija

9(x) = f(x) +3, hz) = flz = 1), m(z) = —f(z) i n(z) = 3f(z) .

Rjesenje. Vidi sliku [2.44}

Odredite afinu funkciju f ako je poznato da je f(0) = —31 f(—2) = 1. Skicirajte
njezin graf.

Rjesenje. f(z) = —2z — 3. Graf je prikazan slikom [2.45]
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W J
L L L L Ly

Slika 2.42: Slika uz treéi zadatak.

Slika 2.43: Slika uz ¢etvrti zadatak.

- s SN
—  f(x)s3 >
- fx-1)
-f1x) |
—  3f(x) o —
: =
L

Slika 2.44: RjeSenje cetvrtog zadatka.
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P ™

A L
71 \
i i \‘

Slika 2.46: Rjesenje Sestog zadatka.

6. Odredite kvadratnu funkciju f ako je poznato da je
f(=1)=0,  f(0)=5, [f(3)=8.

Odredite njezine nultocke i tjeme. Skicirajte graf funkcije f.

Rjesenje. f(z) = —a® + 42 + 5. Nultocke su x = —1 iz = 5. Tjeme je T(2,9).
Graf je prikazan slikom [2.46

7. Zadan je polinom petog stupnja
p(z) = 22° + 2t — 52 + 227 .
Odredite nultocke ovog polinoma i njihove kratnosti.
Rjesenje. Nultocke: x =0 (dvostruka), z = =2, =1, z =1 (jednostruke).
8. Faktorizirajte polinome

(a) pr)=a*—23—z+1.
b) pla)=2+zt—z—1.

Rjesenje.
(a) p(z) =(z—-1°@*+2+1). pl)=(@+1)?*(z-1)@"+1).

9. Odredite prirodnu domenu racionalne funkcije

fz) =

r—1

x?—x
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10.

11.

12.
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Slika 2.47: Rjesenje zadatka 11.(a).

Je li pravac x = 0 vertikalna asimptota funkcije f7 A z =17

Rjesenje. D = R\{0,1}. Pravac x = 0 jest vertikalna asimptota, a pravac z = 1
to nije.

Odredite prirodnu domenu racionalne funkcije

22 —x—2
fo) ==
Je i pravac x = 1 vertikalna asimptota zadane funkcije? Ima li funkcija f

horizontalnu asimptotu?

Rjesenje. D = R\ {—1}. Pravac = 1 nije vertikalna asimptota, a pravac y = 0
je horizontalna asimptota.

Odredite prirodnu domenu te skicirajte grafove sljede¢ih funkcija:

(d) f(x
Rjesenje.
(a) D =10,+00). Graf je prikazan slikom [2.47]
(b) D = R. Graf je prikazan slikom [2.48]
(¢) D= (—o00,4]. Graf je prikazan slikom [2.49|
(d) D =[-1,+00). Graf je prikazan slikom [2.50|
Zadane su funkcije f,g: R — R,
2
x
fx) = . gla) = Va?
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0.
-3 £ -1

Slika 2.48: Rjesenje zadatka 11.(b).

Slika 2.49: Rjesenje zadatka 11.(c).

Slika 2.50: Rjesenje zadatka 11.(d).

61
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< e s Sy e
— flx)=2x-4

- Flx=(xs4)2
y=x

Slika 2.51: Rjesenje zadatka 13.(a).

2 :
i

Slika 2.52: Rjesenje zadatka 13.(b).

Slika 2.53: Rjesenje zadatka 13.(c).
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13.

14.

15.

Odredite kompozicije f ogigo f. Jesu li i te kompozicije definirane na cijelom
skupu R?

|2°]

Rjesenje. fog(zx)= I?—L ; gof(x) = e
na R\ {—1}, a kompozicija g o f je definirana na R.

. Kompozicija f o g je definirana

Odredite inverzne funkcije sljede¢ih funkcija (podrazumijevamo da je svaka de-
finirana na svojoj prirodnoj domeni) i u istom koordinatnom sustavu za svaku
skicirajte njezin graf i graf pripadne inverzne funkcije:

(a) f(z)=2z—4.

(b) fz)=2®—-1.

(©) f) =i Ta.
Rjesenje.
(a) f1:R— R, f~(z)=3(x+4). Grafovi su prikazani slikom [2.51

b) fFfl:R—=R, f(2) =7z 1. Grafovi su prikazani slikom [2.52|
(c) f1:[0,+00) = R, f~(z) = 2% — 4. Grafovi su prikazani slikom [2.53]

Odredite inverzne funkcije sljede¢ih funkcija (podrazumijevamo da je svaka de-
finirana na svojoj prirodnoj domeni) i u istom koordinatnom sustavu za svaku
skicirajte njezin graf i graf pripadne inverzne funkcije:

Rjesenje.
(a) f71 1R — (0, —i—oo>, /7Y (x) =log, x. Grafovi su prikazani slikom [2.54
(b) f~ 1.( ,+oo) = R, f~l(x) = logl/gx Grafow su prikazani slikom

1

(C)f’lr[R—>( 00, 7

() f(x) = log 2=2.

(b) f(x) =In%H

(c) flo=1222

(d) f(z)=v10%2 —1.
Rjesenje

(a) D=(2,400), fHx)=5-10"+2

(b> D = <_OO7 _5> U <%?+OO> ) f_l(x) = 526j:zl
(c)D=R, fHz)=1In 2;52

(d) D=[0,+00), f'(x)=2log(z*+1)
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=I: e

= 7(x) =log:x
- Flix=2"

y=x

Flx) =013
I =log, s x

y=x

Slika 2.55: Rjesenje zadatka 14.(b).

1 T Fix) =In(-x}

= ==

y=x

Slika 2.56: Rjesenje zadatka 14.(c).
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16. Dokazite jednakosti

(a) ch®r —sh®r =1.

(b) sh’x = 1(ch2z —1).

(c) ch’z = L(ch2z +1).

(d) ch(z £ y) = chz chy + shx shy .
(e) sh(x +y) = shx chy £ shy chz .

17. Odredite inverzne funkcije za

(a) f(z)=shx .
(b) f(x) = thz .
Rjesenje.

(a) f(z) =In(z+Va2+1), z€R.  (b) f'(z) =ilnZ z e (-1,1).

x?

18. Ispitajte koje od sljede¢ih funkcija su periodicne

(a) f(z)=cos% .

(b) f(z)=sin 2

(c) f(z) = ctg2x

(d) f(z) =2%cosx

(e) flx) = tg’

(f) f(x) =cos/x
Rjesenje.

(a) periodi¢na (T'= 6m).  (b) periodi¢na (T = 3m).
(c) periodiéna (7' = 7).  (d) nije periodiéna. (e) periodicna (T = ).
(f) nije periodicna.
19. Odredite temeljni period funkcija
(a) f(z) =3+ cos(2mz) .
(b) flz)=1+tg(5—3) .
(¢) f(z) =sina — gsin3z + Lsinbe — +sin Tz .
Rjesenje.
(a) T=1. (b) T=2r. (c¢) T=2m.
20. Odredite temeljni period T te skicirajte grafove zadanih funkcija na [T, 27

(a) f(z) =2c¢ %

(c) flz)=tg(z+ %) :



66 POGLAVLJE 2. REALNE FUNKCIJE JEDNE VARIJABLE

VAL

Slika 2.57: Rjesenje zadatka 20.(a).

Slika 2.58: Rjesenje zadatka 20.(b).

Slika 2.59: Rjesenje zadatka 20.(c).
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21.

22.

23.

24.
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Y

Slika 2.60: RjeSenje zadatka 22.

Rjesenje.
(a) T=4m . (b) T =27 . (¢) T = m . Grafovi su redom prikazani na slikama
2.57,2.581[2.59

Odredite inverzne funkcije za

(a) f(z)=sinz+1.

(b) g(z) = (37+ 3) -
(c) h(z)
Rjesenje.
(a) f~Y(x) = arcsin(z — 1), = € [0,2].

(b) g7 '(x) = =% + arccosz, x € [—1,1].
(¢) h'(x) = 2arctgs, =z € R.

co
3tg

Zadana je funkcija
1, 4<z< -1
flx)=4 2> -2, —-1<z<1
cos(r—1), 1<z<2r+1
Odredite f(=3), f(=1), f(0), f(1),1i f(% - 1). Skicirajte graf funkcije f.
) =

Rjesenje. f(—3) = —1, f(— ) =1, f(0)=-2, f(1)=1, f(3+1) =0. Graf
je prikazan slikom [2.60]

Dokazite

(a) |zyl = || |yl .

() |z +yl < |z + |yl
() [lz] = [yl| < =] —[y| -

Odpredite prirodne domene funkcija

(a) f(x)=Vi—2+ mm -
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—1.8885

—-1.8890

Slika 2.61: RjeSenje zadatka 25.

- 2z-5 Va2—4z *

) f(z)
(c) fl@)=Ig75+v2"+1.
(d) f(z)=/In2=2 4 exia
) f()
) f()

= ol gipe=2

( D) 2
_ iad—x 1
(f T) = \/arcsin“3* + arctg—=—— .
Rjesenje.

(a) D= (—00,4\{-6,1}. (b) D= (—00,—2]U (4,400) .
(c) D=(=F,1). (d) D=(-00,-2)\{-4}.
() D=[-41)\{0}. (f) D={(1,4]

Fotoelektricni efekt se opisuje jednadzbom

Ek:hl/—q).

Pritom je Fj kineticka energija izbacenog fotoelektrona (u J), koja se moze po-
istovjetiti s el uz e = 1,60218 - 1071C (U je potencijal u V'), h = 6,626 - 10~
J s je Planckova konstanta, v je frekvencija upadnog zracenja (u s~!), a njena
veza s valnom duljinom A dana je jednadzbom Av = ¢ (c je brzina svjetlosti,
c = 299792 -10® m s7!), @ je izlazni rad (tj. minimalna energija potrebna da
dode do fotoelektriénog efekta, u J). Povrsina nekog metala obasjana je svjetloséu
valnih duljina izmedu 350 nm i 580 nm te su mjereni potencijali U kojima se za-
ustavljaju emitirani elektroni. Za promatrani metal izlazni rad iznosi 3,03 - 10~
J. Graficki prikazite ovisnost potencijala o valnoj duljini za opisani slucaj, za
zadani raspon valnih duljina. Prikaz ovisnosti mora biti pravac te s time uskla-
dite koje veli¢ine ¢ete nanositi na apscisu i ordinatu koordinatnog sustava, tj.
interpretirajte integrirani oblik jednadzbe fotoelektricnog efekta kao jednadzbu
pravca y = ax + b u Kartezijevom koordinatnom sustavu. Obratite paznju na
pravilno oznacavanje osi i pogodan odabir raspona vrijednosti na osima.

Rjesenje. y =U/V,z =nm/\, a = he/e nm = 1,2415,b = —®/(e-V) = —1,8912.
Odgovarajudi graficki prikaz dan je slikom [2.61]



Poglavlje 3

Diferencijalni racun za realne
funkcije jedne varijable

3.1 Deriviranje funkcija

Limesi, deriviranje i integriranje spadaju u podrucje matematike poznato kao infini-
tezimalni racun. Pojam derivacije funkcije sredisnji je pojam vise matematike. No,
za stjecanje sposobnosti racunanja s derivacijama i primjenjivanja istih u mnogim jed-
nostavnim situacijama nije nuzna precizna definicija derivacije. Stoga smo se ovdje
odlucili za donekle nekonvencionalni pristup derivacijama, kako bi studenti ¢im ra-
nije bili sposobni iste koristiti na fizikalnim kolegijima, koje studenti kemije u pravilu
slusaju istovremeno s matematickim. Prvo ¢emo dati intuitivnu definiciju derivacije i
zatim temeljem iste razraditi tehnika deriviranja, svojstva i primjene derivacija, a tek
nakon toga ¢emo obraditi limese funkcija i na kraju dati preciznu definiciju derivacije.
U ostatku ovog poglavlja neka je f : I — R neka funkcija (I je otvoren interval)
i ¢ € I neki fiksan broj. Oznaka za derivaciju funkcije f u tocki ¢ je f'(c); derivacija
f'(c) je uvijek broj. Postoje bar tri intuitivne definicije derivacije funkcije u tocki c.
Derivacija kao opis relativne promjene iznosa funkcije: Ukoliko je f(z) = ax+b onda je
omjer promjene vrijednosti funkcije Af = f(x)— f(¢) = a(z—¢) u odnosu na promjenu
vrijednosti varijable Az = x— jednak % = a, tj. kod afine funkcije koeficijent smjera
daje relativnu promjenu funkcije za svaku promjenu varijable u odnosu na pocetnu
vrijednost c¢. Derivacija f’(c) moze se shvatiti kao poopéenje te ideje: to je procjena
relativne promjene funkcije f ako je promjena varijable (Az) priblizno jednaka nuli:

A

Iz gornjeg pristupa derivaciji lako zakljucujemo: derivacija afine funkcije u bilo
kojoj tocki jednaka je njenom koeficijentu smjera. Specijalno, derivacija konstantne
funkcije je svuda nula.

Vegano za gornju ,,definiciju” lako je zapamtiti jos jednu oznaku za derivaciju funk-

cije: 4t. Ta se oznaka najcesce koristi u nekim fizikalnim kontekstima kad Zelimo

1Uotite: poveéanje varijable daje pozitivan Az, a smanjenje negativan.
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flx)=ax+b

/ Ax

(a) (b)

Slika 3.1: Derivacija kao relativna promjena vrijednosti funkcije.

//

Slika 3.2: Derivacija kao koeficijent smjera tangente.

pratiti jedinice u kojima su izrazene f i z, tj. kad zelimo odmah uz numericku vrijed-
nost derivacije imati i jedinicu koja treba iéi uz izrac¢unati broj (vidi primjer .

Za razliku od afinih funkcija, iz gornje , definicije” tesko bismo izveli formule ili

nacine racunanja derivacija za bilo kakve druge funkcije. No, pogledamo li slike 3.1
i, vidimo da za mali razmak Az omjer % nece biti bitno razli¢it od koeficijenta
smjera tangente povucene na graf funkcije f u tocki s apscisom ¢. Napomenimo ovdje
da je tangenta na neku krivulju u danoj tocki (recimo na graf funkcije) pravac koji
najbolje ,prianja” uz tu krivulju oko te tocke (na uskom dijelu oko promatrane tocke
zanemariva je razlika izmedu krivulje i tangente, tj. to je pravac koji od svih pravaca
koji prolaze tom tockom najbolje aproksimira krivulju u blizini te tocke); nije toéno da
je tangenta pravac koji krivulju sijece u samo jednoj tocki.
Derivacija kao koeficijent smjera tangente: Prema gornjem, poboljSana verzija definicije
derivacije f(c) glasi: to je koeficijent smjera tangente na graf funkcije f povucene u
tocki s apscisom c. Iz ovakvog pristupa derivaciji odmah vidimo: ako funkcija raste na
nekom intervalu oko ¢, onda je f'(¢) > 0, a ako pada je f'(c) < 0.

Iz gornjeg slijedi da je jednadzba tangente na graf funkcije f u tocki s apscisom c
jednadzba pravca s koeficijentom f’(c) kroz tocku (c, f(c)), tj.

y—fle)=fe)- (x—c).
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Bitno je spomenuti da je ovakva interpretacija derivacije funkcije moguéa samo ako
su x i y uobicajene Kartezijeve koordinate u ravnini, jer je pojam koeficijenta smjera
pravca smislen samo za pravce u Kartezijevom koordinatnom sustavu.

Ukoliko je fizikalno znacenje varijable x vrijeme, onda imamo jos jednu moguénost
intuitivne definicije derivacije.
Derivacija kao trenutna brzina: Ako promatramo funkciju f, recimo poziciju tocke na
pravcu, kojoj je varijabla t iznos proteklog vremena u primjerice sekundama, onda
za svaki vremenski interval At (u odnosu na fiksirani trenutak ¢y) vrijedi: prosjecna
brzina promjene vrijednosti funkcije f u tom intervalu iznosi %. Ukoliko skra¢ujemo
vremenski interval, bit ¢emo sve blizi trenutnoj brzini promjene f u trenutku ty te
mozemo reci: derivacija od f u ty je trenutna brzina u tom trenutku. U ovom kontekstu

se u fizici umjesto oznake f’(to) ¢esto koristi oznak f(to)-

Primjer 32. Kod reakcije prvog reda koncentracija (c u M = mol L™1) reaktanta R u
trenutku t (izraZenom u sekundama) iznosi

¢ = cpe™,

gdje je a konstanta pri danoj temperaturi i reakciji © po iznosu je jednaka ummnosku
stehiometrijskog koeficijenta reaktanta (po definiciji, stehiometrijski koeficijenti reakta-
nata su pozitivni, a stehiometrijski koeficijenti produkata su negativni!) i koeficijenta
brzine reakcije (dakle, a < 0 i a ima dimenziju reciproénog vremena odnosno jedinicu
s1). Koncentracija reaktanta se u tom slucaju smanjuje te ce % u svakom trenutku
biti negativnog iznosa.

Ukoliko imamo samo jedan reaktant kojemu je stehiometrijski koeficijent jednak v,

brzina reakcije se definira kao
_1de
v dt’
dakle, brzina reakcije je u svakom trenutku pozitivnog iznosa. Zapravo, tako mozZemo
definirati brzinu reakcije u svakom slucaju, neovisno o broju reaktanata i redu reakcije:
bitno je samo da je v stehiometrijski koeficijent reaktanta ¢iju koncentraciju ¢ pratimo.
Kako je jedinica od Ac ista kao i od ¢ (dakle, M), a od At ista kao i od t (dakle, s),
podrazumijevamo da je % fizikalna velicina za koju smo jedinice izlucili jos u kvocijentu
ﬁ—i koji opisuje prosjecnu brzinu te 3—; ima jedinicu kao i taj kvocijent, a to je M s™1.
Strogo uzevsi, derivacija je broj i za njenu definiciju bismo se morali ,rijesiti” jedinica,
a gornji pristup (preko kvocijenta koji opisuje prosjecnu brzinu odnosno prosjeénu pro-
mgjenu) omogucuje odredivanje fizikalne jedinice rezultata. U praksi nije potrebno ovako
detaljno razmatranje jer se pri deriviranju fizikalnih velicina jedinice mogu shvatiti kao
konstante s kojima su pomnoZene funkcije, a (kako éemo kasnije vidjeti) derivacija pro-

dukta konstante i funkcije jednaka je toj konstanti pomnoZenoj s derivacijom funkcije.

Koju god od gornjih ,,definicija” odabrali, trebamo biti svjesni da se ne radi o pravoj]
definiciji ve¢ su to zapravo svojstva derivacije koja slijede iz njene prave definicije. Ipak,
za razumijevanje smisla derivacije i njenu primjenu, ¢ak i uz poznavanje njene egzaktne
definicije, neophodno je znati gornje tri interpretacije.

20znaka derivacije oblika f potjece od sir I. Newtona, a oznaka f’ od J.-L. Lagrangea.
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Slika 3.3: Ovisnost pozicije o vremenu (a) i pripadna ovisnost brzine o vremenu (b).

Ukoliko bismo na neki na¢in uspjeli odrediti f’(c)-ove za sve moguce ¢ (recimo, sve
¢ € I) time bismo mogli derivaciju shvatiti kao novu funkciju f’': I — R. To se i radi

u svim tablicama i formulama, kao i primjenama derivacija.

Primjer 33. Ako je f : R = R, f(x) = 4x — 3, onda je f' : R — R konstantna
funkcija f'(x) = 4 jer je u svakoj mogucoj tocki derivacija od f jednaka c.

Primjer 34. NiZe ¢emo u tablici derivacija imati pravilo da je za f(x) = sinx deriva-
cija dana s f'(x) = cosx. To znaci da za svaki konkretan broj ¢ vrijedi f'(c) = cosc,
primgerice f'(m) = cosm = —1.

Primjer 35. U razlicitim trenutcima biljeZene su pozicije tocke koja se giba po o0si
apscisa (jedinica na 0si apscisa iznosi, recimo, 1 c¢m):

t/s| 0 10 20 30 40 50 60
x |0 5 7 12 17 18 20

Slijedi da su (prosjecne) brzine u pojedinim vremenskim intervalima

t/s (0 10 20 30 40 50 60
o/lem/s) |0 1/2 1/5 1/2 2/5 1/10 3/10

Drugim rijecima, iznos derivacije funkcije pozicije (x u ovisnosti o vremenu) za
t = 20 s iznosi priblizno 0,2. Slikama prikazana je ovisnost pozicije o vremenu
(istaknute su poznate tocke te je kroz iste provucena krivulja koja bi mogla biti opis te
ovisnosti za sve trenutke) te odgovarajuca ovisnost brzine o vremenu, tj. procjena grafa

derivacije x'.

1t Ponovimo bitno. .. Derivacija funkcije f : I — R definira se pojedinacno u sva-
kom ¢ € I ioznacavas f’'(c). Taj broj se moze interpretirati kao aproksimacija relativne
promjene vrijednosti funkcije u odnosu na promjenu varijable, za male promjene va-
rijable u odnosu na ¢, ili pak kao koeficijent smjera tangente povucene na graf od f
u tocki (¢, f(c)). Ako varijabla od f ima interpretaciju vremena, onda s f’(c) moze
poistovjetiti s trenutnom brzinom promjene velic¢ine f (u trenutku c). ©
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3.2 Kad ne postoji derivacija?

U nekim sluc¢ajevima moze se desiti da f’(c) ne postoji za neki ¢ iz domene od f.

Primjer 36. Uzmimo funkciju treceg korijena. U njenoj prirodnoj domeni su svi realni
brojevi, no njena prva deriacija (f'(x) = #}2) niyje definirana u nuli. Zakljucujemo
da funkcija treceg korijena nije derivabilna u nuli.

Ovdje ¢emo se pozabaviti pitanjem kako nepostojanje derivacije prepoznajemo te-
meljem grafa funkcije prikazanog u Kartetijevom koordinatnom sustavu. Podsjetimo
se: derivacija se moze interpretirati kao koeficijent smjera tangente na graf funkcije
(u promatranoj tocki grafa). Stoga da bi postojala derivacija f’(c), tockom (e, f(c))
treba prolaziti tangenta ¢ija jednadzba je oblika y = ax + b. Problem u prethodnom
primjeru je $to graf funkcije u tocki (0,0) ima vertikalnu tangentu, tj. tangenta je u
ovom slucaju pravac u koordinatnom sustavu kojem koeficijent smjera nije definiran.

Drugi problem moze nastati ako graf ima ,Spicu” u nekoj tocki. Ocito nijedan od
pravaca kroz ,,Spicu” nije tangenta jer je tangenta pravac koji se najbolje priljubljuje
uz krivulju oko te tocke. U slucaju ,Spice” mogla bi se nac¢i dva pravca koji bi bili
tangente ,slijeva” i ,zdesna”, no nijedan od njih se ne priljubljuje uz graf na drugoj
od dvije strane obzirom na ,Spicu”, te stoga nema tangente i time niti derivacije u
pripadnoj apscisi.

Tre¢i mogudéi problem nastaje ako je u nekoj tocki grafa graf ,pukao” —i tada iz
razloga analognih gore navedenima ne postoji tangenta u toj tocki. O ovom dée vise
rijeci biti kasnije.

Takoder, ukoliko je neki dio domene poluotvoren ili zatvoren interval, funkcija (po
definiciji) nije derivabilna u njegovom rubu. Primjerice, f : [a,b] — R neovisno o
pripadnom pravilu nije derivabilna u a i b. Mozemo to tumaciti ovako: za lijevi rub
mogli bismo naéi ,,desnu” tangentu, no kako funkcija nije definirana lijevo od lijevog
ruba, slijeva se taj pravac ne priljubljuje uz graf funkcije (jer grafa tamo ni nema);
analogno vrijedi za desni rub.

Slika prikazuje graf funkcije koja u cetiri tocke domene (oznacene crveno) nije
derivabilna.

% Ponovimo bitno... Ako je ¢ element domene funkcije f, onda f’(¢) ne postoji u
sljede¢im slucajevima:

U ¢ graf ima ,,Spicu”;

U c se graf razdvaja;

U c¢ je tangenta vertikalna;
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-lobL

Slika 3.4: Graf funkcije koja u cetiri tocke nije derivabilna.

3.3 Visestruke derivacije

Deriviranjem funkcije f dobivamo drugu derivaciju f”, deriviranjem druge derivacije
treéu derivaciju itd. Oznake za prvu, drugu i treéu derivaciju su redom f’, f” f".
Daljnje derivacije (n-ta za n > 3) u pravilu se oznacavaju s f™.

U kontekstu brzina, drugu derivaciju funkcije mozemo interpretirati kao akcelera-
ciju (ubrzanje): ako je x(t) pozicija (na pravcu) u trenutku ¢, onda je @(¢) trenutna
brzina, a Z(t) je akceleracija u tom trenutku.

Ako koristimo oznake tipa % za derivaciju, onda je oznaka za drugu derivaciju %,

V4 3 .
za treéu % itd.
X

Primjer 37. Druga deriwacija funkcije iz primjera |35 je f” : R — R, f"(z) = 0
(nulfunkcija) jer je to derivacija konstantne funkcije f'. Treca i sve daljnje derivacije
su takoder nulfunkcije.

Naglasimo ovdje da je neispravno je govoriti da derivacije u gornjem primjeru ne
postoje — one postoje i jednake su nuli! Derivacija ne postoji (u nekoj tocki ¢) ako u toj
tocki ne mozemo nacrtati tangentu na graf, ako tangenta nije jednoznacno odredena ili
ako je vertikalna. Kad kazemo da derivacija ne postoji zelimo reéi da se ona
ne moze izracunati. Ako je ona jednaka nuli, znaci da se mogla izracunati,
dakle postoji.
1t Ponovimo bitno... Vise derivacije su derivacije derivacija. Opcenito je (n+1)-va
derivacija f"*1) jednaka prvoj derivaciji n-te derivacije f(™. ©

3.4 Osnovna svojstva derivacija

Za rad s derivacijama nuzna je tablica derivacija:
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I
f(x) f'(z)
C
n n—1
T n
a® a*Ina
1
10ga x zlna
sinx cosS T
CcoS ¥ —sinx
1
tg x cos? x
1
Ctg z sin? x
: 1
arcsin x ——
1
arccos x —
1
arctg x 722
1
arcctg x 22
shx chzx
chx shz

]. ! -3 ! -2 3
3 I 1 /_ 1 _2 o 1
(\/E —(173) —3I 3_33;527

g — —
(Inz)" = rlne 1z’
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Uocite pritom da je u svim osim u trecem slucaju derivacija definirana za iste
x kao i funkcija koju deriviramo: wu pravilu se pri deriviranju ne mijenja prirodna
domena. Ipak, treéi primjer (derivacija treéeg korijena) upucuje na oprez: trecéi korijen
je definiran za sve x € R, dok njegova derivacija nije definirana za x = 0. Dakle, cak

i elementarna funkcija ne mora biti derivabilna u svakoj tocki svoje domene.

Najvaznije svojstvo deriviranja je linearnost. Linearnost deriviranja je zapravo spoj
dva pravila: aditivnosti i homogenosti. Aditivnost deriviranja znaci da je derivacija

zbroja funkcija zbroj njihovih derivacija:

(f(2) +g(2))" = f'(z) + ¢'(2).
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Homogenost deriviranja je ve¢ spomenuto pravilo da je derivacija produkta konstante
i funkcije jednaka produktu te konstante i derivacije funkcije:

(Cf(x)) =Cf'(x).

Primjer 39. Za sve x € R vrijed:
/
(9[:5 — wsinz + \/5) = (%) — w(sinz) + (V5) = 5a* — wcos x.

Zadatak 16. Koristeéi linearnost deriviranja izvedite formule za derivacije sinusa hi-
perbolnog i kosinusa hiperbolnog.

Korisno je primijetiti da se pomocu linearnosti deriviranja vidi da vrijedi: derivacija
polinoma stupnja n je polinom stupnja n — 1. Ako bismo n puta derivirali polinom
stupnja n, dobit ¢emo konstantnu funkciju; sve daljnje derivacije su nulfunkcije.

Za slucaj da trebamo derivirati funkciju koja je produkt ili kvocijent dviju funkcija
potrebne su malo kompliciranije formule:

(f(z) - g(2))" = f(x)g'(z) + f'(2)g(x),

<f($))/ _ Jw)g(x) — f(x)g'(x)
g9(x) 9*(z)
Napominjemo da je ¢g*(z) uobicajena oznaka za kvadriranu vrijednost g(z), tj. ¢*(z) =

(9())*.

Primjer 40. Prirodna domena funkcije zadane s f(x) = xInx — % je skup svih pozi-
tivnih brojeva. Za sve x > 0 wvrijeds

. (a:)’e"”;x(e’”)/ el 11—z
e e’

f(x)=(zlnx) — (eﬁx)/ = (x)Inz+ z(lnx)

Zadatak 17. Koristeci formulu za deriviranje kvocijenta funkcija izvedite formule za
derivacije tangensa i kotangensa.

Primjer 41. Deriirajmo funkciju f(z) = (e*)®. Kako je f(z) = (%), moZemo ju
derivirati po pravilu za derivaciju eksponencijalne funkcije s bazom e3:

f/(l') = (63)1 -In 63 =3 (eg)m — 36336_

Slicno, ako bismo trebali derivirati g(x) = (sinz)® = sinz - sinz, mogli bismo
primijeniti pravilo za derivaciju produkta i dobilt bismo

g'(x) =cosz-sinx +sinx - cosz = 2sinz - cosx = sin(2x).

No, §to da smo trebali derivirati h(x) = (Inz)'%"? Potencija je prevelika da bismo
uzastopno primijenjivali pravilo za deriviranje produkta. Ili: kako derivirati l(x) =
(cosx)™?
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U gornjem primjeru radi se o kompozicijama nekih elementarnih funkcija s poten-
ciranjem na fiksnu potenciju. Opcenito, pravilo za deriviranje kompozicije funkcija
glasi (go f)(x) =¢'(y) - f'(x), gdje je y = f(x). To se pravilo ¢esto pise u obliku

(go f)(z) =g (f(x))- f'(x).

Ovo pravilo poznato je i pod nazivom lan¢ano pravilo.

Primjer 42. Derivirajmo sad h(x) = (Inz)"": to je kompozicija ,vanjske funkcije”

potenciranja na 1000-tu (g(y) = y'°%°) i ,unutrasnje funkcije” prirodnog logaritma
(y= f(z) =Inzx). Stoga je

/ 999 1 (hlx)ggg
(@) = 10004° - = = 1000 L
x x
Analogno je derivacija od I(z) = (cosz)™ dana s I'(x) = —7 (cosx)™ " sinz.

Cesto dobro dode zapamtiti specijalni slu¢aj pravila za derivaciju kompozicije funk-
cija, za slucaj da je ,vanjska” funkcija prirodni logaritam:

f'(x)
(In f(2)) = :
f(z)
Primjena gornje formule, tj. odredivanje derivacije funkcije tako da ju prvo logaritmi-
ramo, pa onda deriviramo logaritmiranu funkciju, zove se logaritamsko deriviranje.

Primjer 43. Derivirajmo opéu potenciju f(z) = 2% = e*™2 logaritamskim derivira-
njem. Prvo logaritmiramo funkciju:

Inf(z) =zlnzx.

Sad deriwiramo logaritmiranu funkciju (deriviramo In f(x)) i iz dobivenog izrazimo
f'(@): X
(Inf(z)) =Inz+z-~,
T

Za slucaj da je f bijekcija i ¢ = f~! njena inverzna funkcija imamo po definiciji
(go i) =(f""o f)(zx) =z,
(9o f)(z) =1,

pa uz
y = f(z),
iz formule
(g0 f)(z)=g(f(x) f(z)

dobivamo pravilo za derivaciju inverzne funkcije
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Primjer 44. Izvedimo pravilo za derivaciju arkus-sinusa, koji je inverzna funkcija
funkcije Sin. Za v € I = (=5,%) jey = f(z) = Sinz = sinx iy € (—1,1) pa je
f'(x) = cosz. Stoga je po gornjoj formuli
r 1
cosT  +y/1 —sin’x
U zadnjoj formuli biramo predznak + jer je cosx > 0 za x € I pa imamo
) 1 _ 1
V1—sin?z 1—y?
Za kraj ovog dosta tehnickog poglavlja, navedimo zapise svih navedenih formula za
slucaj da se koristi notacija % za f'(x):

(arcsiny)’ =

(arcsiny)

d d
_df, dg

d
— (@) +g@) = L+

(krace:

dz dz /)
d df dg
L (@) o) = Lgtw) + )2
(krace: dgf) = z% +ydz),

dz \ g(z) 9*(x)
dy _, dz
(krace: d%% = %) Pravilo za derivaciju kompozicije obi¢no se zapisuje ovako:
dz  dz dy
de  dy dz

(pri ¢emo mislimo na z = z(x) = z(y(x))), a pravilo za derivaciju inverzne funkcije se
onda obi¢no zapisuje ovako:

dy 1
— =
dx 2
1t Ponovimo bitno... Derivacije elementarnih funkcija u svim tockama njihove

prirodne domene u kojima postoje navode se u tablicama derivacija. Najvaznije od de-
rivacija elementarnih funkcija su C" = 0 (derivacija konstantne funkcije je nulfunkcija),
(z™) = nz"~! (derivacija potencije dobije se spustanjem eksponenta i njegovim sma-
njivanjem za 1), (sinz)’ = cosz, (cosz)’ = —sina, (e”) =" i (Inz)’ = L. Deriviranje
je linearno: derivacija zbroja ili razlike funkcije je zbroj odnosno razlika njihovih deri-
vacija i derivacija od funkcije pomnozene s nekom konstantom jednaka je derivaciji te
funkcije pomnozene s tom konstantom. Produkt funkcija se derivira tako da se derivira
svaki ¢lan produkta i pomnozi s nederiviranim ostalim ¢lanovima te se tako dobiveni
izrazi zbroje. Derivacija kvocijenta jednaka je razlici derivacije brojnika pomnozene
s nazivnikom i derivacije nazivnika pomnozene s brojnikom, podijeljenoj s kvadratom
nazivnika. Kompozicija funkcija se derivira tako da se uzastopno mnoze derivacije
funkcija koje ¢ine funkciju, pri cemu su u derivaciju pojedine funkcije uvrsteni isti
izrazi koji su u nju uvrsteni prije deriviranja. ®)
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Lok. i glob. min.

Slika 3.5: Lokalni i globalni ekstremi.

3.5 Odredivanje ekstrema funkcije

Neka je zadana funkcija f : D — R. Jedno od naj¢esc¢ih pitanja u primjenama matema-
tike u kojima se kao model koriste realne funkcije je: gdje ta funkcija postize ekstreme
(i koliko oni iznose)?

Kao prvo, treba definirati sto su to ekstremi funkcije. Postoje dvije vrste ekstrema:
lokalni i globalni. Globalni ekstremi su oni koji se odnose na cijelu domenu funkcije,
dok se lokalni odnose samo na njen dio. Preciznije:

Definicija 1 (Globalni ekstremi). Tocka globalnog maksimuma (minimuma) funkcije
f je element ¢ iz njene domene D takav da je f(c) > f(z) (za minimum: f(c) < f(z))
zasve x € D. Iznos f(c) se u tom slu¢aju zove globalni maksimum (minimum) funkcije

f.

Geometrijski, tocka globalnog maksimuma odnosno minimuma je apscisa najvise
odnosno najnize tocke na citavom grafu. Napomenimo da funkcija moze imati vise
globalnih maksimuma (ili vise globalnih minimuma), ali tada svi moraju biti ,na isto]

e,
visini”.

Primjer 45. Svi brojevi ¢ = 2kw (k € Z) su tocke globalnog maksimuma za y = cosx:
u svima ngima kosinus postize globalni maksimum cos(2km) = 1.

Lokalni ekstremi odnose se samo na dio grafa, a ne na cjelokupni graf (vidi sliku
. Preciznije,

Definicija 2 (Lokalni ekstremi). Tocka lokalnog maksimuma (minimuma) funkcije f
je element c iz njene domene D takav da je f(c) > f(x) (za minimum: f(c) < f(x))
za sve T 1z nekog otvorenog intervala koji sadrzi c.

Pogledamo li sliku |3.5] vidimo da je karakteristika lokalnih maksimuma da do njih
funkcija raste, a od njih pada, dok za lokalne minimume vrijedi obrnuto. Ta je karak-
terizacija vrlo bitna te ¢emo ju istaknuti kao propoziciju:

Propozicija 1. Tocka c iz domene funkcije f je tocka lokalnog maksimuma ako f raste
na nekom intervalu {(a,c) i pada na nekom intervalu (c,b).
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Tocka ¢ iz domene funkcije f je tocka lokalnog minimuma ako f pada na nekom
intervalu {(a, c) i raste na nekom intervalu {c,b).

Budud¢i da predznak koeficijenta smjera pravca ukazuje na rast ili pad odgovarajuce
afine funkcije, te buduci da je tangenta pravac koji se najbolje priljubljuje uz danu
krivulju y = f(x) i njen koeficijent smjera jednak je derivaciji funkcije f u promatranoj
tocki, nije tesko zakljuciti, a niti pretesko dokazati, da vrijedi

Teorem 1 (Veza izmedu predznaka derivacije i rasta i pada funkcije). Ako funkcija na
nekom intervalu ima pozitivnu prou derivaciju, ona raste na tom intervalu, a ako na
nekom intervalu ima negativnu prvu derivaciju, ona pada na tom intervalu. Vrijedi 1
obrnuto: rastuée derivabilne funkcije imaju pozitivnu, a padajuée derivabilne funkcije
negativnu prou derivaciju (na intervalu na kojem rastu, odnosno padaju,).

U kombinaciji s prethodnom propozicijom, iz gornjeg teorema zakljucujemo da se
tocke lokalnih ekstrema funkcija koje su derivabilne na nekom intervalu oko tocke
lokalnog ekstrema (ali ne nuzno u samoj tocki ekstrema) mogu prepoznati kao oni
elementi domene u kojima derivacija mijenja predznak. Ocito je nemoguée za svaki
element domene provjeriti zadovoljava li taj uvjet. Stoga je zgodno prvo odabrati ,,listu
kandidata”, tj. moguce tocke ekstrema i onda samo za njih provjeriti dolazi li u njima
do promjene predznaka. Ta ,lista kandidata” zove se skup kriti¢nih tocaka funkcije i
iz gornjeg teorema slijedi da za funkcije koje imaju najvise konacno mnogo tocaka u
kojima nisu derivabilne ti ,,kandidati” mogu biti samo oni elementi domene u kojima
je derivacija jednaka nuli ili ne postoji.

Definicija 3 (Stacionarne i kriticne tocke). Stacionarna tocka funkcije je element do-
mene u kojemu je derivacija funkcije jednaka nuli (nultocka prve derivacije). Kriticne
tocke su stacionarne tocke i oni elementi domene u kojima funkcija nije derivabilna.

Iz opisnih definicija derivacije vidi se da su stacionarne tocke one u kojima je tan-
genta na graf horizontalna. One obi¢no jesu tocke ekstrema, no to ne mora uvijek biti
tako.

Primjer 46. Za funkciju kubiranja (f(x) = x3) je ¢ = 0 stacionarna tocka (f'(0) =0),
no s grafa funkcije vidljivo je da ona nije tocka ekstrema.

Dakle, zelimo li znati gdje funkcija postize lokalne ekstreme, prvo treba odrediti
kriticne tocke. Najces¢e su to samo stacionarne tocke, no ne smije se zaboraviti i
na tocke u kojima funkcija nema derivaciju. Osobito cCeste kriticne tocke koje nisu
stacionarne su rubovi a i b domene kad je domena oblika [a, b].

Primjer 47. Neka je f(x) =23 — 2> —x + 12, f:[0,2] — R. Tada je
fl(x) =322 =22 — 1

te su stacionarne tocke rjesenja jednadzbe 3a? —2x —1 =0, tj. 21 = 1 i x5 = —%, s
tim $to xo ne uzimamo u obzir jer nije u domeni. Stoga je jedina stacionarna tocka
ove funkcije x1 = 1.

Nadalje, funkcija je kubni polinom. Stoga mema tocaka u kojima nije derivabilna

osim rubova domene te je skup svih kriticnih tocaka ove funkcije {0,1,2}.
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Slika 3.6: Graf funkcije iz primjera [48]

Kako za kriti¢ne tocke provjeriti radi li se o tockama ekstrema? Opcenitiji je postu-
pak koji koristi provjeru promjene predznaka derivacije, dok je brzi postupak pomocu
druge derivacije (koji nije primjenjiv na kriticne tocke koje nisu stacionarne, a ponekad
ne daje odgovor ni za stacionarne tocke).

Prvi postupak sastoji se u izradi tablice u kojoj oznacavamo predznake prve de-

rivacije i temeljem njih zakljuc¢ujemo koje od kritiénih tocaka xy,xs,...,x, su tocke
ekstrema:

T T T2 e I

f(z) | ~ lok.maks. N\, lok.min. 7 ... N\, nije ekstrem

flx)| + * — * + ... = * -

gdje oznaka % predstavlja ili nulu ili nedefiniran broj, oznaka + znaci da je derivacija
u odgovaraju¢em intervalu pozitivna, — da je negativna. Predznak derivacije u poje-
dinom intervalu (z;, z;41) odredujemo uvrstavanjem bilo kojeg broja iz tog intervala u
derivaciju f’; pritom je vazno biti siguran da su medu x;-ovima nabrojane sve kriti¢ne
tocke. Ako je domena funkcije unija vise intervala, medu x;-ove se umecu i svi rubovi
tih intervala.

Primjer 48. Neka je f(x) = 2 — 2> —x + 12, f : R — R (uocite: isto pravilo, ali
druga domena nego u primjeru . Tada je f'(x) = 3x* — 2z — 1 te su stacionarne
tocke v1 =1 1 x9 = —%. Kako je funkcija derivabilna za sve x € R, slijedi da su to
jedine kriticne tocke. Odgovarajuca tablica je

x 1 1

3
f(zx) /4 lok.maks. N\, lok.min.
fl(x)=3z> -2z —1| + 0 - 0 -

Pritom smo predznake od f'(x) u pojedinim intervalima odredili wvrstavanjem po
jednog x koji je manji od —1/3, jednog izmedu —1/3 i 1 i jednog veéeg od 1 u f'(x)
(npr. f'(=1)=4>0, f'(0) = -1 <01 f'(2) =20 > 0). Dakle, funkcija f ima tocku
lokalnog maksimuma —% i tocku lokalnog minimuma 1. Odgovarajuci graf prikazan je
slikom [3.6.
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Slika 3.7: Graf funkcije iz primjera [49]

Prilnjer 49. Neka je f(x) = gy, [ (00, 1) U(L,3) U (3,4+00) = R. Tada

je f'(x — 1)2 Y te su stacionarne tocke funkcije —/3 i /3. Uz to je promjena
predznaka éemvaczye moguca u 1 ¢ 3. Pritom 1 i 3 nisu kriticne tocke jer nisu elementi
domene pa ne mogu biti ni tocke ekstrema. Odgovarajuca tablica je

V3 1 V6 3
) |\ lokmin. & x A lok.maks. N\, x \
"(z) | — 0 + x + 0 — % —

| B

Funkcija f raste na intervalima (—+/3,1) i (1,4/3), a pada na intervalima (—oco, —/3),
(v/3,3) i (3,+00) te postize lokalni minimum u tocki —/3 i lokalni maksimum u tocki
V3. Odgovarajuéi graf prikazan je slikom . S grafa je vidljivo da ova funkcija nema
globalnih ekstrema.

Prije nego opisemo postupak odredivanja lokalnih ekstrema pomoc¢u druge derivacije
potrebno je objasniti njenu geometrijsku interpretaciju. Bududi je druga derivacija prva
derivacija prve derivacije, slijedi da pozitivna druga derivacija znaci rast prve derivacije,
a negativna druga derivacija znaci pad prve derivacije. Kako prva derivacija predstavlja
koeficijent smjera tangente u pojedinoj tocki, znaci da se pozitivna druga derivacija
o¢ituje u porastu koeficijenata smjera tangenti na graf (gledano slijeva udesno), a
negativna druga derivacija o¢ituje u padu koeficijenata smjera tangenti na graf. To je
prikazano na slici [3.8|

Ako je f"(x) > 0 za x iz nekog intervala I, kazemo da je f konveksna na intervalu /.
Ako je pak f”(z) < 0 za x iz nekog intervala I, kazemo da je f konkavna na intervalu
I. Preciznija definicija konveksnosti i konkavnosti je sljedeca:

Definicija 4 (Konveksnost i konkavnost funkcije). Funkcija f je na intervalu I ko-
nveksna ako za svaka dva broja x1 < x9 1z tog intervala vrijeds

(g < de )
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Slika 3.8: Pozitivne druge derivacije (a) i negativne druge derivacije (b).

Funkcija f je na intervalu I konkavna ako za svaka dva broja x1 < x5 iz tog intervala

vrijedi
f (l’l + ZL'Q) > f(xl) + f(l‘g)
2 - 2

Drugim rije¢ima, funkcija je konveksna ako je pravac kroz bilo koje dvije tocke na
grafu iznad grafa, a konkavna ako je pravac kroz bilo koje dvije tocke na grafu ispod
grafa.

Kao sto su bitne tocke u kojima dolazi do promjene rasta u pad ili obrnuto (jer
su to tocke lokalnih ekstrema), vazne su i tocke u kojima dolazi do promjene oblika
zakrivljenosti:

Definicija 5 (Tocka infleksije). Tocka infleksije funkcije je element njezine domene u
kojem dolazi do promjene konveksnosti u konkavnost ili obrnuto.

Obzirom na vezu konveksnosti i konkavnosti s drugom derivacijom vidimo da su
tocke infleksije tocke u kojima druga derivacija mijenja predznak. Kao §to su nultocke
prve derivacije potencijalne tocke lokalnih ekstrema, tako su i nultocke druge derivacije
potencijalne tocke infleksije.

Primjer 50. Pitanje konveksnosti © konkavnosti nije samo geometrijsko. Primgerice,
ako nam graf opisuje poziciju x(t) tocke koja se u jednom smjeru giba po pravcu (gdje
nam je t proteklo vrijeme), onda se sigurno radi o rastucoj funkciji (tocka je sve dalje
od ishodisne pozicije). No, graf ¢e biti konveksan iznad onih vremenskih intervala na
kojima je tocka ubrzavala, a konkavan iznad onih vremenskih intervala na kojima je
tocka usporavala. Ako se me radi o tocki nego primgjerice o trkacu, onda cée graf u
pravilu do nekog trenutka T biti konveksan, a zatim konkavan: znacenje trenutka T je
da je to onaj trenutak u kojem se poceo ocitovati umor trkaca.

Druga derivacija, ako postoji, moze nam pomo¢i da utvrdimo je li neka stacionarna
tocka tocka ekstrema. Naime, ako je tocka c stacionarna, tangenta u odgovarajucoj
tocki grafa je horizontalna. Ako je uz to funkcija konkavna u toj tocki (f”(c) < 0),
u ¢ funkcija mora postizati lokalni maksimum (vidi sliku (a)), a ako je funkcija
konveksna u toj tocki (f”(c) > 0), u ¢ funkcija mora postizati lokalni minimum (vidi

sliku (b)). Dakle, vrijedi sljedeéi teorem:
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Slika 3.9: Lokalni maksimum: horizontalna tangenta i konkavnost (a); lokalni mini-
mum: horizontalna tangenta i konveksnost (b).

Teorem 2. Ako je f'(c) =01 f"(c) > 0, onda je ¢ tocka lokalnog minimuma funkcije
f. Ako je f'(c) =01 f"(c) <0, onda je c tocka lokalnog maksimuma funkcije f.

Primjer 51. Primijenimo gornje pravilo na funkciju iz primjera [{§ koja je imala
stacionarne tockexy =1 129 = —% 1 one su bile jedine kriticne tocke. Druga derivacija
te funkcije je f"(x) = 6x — 2. Uvrstimo x1 i xo u f": f"(1) =4 > 01 f"(—-1/3) =
—4 < 0. Stoga je 1 tocka lokalnog minimuma, a —1/3 tocka lokalnog maksimuma.

Vidimo da je provjera pomocu druge derivacije vrlo efikasna, no treba misliti na
to da ona ne funkcionira uvijek. Provjera pomoé¢u druge derivacije nije primjenjiva
na kriti¢ne tocke koje nisu stacionarne, a i za stacionarne ne mora dati odgovor (ako
ispadne da je stacionarna tocka nultocka i druge derivacije). U tim slucajevima za
provjeru je li kriticna tocka ekstrem najbolje je koristiti ranije opisanu metodu pomocu
tablice.

Svi dosad opisani postupci odnosili su se na odredivanje lokalnih ekstrema. No, sto
je s odredivanjem globalnih ekstrema?

Prva sto bismo mogli pomisliti je da globalni maksimum (ili minimum) mozemo
odrediti tako da medu tockama lokalnih maksimuma (minimuma) odaberemo onu u
kojoj funkcija postize najveéu (najmanju) vrijednost. No, takav nacin ¢esto ne daje
tocan odgovor.

Primjer 52. Funkciji ¢iji graf je prikazan slikom[3.6 u primjeru[{8§ smo odredili tocke
lokalnih ekstrema, no sa slike je vidljivo da jedini lokalni maksimum nije globalni mak-
simum jer funkcija poprima proizvolyno velike vrijednosti za velike vrijednosti varijable
x. Isto tako, jedini lokalni minimum nije globalni minimum jer funkcija poprima pro-
1zvoljno male vrijednosti za male vrijednosti varijable x.

Opcenito se globalni ekstremi mogu odrediti tek kad je poznat cijeli graf funkcije, tj.
kad je potpuno odreden tok funkcije. Ipak, u jednom —u primjenama vrlo ¢estom —
slucaju postoji ,,Sablonski” postupak za odredivanje globalnih ekstrema. Taj postupak
se oslanja na sljedeéi teorem:
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Teorem 3. Ako je f : [a,b] — R neprekidnd’| onda f postize i globalni minimum i
globalnit maksimum.

Za funkcije koje su zadane na segmentu, neprekidne su i uz to derivabilne unutar
segmenta (a takve su sve funkcije koje dobijemo iz elementarnih funkcija restrikcijom
na segment) dovoljno je odrediti sve kriticne tocke u segmentu i usporediti vrijednosti
funkcije u njima. Stoga imamo:

Postupak za odredivanje globalnih ekstrema za elementarne funkcije kojima je za do-
menu uzet segment [a, b]:

1. Derivirajte funkciju i odredite joj stacionarne tocke.

2. Od stacionarnih toc¢aka kao kriticne tocke odabiru se samo one koje su u segmentu

[a, b].
3. U kriti¢ne tocke dodaju se i rubovi segmenta, tj. brojevi a i b.

4. Za svaku kriticnu tocku ¢ izracuna se f(c). One tocke ¢ za koje f(c¢) ima najmanju
vrijednost su tocke globalnog minimuma. One tocke ¢ za koje f(c¢) ima najvecu
vrijednost su tocke globalnog maksimuma.

Primjer 53. Nastavimo primjer [{7. Tamo smo za zadanu funkciju ,obavili” prve tri
tocke gornjeg postupka, tj. utvrdili da je skup kriticnih tocaka skup {0,1,2}. Stoga treba
ta tri broja uvrstiti u f:

f(0) =12,
f) =11,
f(2) = 14.

Vidimo da najmanju vrijednost funkcija postize u 1 te joj je to tocka globalnog mimi-
muma, a najveca je vrijednost u 2 te joj je to tocka globalnog maksimuma. Odgovarajuci

graf vidljiv je na slici[3.10,

Primijetimo da nam i ovaj primjer, povezano s primjerom ponovno pokazuje
da nam funkciju ne ¢ini samo pravilo, ve¢ i njena domena (i kodomena)—za dvije
razli¢ite domene uz isto pravilo jednom smo imali funkciju bez globalnih ekstrema, a
drugi put s globalnim ekstremima.
3t Ponovimo bitno... Tocke globalnih ekstrema funkcije su elementi domene u ko-
jima f postize najmanju ili najveéu vrijednost. Tocke lokalnih ekstrema funkcije su
oni elementi ¢ iz domene u kojima funkcija poprima najmanju ili najveéu vrijednost
na nekom intervalu oko c¢. Neprekidna funkcija zadana na segmentu sigurno postize
globalni minimum i globalni maksimum. Lokalne ekstreme odredujemo tako da prvo
odredimo kriti¢ne tocke, a onda za svaku provjerimo radi li se o lokalnom ekstremu.
Kriticne tocke su stacionarne tocke, tj. nultocke prve derivacije i tocke u kojima funk-
cija nije derivabilna. Provjera je li kriticna tocka tocka lokalnog ekstrema provodi se ili

3Precizno éemo to definirati kasnije, zasad uzimamo: funkcija zadana na segmentu je neprekidna
ako joj se graf sastoji samo od jednog dijela, tj. moze se nacrtati u jednom potezu.
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1 L 1
-0z o0 oS 10 15

Slika 3.10: Globani ekstremi— graf funkcije iz primjera [47] i 53]

utvrdivanjem intervala rasta i pada ili pomoc¢u druge derivacije. Predznak prve deriva-
cije funkcije govori o njenom rastu ili padu (pozitivna prva derivacija znaci rast funkcije,
a negativna pad), a predznak druge derivacije govori o obliku zakrivljenosti funkcije
(pozitivna druga derivacija znaci konveksnost funkcije, a negativna konkavnost). ©

3.6 Ispitivanje toka funkcije

Pod ispitivanjem toka funkcije podrazumijeva se skupljanje svih potrebnih podataka
za crtanje njenog grafa. Prvi korak odredivanja toka funkcije je odredivanje njene
prirodne domene (ako domena nije zadana). Prirodna domena za formulu y = f(z)
odreduje se uzimajuéi u obzir prirodne domene elementarnih funkcija, tj.

e U logaritme smiju biti uvrsteni samo pozitivni brojevi;

e U arkus-sinus i arkus-kosinus smiju biti uvrsteni samo brojevi izmedu —11i 1;
e Pod parnim korijenima ne smiju biti negativni brojevi;

e Ne smije se dijeliti s nulom.

Primjer 54. Formulom

1
f(x) =log
(=) \/§ — Varcsinw
zadana je realna funkcija. Prvo mora (zbog arkus-sinusa) biti x € [—1,1]. Nadalje,
arcsin x ne smije biti negativno jer je pod kvadratnim korijenom, dakle mora biti x > 0,
tj. ostaje nam x € [0,1]. Na kraju, razlomak ﬁ; mora biti pozitivan jer je pod
I

logaritmom, a to vrijedi za \/§ —+varcsinz > 0, tj. Varcsinx < \/§ . Kako su tu prema
prethodnom pod korijenima pozitivni brojevi, zadnju nejednakost smijemo kvadrirati te
dobivamo arcsinx < §. Dakle, mora biti v < \% Zakljucujemo da je prirodna domena

.. 1
funkcije f skup [0, 7§>
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Nakon §to je odredena domena odreduje se vrijednost funkcije u nuli (naravno, ako
je nula u domeni) te se, ukoliko je moguée, odrede nultocke funkcije. Time odredujemo
sjecista grafa s koordinatnim osima.

Primjer 55. Neka je f : R=R zadana s f(z) = 0,12* + 0,22° — 1,32% — 1,4z + 2,4.
Radi se o polinomu sa slobodnim clanom 2,4 pa je sjeciste s y-osi u 2,4.
Za odredivanje sjecista s osi apscisa treba rijesiti jednadzbu

f(z) =0,1(z"* + 22° — 132> — 14z + 24) = 0.

Kako su djeljiteljﬁ od 24 brojevi +1, 42, £3, +4, +6, £8, £12, £24, pokusavamo medu
njima naci nultocke. Lako vidimo da je f(1) = 0 i f(—=2) = 0, pa dijeljenje f(x) s
0,1(z — 1)(z +2) daje 2> + x — 12, §to pak ima nultocke 3 i —4. Dakle, graf funkcije f
siyjece r-os v —4, =2, 1 1 3.

Ako ne znamo tocno odrediti nultocke funkcije, za procjenu intervala u kojem se
neka od nultocki nalazi ¢esto je od pomoci sljedece pravilo: ako je funkcija f neprekidna
(primjerice, ako je elementarna) na segmentu [a,b] i ako su predznaci od f(a) i f(b)
razli¢iti, onda izmedu a i b postoji bar jedna nultocka od f.

Primjer 56. Funkcija iz primjera[{8 y-os sijece u f(0) = 12.

Uvrstavangem djeljitelja slobodnog ¢lana 12 w funkciju vidjet éemo da mijedan od
ngih nije nultocka te funkcije, dakle ona nema cjelobrojnih nultock:.

No, uvrstimo li u funkciju redom cijele brojeve od primgerice —5 do 5, primijetit
éemo da je f(—3) <0, a f(—=2) > 0, pa kako se radi o polinomu slijedi da ova funkcija
ima bar jednu nultocku izmedu —3 i —2. Iz daljnjih razmatranja toka funkcije modéi
cemo zakljuciti da je to jedina nultocka funkcije f.

U sljede¢em koraku se, pomocu prve derivacije, odreduju intervali rasta i pada i
ekstremi funkcije. Postupak je opisan u prethodnom odjeljku. Nakon toga se pomocu
druge derivacije odrede intervali konvesknosti i konkavnosti te tocke infleksije. Ukratko:
sve tocke iz domene podijelimo na one u kojima je funkcija konveksna (druga derivacija
pozitivna), one u kojima je funkcija konkavna (druga derivacija negativna), a za one
u kojima druga derivacija nije definirana ili je jednaka nuli provjerimo dolazi li do
promjene predznaka (u tom slucaju imamo tocku infleksije).

Primjer 57. Nastavimo s funkcijom iz primjera [48 i[50. Iz prve i druge derivacije
funkcije f dobivamo tablicu

T T
f(z) A lok.maks. N\, lok.min. Ve
fl(x)=32z* -2z —1]| + 0 — 0 + + +
f'(x) =6x —2 — — — — - 0 +

Vidimo: funkcija raste za x < —% izax > 1, aizmedu —% i 1 pada. Iz toga, buduce
da je f (—%) > f(1) > 0, zakljucujemo da funkcija nema nultocki vecih od —3.

Funkcija je konveskna za x > % 1 konkavna za r < % te je % tocka infleksije.
Usporedimo li to sa slikom vidimo da ta slika stvarno prikazuje graf funkcije f.

4Cjelobrojne nultotke polinoma s cjelobrojnim koeficijentima su (ako ih ima) medu djeljiteljima
slobodnog ¢lana.
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Gore opisanim postupkom mozemo saznati gotovo sve o grafu funkcije, osim ima
li asimptota (i ako da, koje su to). Da bi se mogle odrediti asimptote potreban nam
je pojam limesa, koji je ujedno u pozadini precizne definicije derivacije. No, o tom
potom, prvo ¢emo se joS malo posvetiti primjenama derivacija.
3t Ponovimo bitno. .. Ispitivanje toka funkcije ukljuc¢uje: odredivanje prirodne do-
mene (ako domena nije zadana), odredivanje sjecista grafa s koordinatnim osima,
odredivanje intervala rasta i pada i lokalnih ekstrema, odredivanje intervala konveks-
nosti i konkavnosti i tocaka infleksije te odredivanje asimptota. ©

3.7 Uvod u diferencijalne jednadzbe

Diferencijalne jednadzbe posredno opisuju nepoznatu funkciju preko veze izmedu nje,
njene varijable i njenih derivacija. RjeSenje diferencijalne jednadzbe je svaka funkcija
koja uvrstavanjem u jednadzbu daje jednakost koja je istinita za sve vrijednosti vari-
jable. Primjerice, y = Ce” je za svaku konstantu C' rjesenje diferencijalne jednadzbe
y' =y jer za svaki x vrijedi (Ce®) = Ce”.

U fizikalnom kontekstu najcesce se radi o povezivanju osnovne funkcije (puta, kon-
centracije, ...) s brzinom njezine promjene i eventualno njenom akceleracijom.

Primjer 58. Promatramo li titranje objekta mase m na vertikalno visecoj opruzi s ko-
eficijentom elasticnosti k, u svakom trenutku mozZemo biljeziti vertikalni odmak z tijela
od ravnoteznog polozaja z = 0 (recimo, pozitivni z znaci pomak nadolje, a negativni
nagore). Prema zakonima Newtonove mehanike u svakom trenutku je ma = —kz, tj.
mzZ = —kz. Time smo dobili diferencijalnu jednadzbu za nepoznati opis ovisnosti pozi-
cije z o vremenu koja opisuje vezu izmedu te pozicije i akceleracije u svakom trenutku.

Da bi diferencijalna jednadzba jednoznaéno opisivala nepoznatu funkciju potrebni
su 1 tzv. pocetni uvjeti.

Primjer 59. Poznato je da je brzina promjene temperature sustava ¥ (u°C) u svakom
trenutku proporcionalna razlict temperature okoline i sustava. Recimo da je sustav patka
koju Zelimo ispeci u peénici (dakle, peénica je okolina). Neka je peénica zagrijana na
200°C (dakle, konstantne temperature). Vrijeme éemo mgeriti u minutama. Prema
opisanom, mora postojati konstanta k takva da je

dv
=2 k(200°C — ).
= = k(200°C — )

Ukoliko znamo da je patka na pocetku izvadena iz hladnjaka 1 stoga imala temperaturu
2°C |, znamo da je ¥(0min) = 2°C — to je pocetni uvjet za nas problem.

Rjesavanjem diferencijalnih jednadzbi bavit ¢emo se kasnije, a ovdje ¢emo samo
primjerom pokazati kako za neku funkciju provjeriti je li ona rjesenje dane diferencijalne
jednadzbe.

Primjer 60. Promotrimo diferencijalnu jednadzbu

y" — 8y + 16y = 0.
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Uzmimo da je y = (1 + z)e*®. Tada je y' = e + 4(1 + x)e®® = (5 + 4a)e'™ iy’ =
4e + 4(5 + 4x)e'™ = (24 + 162)e™™. Uvrstimo liy, y' i y" u jednadZbu imamo

(24 + 16z)e™ — 8(5 + 4z )e™ + 16(1 + x)e™ = 0.

Kako je e** > 0 za sve xz, prethodnu jednakost mozemo podijeliti s e** te dobijemo

244162 — 40 — 322+ 16+ 162 = 0, Sto je istinito za sve x. Stoga je y = (1+x)el® jedno
riesenje jednadzbe y" —8y' +16y = 0. Sva rjesenja jednadzbe su oblika y = (C1+Cyx)el®
za razlicite konstante Cy © Cy — lako je wvrstavanjem provjeriti da to jesu rjeSenja, teze
je dokazati da nema drugih.

Diferencijalna jednadzba u kojoj se nepoznata funkcija pojavljuje samo jednom de-
rivirana je prvog reda, a ako se (kao u zadnjem primjeru) pojavljuje i druga derivacija
nepoznate funkcije, onda je drugog reda. Opcenito, rjesenja diferencijalnih jednadzbi
prvog reda (bez pocetnih uvjeta) sadrze jednu neodredenu konstantu, a rjesenja jed-
nadzbi drugog reda (bez pocetnih uvjeta) sadrze dvije (Cy i Cy u gornjem primjeru).

Primjer 61. Provjerimo da je u primjeru ovisnost temperature patke o vremenu
uvijek (neovisno o pocéetnom uvjetu) opisana s

J(t) = 200°C — Ce ™™,

gdje je C neka konstanta mepoznatog iznosa. Ako smo tocno pretpostavili da je to
rieSenje diferencijalne jednadzbe % = k(200°C — ¥0), onda uvrstavanje te funkcije u
jednadzbu mora dati identitet koji vrijedi za sve trenutke t. Da bismo wvrstili ¥ u
jednadzbu trebamo i derivaciju te funkcije po vremenu:

dv

— = Cke ™.

dt

Uvrstimo u jednadzbu:
Cke ™" = £(200°C — 200°C + Ce™")

sto dage
Cke ™™ = Cke™™,

a to je ocito istinito za sve trenutke t.

Dakle, ovisnost temperature patke o vremenu je dana s 9(t) = 200°C — Ce~*,
pri cemu tmamo dvije nepoznate konstante C i k. Pocetni uvjet bio nam je da je
Y(0min) = 2°C pa ga wvrstimo u gornju formulu za ¥:

2°C = ¥(0min) = 200°C — Ce~*0™min — 200°C — C.
Vidimo dakle da je C' = 198°C, tj.
J(t) = 200°C — 198°Ce .

Pocetni uvjet nam nije dovoljan da odredimo obje nepoznate konstante. Za odre-
divanje konstante k, koja potjece (za razliku od C) ne od rjeSavanja problema, nego
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od mjegovog postavljanja, treba mam jo$ jedan podatak o temperaturi patke u nekom
trenutku nakon $to smo ju stavili u peénicu. Recimo, nakon 30 minuta izmjerili smo
joj temperaturu i dobili da je tada bila na 16°C, dakle 9(30 min) = 16°C. Ponovimo
postupak kao kad smo koristili pocetni uvjet, ali sa zadnjim odredenim oblikom funkcije
9:

16°C = 9(30min) = 200°C — 198°CeF30min,

Rjesavanje gornje eksponencijalne jednadzbe daje

1. 92
k= (—% ln®> min~! ~ 0,00244438 min ",

Stoga je temperatura patke u svakom trenutku
19(75) — 200°C — 198006—090244438tmin_1'

Zelimo li znati kad e patka biti pecena, tj. kad ée joj temperara biti ¥(t) = 80°C,
wvrstimo to u zadnju formulu i odredimo t. Ispasti ée da se patka treba peci 204,868
minuta, tj. otprilike 3 sata 1 25 minuta.

3t Ponovimo bitno... Diferencijalne jednadzbe indirektno opisuju funkciju preko
veze izmedu nje i njenih derivacija. Funkcija je rjesenje diferencijalne jednadzbe ako
njenim uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo jednakost istinitu za sve vrijednosti vari-
jable. ©

3.8 Primjene derivacija u kemiji

Kemijska kinetika se bavi (ne samo) brzinama reakcija. Brzina reakcije moze se defi-
nirati kao

dc
dt
gdje je c mnozinska koncentracija bilo kojeg reaktanta ili produkta, a v je pripadni stehi-
ometrijski koeficijent (po definiciji je negativan za reaktante, a pozitivan za produkte).
Ovakva definicija brzine ne ovisi o odabiru rektanta (ili produkta) ¢iju koncentraciju
pratimo jer se zapravo radi o pra¢enju promjene dosega u vremenu.

Primjer 62. U reakciji klorobutana s vodom, C,H,Cl(aq)+H,0(1) — C,HyOH(aq)+
HCl(aq), stehiometrijski koeficijenti reaktanata su —1, a produkata +1.

1
v=—
v

Tabeliranjem i crtanjem parova (vrijeme, koncentracija) u Kartezijevom koordinat-
nom sustavu moguce je uociti trend ovisonosti koncentracije o vremenu.

Primjer 63. Pri jednom izvodenju reakcije iz primjera[63 dobiveni su podaci prikazani
na slici|3.11,. Prikaz tih podataka u koordinatnom sustavu daje sliku|53.12.

Ako smo izveli dovoljno mjerenja i precizno ih ucrtali, moguce je s razumnom
tocnoséu crtati tangente u pojedinim tockama i ocitati njihove koeficijente smjera, tj.
trenutne brzine. Odredivange pocetne brzine prikazano je na slici|3.15. Prema toj slici
1 uzevsi u obzir da je stehiometrijski koeficijent klorobutana u ovoj reakciji —1 pa je
v = —%, pocetna brzina reakcije iznosi priblizno koliko 1 suprotna vrijednost koefici-

. . .. < . 0905—1 mol/L __ -3 -1 -1
jenta smjera pravca kroz proe dvije tocke, a to je —==5--—_— =1,9-10""mol L”"s™".
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t/s ¢/ (mol/L)
Qe 1a

50 0.905

100 0.82

150 0.741

200 0.671

300 0.549
400 0.448

500 0.368

800 0.2

Slika 3.11: Izmjerene koncentracije klorobutana.
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Slika 3.12: Graficki prikaz ovisnosti koncentracije klorobutana o vremenu.
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Slika 3.13: Graficko odrejivanje pocetne brzine reakcije.
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U kemijskoj kinetici se temeljem definicija reda reakcije postavljaju odgovarajuce
diferencijalne jednadzbe, ¢ija rjeSenja (tzv. integrirani zakoni brzina reakcija) nam
daju ovisnosti koncentracija promatranih reaktanata/produkata o vremenu, koje onda
mozemo usporediti sa stvarnim podacima i tako provjeriti tocnost pretpostavke da
je reakcija nekog reda. Konkretno, za reakcije kod kojih koncentracija samo jednog
reaktanta A (sa stehiometrijskim koeficijentom v) utjece na brzinu reakcije kazemo da
su n-tog reda ako je u svakom trenutku brzina reakcije proporcionalna n-toj potenciji
trenutne koncentracije ¢ tog reaktanta: v = kc¢™ odnosno

1 de
— - — = k"
v dt
Koeficijent proporcionalnosti k zove se koeficijent brzine reakcije.
Primjerice, reakcija A — P je prvog reda ako je u svakom trenutku % . 3—; = ke,

gdje je c trenutna koncentracija od A. To znaci da je kod reakcija prvog reda koeficijent
smjera tangente na graf ovisnosti ¢(t) u svakoj tocki (¢, c¢) jednak vke. Rjesavanjem te
diferencijalne jednadzbe dobiva se da je integrirani zakon brzine reakcije prvog reda
c(t) = coe*, gdje je ¢y pocetna koncentracija reaktanta A.

Primjer 64. Nastavimo primjer[63. Provjerimo je li ta reakcija prvog reda obzirom
na klorobutan. Ako da, onda bi ovisnost c(t) trebala biti priblizno ista kao ona opisana

jednadzbom
mol it

c(t) = 1,000 T e
Koeficijent k bi trebao biti takav da u svakom trenutku t koeficijent smjera tangente bude
—ke (isti k za sve trenutke). Uzmemo li pocetni trenutak t = 0s i veé izracunati koefi-
cijent smjera tangente 1,9-103 mol L= s, dobivamo zahtjev —1,9-10 3 mol L=t s71 =
—k - 1,000 mTOI, tj. k =1,90-10"3s7t. Stoga bi, ukoliko je pretpostavka toéna, ovisnost
c ot trebala biti
c(t) = 1,000 mTol . 7000190/,

Usporedba te funkcije i podataka iz tablice dana je slikom [3.14. Vidimo da je ovisnost
vrlo dobro pogodena te se s velikom vjerojatnoséu radi o reakciji prvog reda.

Ve¢ smo rekli da je jedna od opéenito najbitnijih primjena derivacija je odredivanje
ekstrema funkcija. Ta se primjena derivacija pojavljuje gotovo uvijek kad znamo te-
orijski opis neke ovisnosti i zelimo znati kad je ona najveca ili najmanja. Slijede tri
takva primjera.

Primjer 65. U statistickoj termodinamici je vjerojatnost da se, pri temperatur: T,
molekula plina mase m krece brzinom iznosa v opisana formulom

m \3/2 , muv?
J(v) = dn (27rkT) vep (_ﬁ) ’

Radi se o Mazwellovoj (ili Mazwell-Boltzmannovoj) funkciji gustoée vjerojatnosti. U
formuli je s k oznacena Boltzmannova konstanta (k = Ni; =1,38065-10"3 JK™'). Za
svaku brzinu v iznos f(v)Av (ako je Av priblizno nula) opisuje vjerojatnost da za neku
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¢/(mol/L)

Slika 3.14: Usporedba eksperimentalnih podataka i integriranog zakona brzine reakcije.

molekulu plina njena brzina iznosi priblizno v. Domena od f je interval [0,400) jer je
brzine ne mogu poprimiti negativne iznose.

Cesto se u zadacima postavlja pitanje poput sljedeceg: koja je najvierojatnija brzina
dusikove molekule pri temperaturi 20°C? Tu prvo trba napomenuti da to nije isto $to i
prosjecna (océekivana) brzina dusikovih molekula v uzorku. No, vaznije je znati da takva
formulacija pitanja nije dobra. Naime, kad god se opisuje vjerojatnost da neko opaZanje
poprimi neku vrijednost (u situaciji kad je mogucée opaziti bilo koju vrijednost iz nekog
intervala realnih brojeva), onda nema smisla govoriti o vierojatnosti da se pogodi tocan
izno&ﬂ' ta je vjerojatnost uvijek nula. Postavljeno pitangje bolje bi bilo formulirati ovako:
odredite tocku maksimuma v* funkcye f za dusikovu molekulu pri 20°C. Dobivena
vrigednost v* biti ¢e brzina za koju je najvjerojatnije da slucajno odabrana dusikova
molekula ima vrijednost blizu v*.

Da bi nam bilo lakse derivirati, oznacimo

2kT"

m >3/2 o m

©=4 ( _
T\onkT

Sad nasa funkcija ima pregledniji oblik
f(v) = Ouv e ©v,

Imamo dakle
f(v)=0- (2ve_®” — 2@yPe®" ) ,
1.
F(v) = 200e" @ (1 — @v?).

SFormalno, govorimo o kontinuiranoj sluéajnoj varijabli X koja moze poprimiti vrijednosti unutar
nekog intervala I. Takve sluc¢ajne varijable opisuju se funkcijom gustoce vjerojatnosti f : I — [0, +00).
Vjerojatnost da X poprimi vrijednost u nekom podskupu J od I jednaka je povrsini omedenoj s osi
apscisa, grafom funkcije gustoce vjerojatnosti te vertikalama povucenim u rubovima od J. Ako se
pitamo kolika je vjerojatnost da X poprimi vrijednost a € I imamo J = {a}, tj. interval je Sirine 0
pa je povrsina i time vjerojatnost jednaka nuli. O ovome e biti viSe rije¢i u poglavlju o primjenama
integrala.
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Slika 3.15: Maxwell-Boltzmannove funkcije gustoce vjerojatnosti brzina za dusik.

Kako eksponencijalna funkcija nema nultocki, jedine stacionarne tocke funkcije f su
v =0 (zapravo, ona je kriticna i f kao funkcija na [0, +00) u njoj nema derivacije) i
nultocke izraza u zadnjoj zagradi, tj. treba rijesiti jednadzbu

1— v’ =0.
Njena rjesenja suv = £,/ é Kako su nemoguce negativne brzine, zakljucujemo da su

kriticne tocke 0 1 ,/é. Kako je izraz za f'(v) oblika o - (1 — @v?) pri éemu je a > 0
za sve smislene brzine v, slijedi da je f'(v) pozitivno kad je v >0 i1 — ®v? > 0, dakle

za v izmedu 0 1 4 / é Stoga nasa funkcija raste od 0 do ,/é 1 zatim pada te je

.1 [2kT
v = — = e
® m

tocka globalnog maksimuma od f (,najverojatnija brzina”). Za dusik pri zadanoj tem-
peraturi (M = 28,0134gmol ™!, T = 298,15K) dobivamo v* = 420,69 ms~".
Grafovi funkcije f za dusik pri nekoliko razlicitih temperatura prikazani su slikom

Primjer 66. Odredimo tlak za koji je rad izvrsen pri dvofaznoj reverzibilnoj adijabat-
skoj kompresiji idealnog plina minimalan. Za takve procese vrijedi pV'V =const., gdje
. _ Cpm . ) .. . . .

je o (omjer izobarnog i izohornog molarnog toplinskog kapaciteta). Moze se
pokazati da je tada rad opisan formulom

(yv=1)/~ (v=1)/~
w=w(p) = nRT— (2) + <‘22) -2.
v—1\\m p

Pritom su py i py pocetni odnosno konacni tlak, an, R, T, iv € (0,1) su konstante.
Zelimo odrediti tocke minimuma funkcije w. Opet cemo preglednosti radi skupiti
konstantne izraze u nove konstante:

—1
@:nRTL’ .:7_'
y—1 gl



3.8. PRIMJENE DERIVACIJA U KEMIJI 95

Sad je

Odredimo stacionarne tocke:

' L PSR B I
w(p):@(—p* ——7p =08 (— ——5—|.
pt iy t p?

Izjednacimo li w'(p) s nulom dobivamo jednadzbu

N A1 _ A Al
2 — 1

D2 P pip

. . . pQJrl .. .
iz ¢ega (mnoZenjem s 7;) slijedi
2

(pQ)‘ = (p1p2)"

Zakljucujemo da su stacionarne tocke p = +£./pip2, no kako fizikalni smisao ima
samo pozitivna, jedini kandidat za tocku minimuma je geometrijska sredina pocetnog 1

" = /D12

S obzirom na to da je u nasem slucaju rad elementarna funkcija tlaka, lako provjerimo
da je w'(p) < 0 zap < p* i w(p) >0 zap > p* (npr. uwwrstavanjem p = p; < p* i
p=p2>p* uw'(p)) te se stvarno radi o tocki minimuma.

Zakljucujemo: rad je minimalan kad je trenutni tlak jednak geometrijskoj sredini
pocetnog i konacnog tlaka.

konacnog tlaka

Primjer 67. Gibbsova energija smjese dva enantiomera, u ovisnosti o koncentraciji c
jednog od njih, uz oznaku r = -5, opisana je formulom
&

G =G(z) = G+ RT¢ xlnz + RT¢ (zg — z) In(zg — ).

Tu je o = CC—% gdje je cy zbroj koncentracija ta dva enantiomera. Vrijednosti xqy 1
G° su konstantne. Pri kojim koncentracijama tih enantiomera je (pri konstantnoj
temperaturi) Gibbsova energija najmanja? Koja je najveéa vrijednost Gibbsove energije
za 0 < x < x?

Prvo uoc¢imo da je funkcija G elementarna te je derivabilna na citavom intervalu
(0,z0). Stoga su jedine kriticne tocke stacionarne. Odredimo ih:

T —0

G'(z) = RT¢” (Inz + 1 —In(zg — ) — 1) = RT¢” In
To— X

je zadovoljeno za
x

:17
To— X

tj. za v = 3. Imamo dakle samo jednu stacionarnu tocku x* = x¢/2. Druga derivacija
funkcije G je

S

() = RTc”  RTc

T To— T
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pa je G"(z*) = 0, tj. druga derivacija nam ne daje informaciju o vrsti ekstrema. S
druge strane, znamo da jeIny >0 zay > 1 pa je G'(x) > 0 za zo“ix > 1. Kako suix 1
xo— T pozitivni brojevi za x iz domene (ako je xy zbroj koncentracija, onda je x < xq, a
jasno je da je x > 0), imamo da je G'(x) pozitivno za x > xo—x tj. za v > xs. Dakle,
G strogo pada lijevo od x* 1 strogo raste desno od x* pa je x* tocka lokalnog i globalnog
minimuma za G: Gibbsova energija je minimalna kad su koncentracije oba enantiomera
jednake i iznosi G(z*) = G° + RT¢ zy1n 5. Tocke maksimuma nemamo jer G nije
definirana u 0 i . No, kad bismo (vidi poglavlje o limesima) uzeli u obzir da je za x
blizu nule x Inx priblizno jednako nulff| odnosno za x blizu o je (vo— ) In(xo — ) blizu
nule, slijedilo bi da je za x blizu nule i za x blizu xq iznos G(z) blizu G° + RT¢” 29 In o,
§to je veée od G(x*), te zakljucujemo da se maksimalna Gibbsova energija postize kad
je koncentracija jednog od enantiomera jednaka nuli.

3t Ponovimo bitno... Glavne primjene derivacija u kemiji pojavljuju se u fizikalnoj
kemiji, posebice kemijskoj kinetici. Brzina reakcije definira se kao % . %, gdje su v
i ¢ stehiometrijski koeficijent i koncentracija proizvoljnog sudionika reakcije. Ceste
primjene derivacija su vezane za odredivanje minimuma i maksimuma raznih fizikalno-
kemijskih veli¢ina. Pritom je zbog kompliciranosti formula ¢esto od testa pomocu druge
derivacije jednostavnije za stacionarnu tocku provjeriti radi li se o tocki ekstrema tako

da provjerimo mijenja li se u njoj predznak prve derivacije promatrane funkcije. ©

3.9 Deriviranje implicitno zadanih funkcija

Veé¢ smo se upoznali s jednim nac¢inom opisa krivulja u ravnini: krivulja kao graf realne
funkcije jedne varijable. No, o¢ito takav nacin nije dovoljan jer neke krivulje, primjerice
kruznica u Cartesiusovom koordinatnom sustavu, nisu grafovi funkcija jedne varijable.
Opéenito krivulju u ravnini mozemo opisati jednom|| jednadzbom oblika

F(z,y)=0.

Tako je recimo uz F(x,y) = 2*+y?—1 gornjom jednadZbom opisana jedini¢na kruznica
sa srediStem u ishodistu. Vidimo da smo ovdje istakli ovisnost izraza F' o dvije varijable,
x 1y, a bududi smo rezultat F(z,y) usporedivali s brojem nula, znaci da je F(z,y) broj.
Time pomalo zadiremo u jednu temu kojom ¢emo se kasnije baviti, a to su funkcije
vise varijabli. No, za potrebe ovog poglavlja sasvim je dovoljno shvatiti da je gornjom
jednadzbom opisana nekakva veza izmedu x i y koja se moze zapisati kao formula. U
nekim slu¢ajevima, recimo za F(z,y) = 22 + y, moguée je iz te jednadzbe izraziti y
i pricu svesti na graf realne funkcije jedne varijable, no ¢es¢e to nije moguée —veé u
slucaju jedini¢ne kruznice 2 +y? = 1 imamo dva izbora: y zapisati kao y = +v/22 — 1

ili kao y = —vax2 —1. Ovdje je zgodno primijetiti jo§ nesto: iako se iz jednadzbe
2 + y*> = 1 ne moze jednozna¢no izraziti y (tj. kruznica nije graf neke funkcije),
Inx x!
SFormalno: lim zlnz = lim —F = lim — = lim (—z) = 0, pri ¢emu je koristeno
z—0+ z—0+ T z—0+ —2 z—0+

L’Hopitalovo pravilo koje ¢e biti objasnjeno u ¢etvrtom poglavlju.
"Jedna, priznajmo: ne bilo kakva, jednadzba u ravnini koja je dimenzije 2 odreduje ,nesto” di-
menzije 2 — 1 = 1.
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dijelovi te krivulje jesu grafovi funkcija: osim gornje dvije moguénosti (uz domenu
[—1,1]) imamo beskona¢no mnogo drugih; zapravo, svaki luk te kruznice, ukoliko ne
sadrzi neku od tocaka (—1,0) i (1,0), je graf neke funkcije. Preciznije, Vrijediﬂ

Teorem 4 (Teorem o implicitnoj funkciji). Neka je krivulja uw ravnini zadana jed-
nadzbom F(x,y) = 0. Neka je G(y) = F(x,y) (smatramo x konstantom) te neka je
(x0,Y0) neki par koji zadovoljava jednadzbu F(xo,y0) = 0 (tj. (xo,%0) je tocka na kri-
vulji). Ako je G'(yo) # 0 (tangenta u promatranoj tocki krivulje nije vertikalna), onda
neki dio krivulje oko tocke (xo,yo) predstavlja graf neke funkcije y = f(x).

U situaciji iz prethodnog teorema kazemo da je jednadzbom F'(x,y) = 0 (oko bilo
koje tocke (zg,yo) u kojoj tangenta na tu krivulju nije vertikalna) implicitno zadana
funkcija y = f(x).

Primjer 68. Uzmimo ponovno jednadzbu jedinicne kruznice, tj. F(z,y) = 2* +y* — 1.
Tada je G(y) = y*+const. pa je G'(y) = 2y. Zelimo G'(yo) # 0, dakle yo # 0. Po
teoremu zakljucujemo: kad god imamo tocku na jedinicnoj kruznici kojoj ordinata nije
0, neki luk kruznice oko te tocke je graf neke funkcije y = f(x); npr. za tocku (0,1)

imamo f(x) = +va? — 1.

Prirodno je pitanje: a ¢emu ovo? U fizici su putanje materijalnih tocaka cesto
dosta opéenite krivulje. Zelimo li analizirati npr. brzinu tocke u raznim trenucima,
moramo moci opisati tu putanju, a zatim i derivirati, tj. odredivati jednadzbe tangenti
na tu krivulju. Konkretno pitanje je: ako je (zo,y) toc¢ka na krivulji, kako odrediti
koeficijent smjera tangente na krivulju F(z,y) = 0 u toj tocki? Ukoliko je tangenta u
toj tocki vertikalna (G'(yo) = 0 za G iz gornjeg teorema), tangenta je pravac r = x.
Inace mozemo uzeti da je u blizini (a samo to nam treba) od (z¢, yo) ¥y = f(x) funkcija
od z pa jednadzbu krivulje deriviramo po x uzevsi u obzir lanc¢ano pravilo, tj. kad god
deriviramo y mnozimo derivaciju s 3'. Takvo deriviranje se ¢esto kratko zove implicitno
deriviranje.

Primjer 69. Jednadzba
20 — 3y =5

predstavlja implicitnu jednadzZbu pravca; 2x derivirano po x je 2, a —3y derivirano po
x je —3y'. Desna strana derivirana po x daje nulu te deriviranje gornje jednadzbe po
x daje

2—-3y =0,

odnosno y' = % Da smo jednadzbu pravca zapisali u eksplicitnom obliku y = %x —

takoder bismo dobili iy = %

wlot

Primjer 70. Odredimo jednadzbu tangente na kruznicu

24 ? =
u tocki (xo,yo). Implicitno deriviranje daje

2v+2y-y =0

8Zapravo se ovdje radi o specijalnom sluéaju opéenitijeg teorema.
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D |

Slika 3.16: Cartesiusov list

jer y* derivirano po x-u je derwiranje y(x)* po x, a to je 2y(x)-y'(x) prema pravilu za
deriviranje kompozicije funkcija. Iz zadnje jednadzbe zakljucujemo da je
y=-
Y
za svaku tocku na kruznici kojoj ordinata nije nula. Stoga je u (xo,yo) koeficijent smjera
tangente jednak —z—g te je jednadzba tangente
Lo
Yy —yo=——(— o).
Yo
Pommnozimo li to s yo dobivamo yoy — y2 = —xox + 23, 1J. Tox +yoy = 2 +y2. Kako je
(w0, yo) tocka ma kruznici, vrijedi x2 + y2 = r* te konacno dobivamo trazenu jednadzbu
tangente
Tox + Yoy = 1°.

Primjer 71. Krivulja je opisana s xsiny + e*Iny = xy. Deriviranje po x daje:
1
l-siny+ax-cosy -y +e*lny+e*-—-y=1-y+x-1-9,
Y
tj.

, y—e'lny—siny  y(y—elny —siny)
N xcosy—i—%—x  xycosy+ et —ay

Uzmemo Ui recimo xo = 0 jednadzba krivulje daje Iny = 0, tj. jedina tocka krivulje s
xo = 0 je (xg,y0) = (0,1). Uvrstimo li ju u izraz za y' dobivamo da je koeficijent smjera
tangente u toj tocki

y'(0) =1 —sin 1.

Zadatak 18. Odredite jednadzbu tangente na Cartesiusov list u tocks (37‘1, 33“) Jed-

nadzba Cartesiusovog lista (vidi sliku je 3 + 1y = 3axy, gdje je a > 0 konstanta.
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Slika 3.17: Cikloida

% Ponovimo bitno... Jednadzbom oblika F'(z,y) = 0 zadaju se krivulje u koordi-
natnoj ravnini. U okolini tocaka te krivulje u kojima tangenta nije vertikalna dio kri-
vulje je uvijek moguce shvatiti kao graf funkcije za koju onda kazemo da je implicitno
zadana, a njenu derivaciju odredujemo deriviranjem jednadzbe F'(z,y) = 0 koristedi
standardna pravila deriviranja. Pritom deriviranje izraza s y prema lancanom pravilu
rezultira dodatnim faktorom ¢, primjerice (siny) = cos(y) - v/ ©

3.10 Parametarski zadane funkcije

Drugi nacin kojim mozemo opisati krivulje u ravniniﬂ je parametarski: za razlicite
vrijednosti nekog parametra t eksplicitno definiramo krivulji pripadne tocke T, =
(z(t),y(t)). To je jednostavnije zamisliti ovako: za svaki trenutak ¢ iz nekog inter-
vala biljezimo polozaj T; materijalne tocke. Drugim rije¢ima, zelimo li pratiti polozaje
materijalne tocke koja se kre¢e po ravnini, prirodno je re¢i da za svaki trenutak ¢ bi-
ljezimo njenu apscisu z(t) i ordinatu y(t), tj. gledamo pridruzivanje ¢ — (z(t), y(t)) za
t iz nekog intervala.

Primjer 72. Kakvu krivulju opisuje tocka koja je u trenutku t u tocki s apscisom cost
i ordinatom sint? A ako su te koordinate rcost i rsint? Sto ako su one oblika acost
i bsint?

Primjer 73. Krivulja cikloida prati poziciju tocke na ,kotacu” polumjera a koji se
kotrlya po pravcu. Njen izgled vidi se na slici|3.17, a opisana je parametarski s

x(t) = a(t — sint),
y(t) = a(l — cost).

Neka je s x = z(t) i y = y(t) parametarski zadana krivulja, gdje je t iz intervala 1.
Sto tada predstavljaju 2’(t) i 3/(¢)? U fizikalnoj interpretaciji krivulje kao trajektorije
tocke, u svakom trenutku ¢ brojevi z/(t) i /() predstavljaju iznose horizontalne od-
nosno vertikalne komponente brzine u trenutku ¢. Uredeni par (2/(t),y/(t)) predstavlja
(vektor) brzine u tom trenutku. Iznos brzine je \/(2/(t))% + (v/(¢))2. Koeficijent smjera

y'(t)

tangente u istoj tocki (a na toj tangenti lezi vektor brzine) je 70

Primjer 74. Odredimo iznos brzine u tocki cikloide. Imamo x'(t) = a(l — cost) i
y'(t) = asint te je /(2 ()2 + (v'(1))? = av/1 —2cost + cos?t +sin®t = ay/2 — 2 cost.

9Definicija krivulje u prostoru bit ée dana na str. m
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2a—y
at

Zadatak 19. Provjerite da cikloida zadovoljava diferencijalnu jednadzbu (y')* =
Dvije vazne parametarske jednadzbe poznatih krivulja su

e Kruznica radijusa R sa sredistem u (g, yo): © = xo + Rcost, y = yo + Rsint za
t €[0,27);

e Elipsa s poluosima a i b i sredistem u ishodistu: =z = acost, y = bsint za
t € 10,2m).

Napomenimo da svaki graf funkcije y = f(x) mozemo zapisati u parametarskom
obliku ako uzmemo ¢ = x: tada su pripadne parametarske jednadzbe x(t) =t i y(t) =

f @)

Primjer 75. Jednadzbu parabole y = x°

, x € R, moZemo parametarski zapisati kao

T =t,
y =17,
teR

% Ponovimo bitno. .. Parametarske jednadzbe x = x(t), y = y(t) (t € I) opisuju
krivulju u Cartesiusovom koordinatnom sustavu koja se sastoji od tocaka (z(t),y(t)).
Koeficijent smjera tangente u promatranoj tocki iznosi y'(t)/2’(t). ©

3.11 Polarne koordinate u ravnini

Treé¢i vazan nac¢in opisa krivulja u ravnini je pomocu polarnih koordinata. Tehnicki
gledano, ovo je vrlo slicno shva¢anju krivulje kao grafa realne funkcije jedne varijable,
samo umjesto y = f(z) i shva¢anja para (z, y) kao tocke u Cartesiusovom koordinatnom
sustavu imamo r = f(¢) i shvacanje para (r,9) kao tocke u polarnom koordinatnom
sustavu. U obaslucaja je f realna funkcija jedne varijable. Ovaj prikaz moze se poop¢iti
na krivulje koje su u polarnom koordinatnom sustavu implicitno zadane jednadzbom
oblika F(r,¢) = 0.

A sto je to polarni koordinatni sustav u ravnini? To je sustav u kojem se tocke
shvac¢aju kao uredeni parovi dva broja, od kojih je prvi udaljenost do referentne tocke
(ishodista), a drugi broj je kut, mjeren u pozitivnom smjeru (tj. obrnuto od kazaljke
na satu) izmedu spojnice tocke s ishodistem i polarne osi. Polarna os je polupravac s
pocetkom u ishodisu, koji se obi¢no poistovjecuje s pozitivnim dijelom osi apscisa, vidi
sliku (a). Slika[3.1§ (b) prikazuje mrezu u polarnim koordinatama analognu mrezi
paralela s koordinatnim osima u Cartesiusovom koordinatnom sustavu. Primjerice,
zelimo li u polarnom sustavu ucrtati tocku s koordinatama (2, 7/3), nademo kruznicu
polumjera 2 oko ishodista i na njoj tocku koja se nalazi na polupravcu koji ima kut
7/3 prema polarnoj osi. Kako tockama na polarnoj osi (i samo njima) odgovara kut
v = 0, slijedi da je ¢ = 0 jednadzba polarne osi (tj. jednadzba pozitivnog dijela x-osi
u polarnim koordinatama).
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w=37[6 w=x[6

r=l\r=2\r=3\r=4|r=5
w=0

w=rx

(r,@)

w=4r[3 p=11x[6

0 w=31/2

(a) (b)

Slika 3.18: Polarne koordinate u ravnini.

Kad kazemo da je krivulja opisana u polarnom sustavu s r = f(y), zelimo reéi da
se ta krivulja sastoji od tocaka s koordinatama[™V| (¢, f(¢)) za ¢ iz domene funkcije f.
Polarne koordinate su osobito zgodne za opis kruznice sa sredistem u ishodistu: ona
ima jednadzbu oblika
r= R,

gdje je R polumjer kruznice, jer udaljenost tocke na kruznici do njenog sredista ne ovisi
o polarnom kutu <,5E| Primjerice, » = 1 je jednadzba jedini¢ne kruznice u polarnim
koordinatama. Kako se radi o jednadzbi oblika f = f(y), gdje je f(¢) = R za sve ¢,
vidimo da je graf konstantne funkcije u polarnim koordinatama kruznica sa sredistem
u ishodistu.

Od znacajnijih krivulja koje se zgodno opisuju u polarnom koordinatnom sustavu
vrijedi spomenuti sljedece:

e Arhimedova spirala r = agp, vidi sliku[3.19, Ona je trajektorija materijalne tocke
koja se jednoliko giba po polupravcu (koji poc¢inje u ishodistu, gdje je i pocetni
polozaj tocke), ako taj polupravac jednoliko rotira oko ishodista.

e Hiperbolna spirala r = %, vidi sliku

e Bernoullijeva lemniskata r? = a? cos(2¢p). Primijetimo da je cos(2¢) parna funk-
cija kuta . Zbog parnosti je r(—p) = r(¢), primjerice za p = 7/61 p = —7/6

107Zg0dno je uotiti da se i ovdje radi o vizualizaciji grafa realne funkcije jedne varijable, samo na
nestandardan nacin: skup svih parova (X, f(X)) kad je X element domene funkcije f je njen graf,
koji uz interpretaciju X kao apscise i f(X) kao ordinate tocke u Kartezijevom koordinatnom sustavu
poprima standardni izgled grafa funkcije, dok uz interpretaciju X kao polarnog kuta i f(X) kao
udaljenosti od ishodista poprima nestandardni oblik u polarnom koordinatnom sustavu. Primijetimo
da ovaj drugi tip vizualizacije grafa funkcije ima smisla samo za nenegativne funkcije.

U duhu prethodne biljeske: graf konstantne funkcije prikazan standardno u Kartezijevom koordi-
natnom sustavu je pravac paralelan s osi apscisa, dok prikazan nestandardno u polarnom koordinatnom
sustavu poprima izgled kruznice sa sredistem u ishodistu.
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Slika 3.19: Arhimedova spirala.

Slika 3.20: Hiperbolna spirala.

dobit ¢emo isti r. Dakle, Bernoullijeva lemniskata je simetri¢na obzirom na hori-
zontalu. Nadalje, cos(2¢) je periodi¢na funkcija od ¢, temeljnog perioda 7. Kako
kut 7 opisuje pola kruga, slijedi da se udaljenosti ponavljaju svakih pola kruga te
se stoga krivulja nakon pola kruga zatvori i unutar punog kruga imamo dva njena
zatvorena dijela. Kako je za smislenost jednadzbe r? = a? cos(2¢) nuzno da je
cos(2¢) > 0, zakljuéujemo da se unutar jednog punog kruga (kojeg mozemo opi-
sati primjerice s —5 < ¢ < ) tocke krivulje dobivaju samo ako je cos(2¢) > 0,
tj.za =7 < p < f 1za %’r <p< %D. Ucrtavanjem nekoliko tocaka lemniskate i
koristec¢i gornje ¢injenice mozemo zakljuciti da je izgled Bernoullijeve lemniskate
takav kako je prikazano slikom |3.21

Opcenito, ako je f periodi¢na funkcija s temeljnim periodom 7', krivulja r = f(y)
je zatvorena. Ukoliko je T = 2;”, gdje je n prirodan broj, krivulja unutar jednog
punog kruga ima n dijelova koji se svi mogu dobiti rotacijom jednog takvog dijela za
visekratnik od T'. Ako je pak f negativna za kuteve ¢ izmedu neka dva kuta ¢; i o,
onda izmedu zraka kroz ishodiste koje odgovaraju tim kutevima nema dijelova krivulje,

Slika 3.21: Bernoullijeva lemniskata.
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jer bi inace za takve kuteve udaljenost 7 = f() tocke do ishodista bila negativna. Ako
je funkcija f parna, krivulja r = f(p) biti ée simetri¢na obzirom na z-os, tj. na pravac
na kojem lezi polarna os (jer parnost znac¢i f(¢) = f(—¢), pa ¢e udaljenosti tocaka
krivulje do ishodista biti iste za kuteve +¢).

Zadatak 20. Pokusajte zakljuciti kakve implikacije na izgled krivulje r = f(p) ima
neparnost funkcije f. Provjerite to na primjeru krivulje r = sin .

Zadatak 21. Skicirajte grafove sljedecih funkcija zadanih w polarnim koordinatama:

1
r = —Sin'lg, 19 € [0727T>7
v

7
V10

r= T(3008219 —1), v €[0,7].

Skiciragte i grafove funkcija |r| za gornja dva slucaja.
Veza izmedu polarnih i Cartesiusovih koordinata u ravnini dana je formulama:
T =7Tcosp, y=rsingp,

odnosno
r =22+ y?, p = arctg ¥
T

Ako deriviramo funkciju » = f(p) po ¢, to je obiéno deriviranje funkcije jedne
varijable. Primjerice, za r = ay je ' = a. No, interpretacija iznosa derivacije ovdje
ne odgovara nagibu tangente na promatranu krivulju gledanu u Cartesiusovom koor-
dinatnom sustavu. Zelimo li odrediti taj koeficijent u tocki (ro, ), dobijemo ga po
formuli

po ot r'(0)tg o
(o) — Totg o

Tu formulu dobijemo ovako:

dy / .
b~ /(o) — 36 _ g0 sinli) + rycos(in) _ cos(io)

j—jg 7 (1pg) cos(wp) — rosin(pg) ~ cos(pg)

Primijetimo da koeficijent smjera ima smisla samo ako se odnosi na pravac (ovdje:
tangentu) u Kartezijevom koordinatnom sustavu, te gornja formula podrazumijeva
da krivulju r = f(¢) gledamo istovremeno u polarnom i Kartezijevom koordinatnom
sustavu (sa zajednickim ishodistem i polarnom osi koja se poklapa s pozitivnim dijelom
osi apscisa).

Zadatak 22. Odredite jednadzbu tangente (u Cartesiusovim koordinatama) na krivulju
r=@sinp

u tocki (ro, o) = (%7 g)

1t Ponovimo bitno. .. Polarne koordinate u ravnini opisuju tocke s dva broja r > 0
i € R, od kojih prvi predstavlja udaljenost tocke do ishodista, a drugi kut spojnice
tocke s ishodistem prema polarnoj osi (polupravcu kroz ishodiste). Jednadzba kruznice
polumjera R sa sredistem u ishodistu u polarnim koordinatama je r = R. ©
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3.12 Zadaci za vjezbu
1. Odredite f'(z), ako je

(a) flz) = 12" — 423 4+ 32 — 55 .

(b) f(z)=4V23 +6y/x +3log2.

() f(z) =6\ 22 — 123“”’} - Si;fl.
4

T

2 1 e
xr  3x3 Axt

(f) f(z) =xsinz.
(g) f(z)=Vr Inz.
(h) f(z) = 2" arctg = .

(i) f(x) = (2* —1)arcsinz .

() f(@) = ——

) o)=Y

W @) =50z +32x+5)'
(m) ()= o0t

(n) f(z)=3tgx + cthx:c

(o) f(x)=chax —xshux.

rsinx
Rjesenje.
(a) fl(z)= a2} — 42?2+ 3. (b) f'(x) = &jg‘l) _ () f(z) = 5%\/55—8 '
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)_ (f) f'(z) =sinz + xcosz .
27 (1112 arctg r — o3 ) -

(d) f/(w) = =52 () (

(8) S =

(i) ’(:13)—2xarcsmx—\/1—x2 (G) fl(x ):exxl)Z).
(

(

) ln m+2 ) (

(g;) = m . ()f/( >_ % : ( )f/(l’) = _:r(Qf?nx)z :

n) f'(x) = W . (o) fl{lz)=—xcha. (p) fl(z)= Sinfisgiizi:ocsoi)?ﬂ '

2. Koristedi pravilo za deriviranje kompozicije funkcija odredite h'(x), ako je
(a) h(z) = (z®=3)7.
(b) h(x) = (In5+ 3Inx)*.

9 3 2 1
5(x+2)°  (z+2)* * (z+2P3 2(x+2)?%

(e) h(z) =tgx — stg3z + ttg°x .

(f) h(z) =24/(4 — arccosz)3 .

(&) hiz) = e+

(i) h(z) =In*z +In(lnz) .
(j) h(z) =logy(1 — zcosz) .

(k) h(z) =In(z + Va2 +4).

cosZ +gsinZ

) hz) = ——F———3.

COS 5 S1n b

(m) h(z) = arctg 1% .
(n) h(x) = arcsin(2x — 1) .

(0) h(x) =xarccosx — /1 —z2.
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(p) h(z) =arctge® + 3In(e** +1) —x .

Rjesenje.

(a) W(z)=212%(% —3)5. (b) W(x) = 2notilmal?

(c) W(x)= éi}% () W(x) = z{}”;;i_g . (e) M(z)=1+1tg%.

(F) W(x) =3/ (g) W()=(-20+1) e+

(h) W(z)=—tgz. () W(z)=;02ma+g;). () W)= e .
k) V(@)= 7o OWE) = g - (M) V(@) ==

(n) W (z) = ;_362 . (o) W(z) =arccosz . (p)h(zx) =5+, .

Rjesenje.
() Fo) =82 (b) Flo) = () (in o2 - &)
(c) f'(x) = (cosx)™™*(coszIn(cosx) —sinx tgx) .
Odredite jednadzbu tangente na krivulju
23

(a) y= T u tocki s apscisom x = —1.

(b) y=(z+1)v/3 —x u tocki T'(—1,0).
Rjesenje. (a) y=a+2. (b) y=v4(z+1).

U kojoj je tocki tangenta na parabolu y = % + 4x paralelna sa osi x?
Rjesenje. T'(—2,—4) .

Odredite parametre a,b € R tako da parabola y = 22 + ax + b dodiruje pravac
y = x u tocki s apscisom x = 2. Kako glasi jednadzba normale na parabolu u toj
tocki?

Rjesenje. a=—-3,b=4, y=—x+4.

Izracunajte udaljenost tjemena parabole y = 22 —4x +5 od tangente na parabolu
u sjecistu parabole sa osi y.
egenie. d — —
Rjesenje. d = T
Odredite jednadzbu normale na krivulju y = z* u tocki s apscisom z = 1.

Rjesenje. y=—x+2.
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9. Pokazite da je funkcija y = x 4+ /1 — 22 rjeSenje diferencijalne jednadzbe

/ ry 1
y+1—x2_1—x2'

4
10. Pokazite da je funkcija y = % In? z rjeSenje diferencijalne jednadzbe

)
y’—4;=x\/§.

11. Tzracunajte f”(1), ako je

(a) f(z)=2zln’z.

(b) f(z) = VIFa?.

(d) f(x) =2xVv3— 22+ 3arcsin 7

Rjesenje.
(@) f"M=2. ) ff)=55. () ffQ)=0. (d f(1)=-v2.

12. Pokazite da je funkcija y = ;11 Az _ e 56_3“3 rjesenje diferencijalne jednadzbe

13y — 12y =0.

13. Odredite f™(x), ako je

(a) f(x) =sinz.

3+x
(b) f(@) = 5
(¢) f(x)=In(1+1).
Rjesenje.

()f“”(a:) sin (v 4+ %) . (b) f0(x) = 550k .
() f0(x) = (=)™ i -

14. Odredite intervale rasta i pada te lokalne ekstreme funkcije

(a) f(x) =223 —92° + 122 — 4.
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15.

16.

17.

18.
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(e) fx)=xIn’z.

Rjesenje.

(a) f raste za x € (—o0,1) U (2,+00), f pada za x € (1,2), za x = 1 f postize
lokalni maksimum, za z = 2 f postize lokalni minimum.

(b) f raste za x € (—oo,—1) U (1,4+00), f pada za x € (—1,1), zax = —1 f
postize lokalni maksimum, za x = 1 f postize lokalni minimum.

(c) f raste za x € (—00,0) U (2,+00), f pada za x € (0,2), za x = 0 f postize
lokalni maksimum, za z = 2 f postize lokalni minimum.

(d) frastezaz € (—oo,—2)U(2,+00), f padazaz € (—2,0)U(0,2), za x = —2
f postize lokalni maksimum, za x = 2 f postize lokalni minimum.

(e) f raste za x € (0, e%) U (1,+00), f pada za x € (e%, 1), za x = e% f postize
lokalni maksimum, za x = 1 f postize lokalni minimum.

Odredite parametre a,b € R tako da funkcija f(z) = alnz + bz* + x ima lokalne
ekstreme u tockama s apscisama z =11z = 2.

Rjesenje. a = —2, b= —¢ .
Odredite parametre a,b € R tako da funkcija f(z) = afi;foi — ima lokalni ekstrem
S I T 1
u tocki (g, Z)'
Rjesenje.a =5, b=4.
Odredite globalne ekstreme funkcije
(a) f:[-1,2] >R, f(x) =2° -5zt + 523 + 1.
S—x
(b) £:10,2 =R, fl2) = 5—-
—x
(c) f:[-5.53] =R, f(x) =sin2x —x.
Rjesenje.
(a) za = =1 f postize globalni maksimum, a za x = —1 globalni minimum.
(b) za x =2 f postize globalni maksimum, a za x = 0 globalni minimum.
(c) za x = —% f postize globalni maksimum, a za z = 7 globalni minimum.

Dokazite da medu pravokutnicima povrsine P kvadrat ima najmanji opseg.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
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Odredite maksimalnu povrsinu koju moze imati pravokutnik upisan u jednako-
kra¢ni trokut sa osnovicom duljine a i visinom h.
RjeSenje. Ppax = “4—" .

[zracunajte duljine stranica pravokutnika najvec¢e povrsine upisanog u krug po-

lumjera R.
Rjesenje. # =1y =+v2 R, Puax = 2R>.

Odredite maksimalnu povrsinu pravokutnika s bridovima paralelnim koordinat-
. . .. “ . . . 2 2

nim osima koji se moze upisati u elipsu % + % = 1.

Rjesenje. P = 2ab.

Odredite intervale konveksnosti i konkavosti te tocke infleksije funkcije
(a) flz)=a3+22%—1.

2 —2r+1

b) o) =

1

(¢) fz) =we .

B l1+Inz
1—1Inz’

(d) f(=)

RjeSenje.

(a) f konkavna za x € (—oo,—2), f konveksna za x € (—2,+00), z = 1 tocka
infleksije.

(b) f konveksna za ¥ € (—o0o, —/3) U (0,v/3), f konkavna za x € (—/3,0) U
(v/3,+00), x = 0, z = £+/3 tocke infleksije.

(¢) f konkavna za x € (—00,0), f konveksna za x € (0,+o0), f nema tocaka
infleksije.

(d) f konkavna za x € (—o0
tocka infleksije.

1

‘e

) U (e, +00), f konveksna za z € (1,¢), z = 1

Odredite parametre a, b € R tako da funkcija f(z) = — ;Li ; ima tocku infleksije
T
u x = 2. Odredite preostale tocke infleksije.
Rjesenje. a = —%, b= %, x =0, v = £2 tocke infleksije.
. . rT+a . .
Odredite parametre a, b € R tako da funkcija f(r) = ———= ima lokalni ekstrem

vaz+b

za x = —1 te tocku infleksije za x = —2.

Rjesenje. a=—-2,b=2.
Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije

(a) f(z) =223 —32%.
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(b) f(z) = 2% — 62+ 9z .

(c) f(z)=a"—52°+4.

Rjesenje.

(a)

26. Odredite derivaciju y/(z) funkcije y = y(x) zadane implicitno s

(a) 22® — 222y — 20/y3 + 22 =0 .
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27.

28.

29.

30.

(b) y* —2ye ™ —2xIny =0.

(c) y_ arcctg T
Y

x
(d) y* =a¥.
Rjesenje.
(a) oy = U2 (1)) yf =yl o)y =1

Pokazite da funkcija y = y(z) zadana implicitno sa
arctg % = %111(%2 +9?)
zadovoljava diferencijalnu jednadzbu
Y-y =z+y.
Odredite jednadzbu tangente na krivulju
x° + y5 = 2xy

u tocki T'(1, 1).
Rjesenje. y=—x+2.

111

_ yly—zlny)

/
d) v =y -

Odredite derivaciju y/(x) funkcije y = y(x) zadane parametarski s

(a) x=t*—t—2, y=t3+1.
(b) x =4cos®t, y=4sin’t.
(¢)  =3(t —sint), y=3(1—cost).
Int
(d) = =tInt, y:nT.
Rjesenje.
(a) ¥ =55 (b) y/=—tgt. (c)y =ctgh.

Pokazite da funkcija y = y(z) zadana parametarski sa

x=2+3t, y=t>+2t3
zadovoljava diferencijalnu jednadzbu
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31. Odredite jednadzbu normale na krivulju

144 3 1
Tr = s :—+—

t3 2t 2t

u tocki 7'(2,2).
Rjesenje. y = —x + 2.

DERIVIRANJE



Poglavlje 4

Limesi, asimptote 1 neprekidnost
funkcija

4.1 Limesi funkcija

Zajednicko svim varijantama limesa funkcije je da se opisuju (procjenjuju) vrijednosti
zadane funkcije u okolini neke vrijednosti varijable. Promotrimo sliku 4.1l Za funkciju
s te slike, kad su z-evi blizu —4, vidljivo je da su f(x)-evi blizu 4 iako je f(—4) = —2.
S druge strane, kad su z-evi blizu 0, f(x)-evi su blizu —12 = f(0). Dakle, vrijednosti
f(z) oko neke tocke ¢ iz domene funkcije mogu i ne moraju biti bliske vrijednostima
f(c). Nadalje, vidljivo je da 2 nije u domeni funkcije jer ta apscisa nema pridruzene
tocke na grafu, ali ipak mozemo identificirati ordinatu —8 kao onu za koju vrijedi da
kad je x blizu 2 su f(x)-evi blizu nje. Dakle, ponekad ima smisla pitati se kakvi su
f(x)-evi za z-eve blizu nekog ¢ ¢ak i ako ¢ nije u domeni od f.

Opis ponaganja vrijednosti f(z)-eva za x-eve blizu ¢ zove se limes funkcije f u tocki
c. Ukoliko smo kao u gornja tri slucaja u stanju identificirati ordinatu L takvu da
su za apscise z blizu ¢ ordinate f(x) blizu L, kazemo da taj limes postoji i piSemo

Slika 4.1: Funkcija koja posjeduje limes u svim ¢ € R osim u ¢ = 7.

113
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lim f(z) = L. Za funkciju sa slike stoga pisemo: lim4f(:1:) =4, lin% f(z) = —12,
T—— T—

Tr—C
lir% f(z) = -8.
T—
Preciznije, limes funkcije f u tocki ¢ je, ako postoji, broj L takav da sto je x blizi
¢ (a da pritom nisu jednaki), to je f(z) blizi L. Dakle, oznaka

lim f(z) =&

z—Q
znaci da $to je z blize Q| to je f(x) blize #. Pritom podrazumijevamo da je x # Q|
dakle ne zanima nas $to se desava za z = Q (ako je © u domeni, to znamo odrediti
izracunavanjem f(Q), a ako nije, onda znamo da f(©) ne postoji), nego kako se funkcija
ponasa oko ©. Iako se tehnika racunanja limesa ¢esto svodi na uvrstavanje © u f,
zapravo sam iznos f(O) ne utjeCe na iznos limesa. Uvjet da pitanje koliki je g}l_[)% f(x)

ima smisla jest da je funkcija f definirana na nekom intervalu oko © (kako bismo
se z-evima iz tog intervala mogli pribliziti k © i pritom izracunavati f(z)-eve), osim
eventualno u samom Q.

Precizna definicija limesa funkcije f u tocki ¢ € R glasi:

Definicija 6 (Limes funkcije u tocki). Neka je f definirana na nekom intervalu I
oko ¢, osim eventualno u c. KaZemo da f(x) tezi prema L € R kad x tezi u ¢ (L je
limes funkcije f u tocki c) ako za svaki e > 0 postoji & > 0 takav da kad je x € I i
0<|z—c|<dwvriedi |f(x)— L] <e. Utom slucaju pisemo :lcl_)nif(x) =1L.

Podsjetimo se da je za dva broja x i y broj |r — y| jednak njihovoj udaljenosti
(na brojevnom pravcu). Smisao broja € u prethodnoj definiciji je opis udaljenosti
|f(z) — L] od f(x) do L, za koju zelimo da moze postati proizvoljno mala; zato u
definiciji trazimo da ,za svaki ¢ > 07, tj. za svaku zamislivu udaljenost od L mozemo
posti¢i da udaljenost |f(z) — L| bude manja od te udaljenosti . Pritom nas blizina
f(z) i L zanima samo za x blizu tocke ¢ u kojoj trazimo limes. To je opisano srednjim
dijelom definicije ,,postoji § > 0 takav da kad je x € I 10 < |z — ¢| < §”: mozemo nadi
x # ¢ blizu ¢ (udaljen za manje od nekog ¢ od ¢) tako da je f(z) na udaljenosti od L
manjoj od na pocetku proizvoljno male zadane kao €. Vrijedi:

Teorem 5. Ako postoji broj L takav da je lim f(x) = L, onda je taj broj jedinstven.

Tr—cC

Iznos limesa lim f(x) graficki odredujemo tako da nademo ordinatu L (ako se moze
Tr—cC

takva nacéi) sa svojstvom da sve tocke grafa od f za x blizu ¢ (osim eventualno tocke s
apscisom ¢) imaju ordinate blizu L.

Primjer 76. Pogledajmo slz’ku koja prikazuje grafove funkcija f(x) =2z + 14

204+ 1, z#0
g(x)—{_4 xiO'

Sa slike je vidljivo da obje te funkcije imaju limes 1 wu tocki 0 iako je f(0) = 1, a
9(0) = —4.
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(a) (b)

Slika 4.2: Grafovi dviju funkcija s razlic¢itim vrijednostima, ali istim limesom u tocki 0.

Slika 4.3: Graf funkcije f(z) = sin .

Ovisno o funkciji, moze se dogoditi da u nekim tockama domene njen limes ne
postoji.

1
Primjer 77. Limes liH(l) sin — ne postoji jer ako je x blizu nule i recimo pozitivan,
T—> €T

onda je % jako wvelik, a sinusi velikih brojeva se zbog periodicnosti funkcije sinus ne
priblizavaju nekom odredenom broju. Graf funkcije f(x) = sin% prikazan je slikom

73

£ Ponovimo bitno... Limes funkcije f unekoj tocki ¢ (koju gledamo na osi apscisa)
je, ako postoji, broj L (kojeg vidimo na osi ordinata) takav da sto je x blizi ¢, to je
f(z) blizi L. Pritom je nebitno je li f definirana u ¢, a ako i jest, moguce je i da je

fle)=Lida f(c) # L. ©)

4.2 Jednostrani limesi

Promotrimo jos jednom sliku Za z-eve koji su blizu 7 a koji su malo manji od
7 ordinate tocaka grafa su blizu %, dok su za x-eve blizu 7 a koji su malo veéi od 7
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ordinate tocaka grafa blizu 0. Dakle, limes lim7 f(z) za funkciju ¢iji graf je prikazan na
T—r

slici ne postoji, no kad bismo se ogranicili na priblizavanje z-eva k 7 samo s jedne
strane mogli bismo identificirati po jednu ordinatu koja bi bila limes. Takve situacije
opisuju se pomocu jednostranih limesa.
Ukoliko promatramo sto se desava s f(z) kad su z-evi sve blizi ¢, ali isklju¢ivo manji
(ili iskljucivo veéi) od ¢, govorimo o jednostranim limesima. Priblizavanje z-eva broju
¢ slijeva oznacavamo s
xr — c—,

a priblizavanje x-eva broju ¢ zdesna oznacavamo s
r—c+.

Limes funkcije f u tocki ¢ slijeva je (ako takav postoji) broj L takav da Sto je z blizi ¢,
a da je pritom = < ¢, to je f(x) blizi L. Tada pisemo lim f(z) = L. Analogno, limes
T—c—

funkcije f u tocki ¢ zdesna je (ako takav postoji) broj L takav da $to je z blizi ¢, a da
je pritom z > ¢, to je f(z) blizi L. Tada pisemo hm+ f(z) = L. Formalnije,
Tr—rC

Definicija 7 (Jednostrani limesi). Neka je f definirana na nekom intervalu {(a,c).
Kazemo da je
lim f(z) =L,
r—Cc—
ako za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da kad je x € (a,c) i 0 < |v — | < § vrijedi
\f(z) — L| <e.
Neka je f definirana na nekom intervalu (c,b). KaZemo da je

lim f(x) =L,

T—c+

ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da kad je v € {(c,b) i 0 < |x —¢| < § vrijedi
[f(x) = L] <e.

16
Tako npr. za funkciju ¢iji graf je prikazan na slici pisemo lir? f(z) = 3 i
T—T—

Korisno je znati, a intuitivno je jasno da vrijedi:

Teorem 6. Limes lim f(z) postoji ako i samo ako postoje oba jednostrana limesa
Tr—cC

lim f(z) i lim+f(x) i jednaki su. U tom slucaju vrijedi
Tr—Cc— Tr—C

lim f(z) = lim f(z) = lim f(x).

T—C T—Cc— r—ct+
Primjer 78. Neka je
e’, x>0
flz) =< a2 —1<z<0

r+2, < -1
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Slika 4.4: Graf funkcije koja u tockama 0 i —1 posjeduje jednostrane limese, koji se u
0 razlikuju, a u —1 podudaraju.

Odredimo jednostrane limese u c =0 i c= —1. Imamo:

2

lim f(z) = (pravilo za z < 0 je 2?) = lim2* = (zax ~ 0 je 2* =~ 0) = 0;

z—0— z—0

xll>r(r)1+f(x):(pravﬂo zax>0jee ):3161_r>r(1)e =(rax~0jee’ ~1)=1

Dakle, ne postojgi limes lirr(l] f(z) jer se jednostrani limesi u nuli razlikuju. S druge
T—
strane,

lim f(z)= (pravilo za < —1 je z4+2) = lim (z+2) = (zaz ~ —1ljez+2~ 1) = 1;

T——1— rz——1

lim f(z) = (pravilo za z > —1 je 2*) = lim 2* = (zar ~ —1je 2’ ~ 1) = 1.
T——14 rz——1

Dakle, postoji limes limlf(x) 1 jednak je 1 jer su jednostrani limesi u —1 jednaks.
T——

Odgovarajuéi graf prikazan je na slici[4.4)

1t Ponovimo bitno... U slu¢ajevima da definiciju limesa funkcije u tocki ¢ mozemo
zadovoljiti uz dodatni uvjet da gledamo samo x < c¢ ili samo x > ¢, govorimo o
jednostranom — lijevom odnosno desnom—limesu funkcije u tocki ¢. Ponekad oni
postoje i razliCiti su; tada funkcija nema limes u tocki c¢. Ako i lijevi i desni limes
postoje i podudaraju se, onda postoji i ,,obi¢ni” obostrani limes i jednak im je (i
obrnuto, ako znamo da limes od f u ¢ postoji, onda postoje i oba jednostrana limesa
u ¢ i jednaki su mu). ©)

4.3 Vertikalne asimptote i beskonac¢ni limesi

Uz slucaj kad se lijevi i desni limes u tocki ¢ razlikuju, postoji jos jedna situacija kad
ne mozemo nadi broj L takav da je lim f(z) = L, tj. kad taj limes ne postoji, a ipak
Tr—cC

postoji odredena pravilnost ponasanja funkcije f blizu c.
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Primjer 79. Za vrijednosti varijable x blizu nule vrijednosti funkcije f(x) = x% postaju

proizvolyno velike — ma koliko velik broj M zamislili, moZemo naci x ~ 0 takav da je
x—lg > 0. Primjerice, za ,preskociti” vrigednost M = 1000 mozZemo uzeti x = 0,01 4

dobit éemo f(z) = f(0,01) = 10000 > 1000 = M.

Za slucajeve poput gornjeg ve¢ smo ranije naveli da se radi o pojavi vertikalnih
asimptota grafa funkcije. Sad ¢emo taj pojam precizirati. Veé¢ smo se upoznali s
oznakom

T — C

koja znaci da se x priblizava broju c¢. Ozna¢imo nadalje
T— — 00

situaciju kad x postaje jako mali (negativan), i to bez preciziranja koliko (,,proizvoljno
mali”) —kazemo i da x postaje proizvoljno malen;

T—r + 00

pak znaci x postaje jako velik, i to bez preciziranja koliko (,proizvoljno velik”)—x
postaje proizvoljno velik.

S vertikalnim asimptotama smo se susreli kod racionalnih funkcija te kod logaritam-
skih funkcija. Tada smo ih opisali kao vertikalne pravce, dakle pravce s jednadzbom
oblika

x=c,

koji imaju svojstvo da se graf funkcije oko vrijednosti varijable x = ¢ uz njih priljubljuje
bez da se s njima poklapa (pri ¢emu funkcija obitno nije definirana u ¢). Smisao
vertikalne asimptote je da je za x blizu ¢ vrijednost funkcije postaje jako velika ili jako
mala, §to oznacavamo s f(z)— + oo odnosno f(z)— — oo. Ovakve situacije opisuju se
tzv. beskona¢nim limesima (koji su vrsta nepostojeéih limesa).

Kazemo da je limes funkcije f u tocki ¢ beskonacan i pisemo

}clgi f(z) =400
ili

lim f(z) = —o0

Tr—cC

ako vrijedi: §to je z blizi ¢ (a da je pritom z # ¢), to f(z) postaje neograniceno vedi
(slu¢aj +00) odnosno neograniceno manji (sluéaj —oo).
Matematicki precizna definicija beskonacnih limesa je

Definicija 8 (Beskonacni limesi). KaZemo da je lim f(x) = +o00 ako vrijedi: za svaki
Tr—rcC

M > 0 postoji 6 > 0 takav da kad god je 0 < |x — c| < 0 vrijeds
flx) > M

odnosno
f(z) < =M.
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Ideja gornje definicije je: za proizvoljno zadanu granicu M vrijednosti za funkciju
mozemo nadi interval oko ¢ (Sirine po § ulijevo i udesno) takav da uvrstavanje z-eva iz
tog intervala u funkciju daje rezultate ve¢e od M odnosno manje od —M. Sad mozemo
precizno definirati vertikalne asimptote:

Definicija 9 (Vertikalne asimptote). Pravac x = ¢ je vertikalna asimptota za funkciju
y = f(x) ako je bar jedan od jednostranih limesa lim f(x) i lim+f(x) jednak 400 ili
Tr—rC— T—rC

—0OQ.

Ponekad se, kao kod funkcije f(z) = %, desava da funkcija ima vertikalnu asimptotu,
ali se s jedne strane graf priljubljuje uz nju prema gore, a s druge prema dolje. Stoga
je potrebno uvesti pojam jednostranog beskonacnog limesa, tj. limesa kod kojeg se
varijabla x nekoj tocki ¢ priblizava samo slijeva (r — ¢—) ili samo zdesna (z — c+).
Za slucaj jednostranih beskonaénih limesa u definiciji se uz uvjet 0 < |x —c¢| < ¢ dodaje
uvijet x < ¢ odnosno x > c:

Definicija 10 (Jednostrani beskonacni limesi). KaZemo da je lim f(z) = +oo ako
T—c—

vrijedi: za svaki M > 0 postoji 6 > 0 takav da kad god je 0 < |v —c| < 0 iz < ¢ vrijedi
flx) > M.
Kazemo da je lim+f(:v) = +o00 ako vrijedi: za svaki M > 0 postoji 6 > 0 takav da
Tr—C

kad god je 0 < |x —c| < 0 i x > c vrijedi f(z) > M.
Kazemo da je lim f(x) = —oo ako vrijedi: za svaki M > 0 postoji 6 > 0 takav da
T—c—

kad god je 0 < |z —c| < 0 ix < c vrijedi f(x) < —M.
KazZemo da je lierf(x) = —00 ako vrijedi: za svaki M > 0 postoji 6 > 0 takav da
T—C

kad god je 0 < |z —c| <0 ix > c vrijedi f(x) < —M.

Krace: lim f(z) = 400 ako §to je z blizi ¢ i pritom je = < ¢, to f(x) postaje sve
T—rc—

veéi. Analogno se mogu opisati ostale tri definicije. Tako je recimo x = 0 vertikalna

asimptota za f(z) = % jer je % jako velik kad je x blizu nule i pozitivan, a jako mali

kad je x blizu nule i negativan: lim — = —o0i lim — = +o0.
z—0— I z—=0+ T

Napomenimo da je moguce, iako nije cesto, da funkcija posjeduje vertikalnu asimp-
totu u tocki domene; takoder postoje funkcije koje imaju vertikalnu asimptotu samo s
jedne strane, tj. limes s druge strane je konacan. Primjeri takvih ,anomalija” prikazani
su slikom 4.5

Od beskonacnih limesa, dobro je zapamtiti sljedece:

lim — = 400 (n € N,a>0),
z—0+ ™

. a
lim — =400 (n € N,n paran,a > 0),
z—0— "

. a
lim — = —oco0 (n € N,n neparan,a > 0),
z—0— "

lim log,z =400 (0<a<1),

z—0+
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(a) (b)

Slika 4.5: Primjer funkcije s vertikalnom asimptotom u tocki domene (lijevo) i s tockom
¢ u kojoj je jedan od jednostranih limesa konacan, a drugi beskonacan (desno).

lim log,z = —oc0 (a>1).

z—0+
- o 3 . B o f@)
Vrijedi: ako je lim f(x) =a #0 i limg(z) =0, onda je lim —= = +00. To se
T—C xT—C T—C g(l‘)
kratko zapisuje s
a_
0

(za a # 0). Ovo naravno ne znaci da je sad dozvoljeno dijeljenje s nulom, veé¢ oznaka

5 znaci da se broj blizu a dijeli brojem koji je blizu 0, ali nije jednak 0. Nadalje, ako
je lim f(x) = a # +oo i lim g(x) = £o00, onda je lim M = 0. To se kratko zapisuje s
T—C T—C T—c g(x)
a_,
00

(za a € R). I ovo ne znaci da je oo broj s kojim mozemo dijeliti, ve¢ oznaka < znaci
da broj blizu a dijelimo jako velikim ili jako malim brojem.

/()

Ukoliko je lim f(z) = lim g(x) = 0, onda je lim ——= limes tipa % koji spada u
T—C T—rC r—c g(l’)

ovisno o funkcijama f i ¢ moze po-

neodredene izraze. To znaci da limes lim
primiti razlic¢ite vrijednosti.

Kod racionalnih funkcija potencijalne vertikalne asimptote odnosno beskonacni li-
mesi funkcije mogu se pojaviti u ,rupama u domeni” (nultockama nazivnika). Veé
smo rekli da ¢e se vertikalna asimptota x = ¢ kod racionalne funkcije pojaviti toéno
u onim sluc¢ajevima u kojima je nakon skrac¢ivanja svih zajednickih faktora brojnika
i nazivnika broj ¢ nultocka nazivnika, ali ne i brojnika. Skracivanjdl] faktora (z — c)
iz brojnika i nazivnika pod limesom je dozvoljeno jer nas za limes ilg}: f(z) ne zanima

§to je za x = ¢ te stoga mozemo smatrati  — ¢ # 0. Stoga je skraivanje zajednickih
faktora brojnika i nazivnika prvi korak u izracunavanju limesa racionalne funkcije u
tocki ¢ koja je nultocka nazivnika.

ISkraéivanje razlomka je dijeljenje brojnika i nazivnika istim brojem, dakle mozemo skratiti samo
one faktore za koje smo sigurni da nisu jednaki nula.
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Primjer 80. Izracunajmo
lim z(z —1)(x+ 2)2.
z—0 m2(x + 5)

Zajednicki faktor brojnika i nazivnika je x, a on pri izracunavanja limesa u tocki 0 nije
jednak nuli. Stoga nakon skracivanja dobivamo

(x —1)(x+2)?
x(x +5)

Brognik tog izraza za x ~ 0 je priblicno jednak (0 — 1)(0 +2)* = —4, ;.

lim(z — 1)(z +2)? = —4.

z—0
Nazivnik x(x + 5) postaje sve blizi nuli Sto je x blizi nuli, tj.

lim z(z +5) = 0.
z—0

Stoga itmamo

-1 2)? —4
lim (z-D+2) = < limes tipa — » =
20  x(x +5) 0

i to +o0 slijeva (za x < 0, a blizu 0, je x(x + 5) negativno, a i brojnik je negativan:
—4), a —00 zdesna (za mali x > 0 je x(x + 5) pozitivno). Kratko ovaj racun obiéno
pisemo

-1 2)2 -1 2)? —4
lim s —e+2) = lim (z-D+2) =q— p = *Fo0.
=0  x%(z+5) =0  z(z+5) 0
2 -1
Primjer 81. Limest lim T 7 lim su oba tipa . Za prvi imamo
z—0 €x rz—1 {1:2 —1 0
2
im 2 i 4+1) = 1
x—0 x x—0

(jer je x + 1 blizu 1 kad je x blizu 0), a za drugi

o —1 i 1 1
lim = lim = —
=12 — 1 z—=1qx 4+ 1 2
| L
(jer je i blizu 5
konacne rezultate.

kad je x blizu 1). Vidimo dakle da limesi tipa % mogu davati razlicite

1t Ponovimo bitno. .. Isto je reé¢i da funkcija f ima vertikalnu asimptotu x = c i da
je bar jedan od jednostranih limesa od f u tocki ¢ beskonacan. Kazemo da je limes od
f u ¢ beskonacan ako sto je x blizi ¢ (bez da je pritom x = ¢) vrijednosti f(x) postaju
proizvoljno velike ili proizvoljno male. ©
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4.4 Horizontalne asimptote i limesi u beskonacnos-
ti

S horizontalnim asimptotama susreli smo se kod racionalnih i kod eksponencijalnih
funkcija. Tada smo ih opisali kao horizontalne pravce, dakle pravce s jednadzbom
oblika

y=1>L

koji imaju svojstvo da se lijevi odnosno desni dio grafa funkcije uz njih sve vise pri-
ljubljuje $to smo dalje lijevo odnosno desno. Pod lijevi/desni dio grafa mislilo se: dio
grafa koji se odnosi na jako male/jako velike vrijednosti varijable. Iz interpretacije
grafa funkcije slijedi i drugaciji, nesto precizniji opis : pravac y = L je horizontalna
asimptota funkcije y = f(z) kad za jako male ili za jako velike x vrijedi f(x) ~ L. U
ovom poglavlju formalizirat ¢emo tu ,,definiciju”.

Ako nas zanima ponasanje funkcije f za jako male ili jako velike vrijednosti varijable
x, onda govorimo o limesima u beskonacnosti. Oznaka

lim f(z)=1L

T—+00

cita se ,limes funkcije f kad x tezi u plus beskonacnost je L” i znaci: sto je x vedi, to
je f(x) blizi broju L. Sli¢no, oznaka

lim f(z)=1L

T——00

se cita ,limes funkcije f kad x tezi u minus beskona¢nost je L” i znaci: Sto je x manji
(negativniji), to je f(x) blizi broju L.

Definicija 11 (Horizontalne asimptote). Pravacy = L je horizontalna asimptota lijevo
odnosno desno za funkciju y = f(x) ako vrijedi lirf f(z) = L odnosno lim f(z) =
T—+00 T—>—00

—L.
Matematicki precizna definicija limesa u beskonac¢nosti glasi
Definicija 12 (Limesi u beskonaé¢nosti). KaZemo da je

lim f(z)=1L

T——+00

ako vrijedi: za svaki € > 0 postoji M > 0 takav da kad god je x > M wvrijedi

f(2)— L] <.
Kazemo da je
lim f(x)=1L
T——00

ako vrigedi: za svaki € > 0 postoji M > 0 takav da kad god je x < —M wrijeds

|f(z) = L| <e.
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U obje definicije smisao broja ¢ je da opisuje udaljenost f(z) do L za koju zelimo da
bude proizvoljno mala, a da pritom mozemo s z ,,oti¢i dovoljno daleko” lijevo odnosno
desno (sto je regulirano postojanjem broja M). Mozemo to izreéi i drugacije: za pro-
izvoljno zadanu maksimalnu gresku aproksimacije € mozemo naéi vrijednost varijable
(M odnosno —M) pocevsi od koje (udesno odnosno ulijevo) aproksimacija vrijednosti
f(z) s L daje gresku manju od zadane.

Limesi u beskonacnosti pojavljuju se primjerice u kemijskoj kinetici, u kojoj se
ravnotezna koncentracijaﬂ nekog reaktanta ili produkta B ¢esto oznacava s [B], 1 pod
tim se misli na

tj. koncentraciju [B] nakon §to je proteklo jako puno vremena.
Od limesa u beskonacnosti, korisno je zapamtiti sljedece:

lim C=C,
T—Fo00

) 1

lim — =0 (n>0),
x—+oo ™
lim «*=0 (0<a<l),

r—+00

lim a*=0 (a>1).

T——00

Nadalje, kod racionalnih funkcija lako je odrediti limese u beskonacnosti. Ideja
postupka je da kad je x jako velik (ili jako mali) onda u iznosu polinoma dominira
vodedi ¢lan (primjerice: ako je f(x) = x? + 3x + 2 onda za jako velike x imamo
2?2 >> 3z + 2 te je f(z) ~ 2?). Stoga imamo

. A" + ap1 2" N4+ ar + ag . a,x" . Ay
lim T = lim = lim —=z
z—+00 0™ + by L+ ..+ iz + by w—too by,x™ a—doo by,

Posljednji limes je 0 ako n < m, a za n = m je jednak e Stoga sve racionalne funkcije
kojima nazivnik nema manji stupanj od brojnika imaju horizontalne asimptote (i to
istu lijevo i desno). Ako je nazivnik veéeg stupnja od brojnika ta asimptota je z-os
(pravac y = 0), a ako su brojnik i nazivnik istog stupnja horizontalna asimptota je
y = 3= (kvocijent vodecih koeficijenata brojnika i nazivnika).

Napomenimo da, kao i limesi u nekoj tocki ¢ € R, limesi u beskonacnosti takoder
ne moraju postojati. Jedan takav sluc¢aj su beskonacni limesi u beskonacnosti. Ako
f(z) postaje proizvoljno velik (malen) §to je x veéi, pisemo ml_l}gloo f(z) = 400 odnosno

lirf f(z) = —oo. Analogno, lim f(x) = +oo znadi da §to je x manji, to je f(z)
Tr—r+00 T—r—00

vedi 1 postaje proizvoljno velik, a lim f(z) = 400 znaéi da §to je x manji, to je f(x)
T——00
manji i postaje proizvoljno malen.
Od beskonac¢nih limesa u beskonacnosti, dobro je zapamtiti sljedece:

lim 2" =+o00 zaparann € N,
r—+00

2Ponekad se trenutna koncentracija ozna¢ava s cg, a ravnotezna s [B].



124 POGLAVLJE 4. LIMESI, ASIMPTOTE I NEPREKIDNOST FUNKCIJA

lim 2" = +o00 za neparan n € N,
T—300

lim a” =400 (a>1),

T—+400

lim a® =400 (0<a<1l),

T—r—00

lim log,z =400 (a>1),

T—r—+00

lim log,z=—-00 (0<a<1).

r——+00
Moze se dogoditi i da se limes funkcije u beskona¢nosti ne moze opisati niti kao
beskonacan.

Primjer 82. Limesi lirf cosx ne postoje: ocito nisu beskonacni jer kosinus poprima
T—r1=00

samo vrijednosti izmedu —1 1 1, a zbog periodicnosti se ne mozZe identificirati nikoji
broj kojem bi se vrijednosti cosx pribliZavale za jako velike ili jako male vrijednosti
varijable.

Treba biti oprezan i oko pitanja smislenosti ispitivanja nekog (ili oba) beskonacna
limesa.

Primjer 83. Nema smisla pitati koliki je 1 postoji li lim log,x jer nema smisla
T—r—00
wvrstavati negativne brojeve u logaritam.

Primjer 84. Na slicﬁ @ je graf funkcije koja je u polarnim koordinatama zadana
jednadzZbom.:

r=e 7

Lijepo se vidi da se ta krivulja sve guscée privija uz kruznicu r =1, 1. da je

lim e V¢ =1.
V—+oo

3+ Ponovimo bitno... Broj L je limes funkcije f u beskonacnosti (+00 odnosno
—o0) ako §to je varijabla x veca odnosno manja, to je f(x) blizi L. Postojanje limesa
u beskonacnosti istoznacno je s postojanjem horizontalne asimptote. ©

4.5 Kose asimptote

Ponekad se za graf funkcije moze uociti pravac koji nije horizontalan, a ima svojstvo
da se graf uz njega priljubljuje sve vise sto su vrijednosti varijable vece ili manje. Tada
govorimo o kosoj asimptoti.

Kada ¢e pravac y = kx + [ biti kosa asimptota za funkciju y = f(x), recimo desno?
Za pocetak, f mora biti definirana za proizvoljno velike vrijednosti varijable x i ne
smije postojati desna horizontalna asimptota (ne smije postojati xgrfoo f(z)). Zelimo

da bude f(x) ~ kx + [ za jako velike z, tj. da bude @ ~k+ i ~kif(r)—kr=l
za jako velike x. Stoga imamo definiciju:

3Za ovaj primjer zahvaljujem asistentu Vladimiru Stilinoviéu s PMF — Kemijskog odsjeka u Za-
grebu.
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Slika 4.6: Krivulja r = e~ /7,

Definicija 13 (Kose asimptote). Pravac y = kx+1 je kosa asimptota desno za funkciju
y = f(z) ako vrijedi
k= lim _f(x)

T——+00 €T

= lim (f(x)— kz).

T—r+00

Analogno, pravac y = kx + 1 je kosa asimptota lijevo za funkciju y = f(x) ako vrijedi

lim @

k=

T—r—00 X

= lim (f(x)— k).

Tr——00
Primjer 85. Neka je f: R — R, f(z) = ‘”;fsl. Tada je
2
1
i ) g 2Ly
z—too I z—+oo 12 — b

dakle k = 1. Sad moZemo dalje racunati

)

: : 2?41 . Br+1
S 00 ko) = i (T ) = i T =
tj. L = 5. Stoga je pravac y = x + 5 kosa asimptota (i lijevo i desno) za funkciju f, $to
je ilustrirano slikom [{.7

Napomenimo da se moze desiti da se moze izracunati k, ali ne moze izracunati [.
U tom slucaju naravno nema kose asimptote.

Za kraj price o ponasanju funkcija u beskona¢nostima, zaklju¢imo: horizontalne i
kose asimptote, ako postoje, omogucuju aproksimaciju funkcije konstantnom odnosno
afinom funkcijom. Na jednoj (lijevoj ili desnoj) strani funkcija moze imati najvise
jednu asimptotu, dakle ne moze imati istovremeno horizontalnu i kosu. S druge strane,
lijeva i desna asimptota ne moraju se poklapati te imamo sljede¢e moguée kombinacije:
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Slika 4.7: Primjer funkcije (f(x) = %) s kosom asimptotom (y = = + 5).

x

e Funkcija nema ni horizontalnih ni kosih asimptota;
e Funkcija ima samo jednu horizontalnu ili kosu asimptotu za obje strane;

e Funkcija ima samo jednu horizontalnu ili kosu asimptotu, ali samo lijevo ili samo
desno, a na drugoj strani nema asimptota;

e Funkcija ima dvije asimptote, jednu lijevu i jednu desnu, a svaka je ili horizontalna
ili kosa.

Ponovimo jos jednom: horizontalne i kose asimptote nema smisla traziti ako funkcija
nije definirana za proizvoljno male vrijednosti varijable (tada nema smisla traziti lijevu)
odnosno za proizvoljno velike vrijednosti varijable (tada nema smisla traziti desnu).
Specijalno, za dva slucaja najceséa u primjenama, ako je domena funkcije segment,
ona ne moze imati ni horizontalnih ni kosih asimptota, a ako je definirana na (0, +00)
ili na [0, +00), onda moze imati samo desnu horizontalnu ili kosu asimptotu.
1t Ponovimo bitno. .. Pravac y = kx+[ je kosa asimptota funkcije f ako Sto je x vedi
i/ili manji, to je f(z)— kz blizi broju [. Postojanje kose asimptote lijevo odnosno desno
znaci da se za jako male odnosno velike vrijednosti x funkcija f moze aproksimirati
afinom funkcijom y = kx + [. ©

4.6 Svojstva limesa i neki vazni limesi

Intuitivno je jasno da ako su za x blizu broja ¢ (ili pak postaje jako velik odnosno mali,
tj. x — £00) vrijednosti f(z) blizu Ly, a g(z) blizu Ly, da je onda i f(x) & g(z) blizu
L=+ Lo, f(x)g(z) blizu Ly Ly i % blizu f—; (ovo posljednje naravno samo za Ly # 0 jer
su iznosi limesa realni brojevi za koje nije dozvoljeno dijeljenje s nulom). Kao i obi¢no
u matematici, svojstva na koja nas intuicija navodi da bi morala vrijediti moraju se
dokazati. Vjerovali ili ne, gornja svojstva se stvarno mogu dokazati te vrijedi
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Teorem 7. Neka postoje lim f(x) i lim g(z), gdje je c € R, ¢ = 400 ili ¢ = —0c0. U
Tr—c Tr—cC
tom slucagu postoje i limesi lim (f(z) £ g(x)) @ lim (f(x) - g(x)) te vrijedi:
T—cC Tr—cC

lim (f(2) + g(x)) = lim f(z) + lim g(z),

lim (f(z)  g(x) = lim £ (&) ~ lim g(z).

lim (f(x) - g(x)) = lim f(z) - lim g(x).

Tr—cC Tr—cC Tr—cC

lim,_,. f(z)

lim, . g(x) '

Nadalje, ako je lim,_,.g(x) # 0, postoji i lim /() i jednak je

Tr—C g(x)

Zapravo, ta smo svojstva ve¢ koristili u opisu postupka za racunanje limesa raci-
onalnih funkcija, a slijedi jos jedan primjer.
x + x2e”

Primjer 86. Treba izracunati lim ————. Kad je x blizu 0, kosinus mu je blizu 1 te
a—0  COS T

je limes nazivnika 1. Kad je x blizu nule, onda su x i 2% blizu nule, a e® je blizu 1 te
je brognik blizu 0 4+ 0 - 1 odnosno limes brojnika je 0 (kad x tezi u nulu). Stoga je

o ox+ax%® 040-1
lim = —
z—0 COST 1

0.

Kako bismo izra¢unali limes liH(l) Vsinx? Nije primjenjivo nijedno od cetiri pravila iz
Tr—r
gornjeg teorema jer u teoremu nije navedeno pravilo za odredivanje limesa kompozicije
funkcija. No, opet ¢e se potvrditi ono na sto nas intuicija navodi: kad je x blizu 0, onda
je sinz blizu 0 te je v/sinz blizu v/0 = 0, tj. nas limes iznosi nula. Moze se dokazati
da vrijedi
Teorem 8. Neka postoje limes lim f(x) = L i lim g(y) = L'. Tada je
Tr—cC

y—L

lim g(f(z)) = g(lim f(z)) = L"
Tr—cC Tr—C
Pomocu gornja dva teorema mogu se izracunati mnogi limesi, no problemi nastaju
ako pravila ne primjenjujemo u skladu s gornjim teoremima, tj. ne pazimo na uvjet o
postojanju limesa.

Primjer 87. Neka je f(z) = sinz i g(z) = =—. Za © — F00 ne postoji niti limes
lim f(z) niti lim g(x), ali postoji lim f(x)g(x) = lim 1=1.
r—+o00 z—+o00 r—+o00o z—+o00
Dakle, moguée je da postoji limes produkta iako pojedinacni limesi ne postoje (jedan
ili oba). Isto vrijedi i za ostala svojstva iz teorema.

Ponekad indirektno mozemo zakljuciti koliki je limes, primjenom tzv. ,teorema o
sendvicu”. On u biti kaze da ako znamo da je za z-eve iz nekog intervala oko ¢

f(z) < g(x) < h(z)
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i ako znamo da je

lim f(z) = lim h(x) = L,
Tr—cC
onda je i

Tr—cC

lim g(z) = L.
r—cC
Primjer 88. Znamo da je za svaki x

—1 <sinz < 1.
Stoga je i za sve x >0

1 sinxz 1
—— < < -—.
x x x

- 1 .1 o ‘

Kako je lim (——) = lim — =0 slyedi i da je

T—+00 €T T—+00 I
lim = =0,
T——+00 €T
Analogno bi se vidjelo da je i
lim o0 = lim = .
r——00 X x—+00

T

Za izracunavanje raznih limesa osobito korisno je znati sljedeca tri vazna limesa

. sinz
lim =1,
z—0
et —1
lim =1,
x—0 x

(posljednji limes je definicija broja e).

.. . , . 1l—cosz
Primjer 89. Izracunajmo lim
T—r

> lim In(1 + ) i lim (x—l) :
xT z—0

x z—doo \ 2 + 1
1— 2sin? 2 2 (sin2) 1 sin2\? 1 1
lim Coslem 2:imM:—lim 2) =-.12=_,
z—0 x2 z—0 T2 | (2)2 2 £—0 Z 2 2
5 2
. In(1+2) y
}jlir(l] . ={y=In(1+2)} = lim

e N Lonenen
lim (x ) = lim ( ”f) = lim ( ””) ¢
r—Foo \ T + 1 x—Foo \ 1 —+ P r—+o00

G+ e @

¥ Ponovimo bitno. .. Limes zbroja/razlike/produkta/kvocijenta funkcija jednak je
zbroju/ razlici/produktu/kvocijentu limesa tih funkcija (ako oni postoje).

®
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4.7 L’Hopitalovo pravilo

Cest problem pri izracunavanju limesa su tzv. neodredeni izrazi % i 2. Ti izrazi zovu

se neodredeni jer daju razli¢ite konacne rezultate ovisno o funkcijama zbog kojih su se
pojavili te nije moguce direktno zakljuciti koji je konacni rezultat limesa. U neodredene
izraze spadaju i 0 - 0o, +00 — 0o, 1, 0°, 0 i jo§ neki, no veéina se uz odredene
manipulacije mogu svesti na tipove 8 i 2. lTako se u nekim slucajevima, primjerice kod
racunanja limesa racionalnih funkcija, dosta lako ,ispetljati” iz problema i izracunati
takve limese do kraja, ipak se ¢esto radi o dosta mukotrpnim rac¢unima koji se obi¢no

mogu izbjeci koristenjem L’Hopitalovog pravilaﬁ

Teorem 9 (L’Hopitalovo pravilo). Neka su oba limesa lim f(zx) i lim g(x) jednaka 0 ili
Tr—cC

r—c
/
su pak oba beskonacna (pri cemu je ¢ € R ili c = £o0). Ako postoji limes lim f/éxs
xr—C g €T
ako je jednak too, te ako je g'(x) # 0 za z-eve iz nekog intervala oko c, onda vrijedi

lim M = lim f’(x)
T—e g(gj) Tz—e g’(x)

ili

Primjer 90. Limes lin% xl je tipa %. Primjena L’Hopitalova pravila dage:
T—

2Inz 2
lim =lim% =2
x—1 x — 1 x—1 1
!
x
U teoremu treba naglasiti uvjet ,,ako postoji” jer postoje situacije kad limes lim f/(( ;
r—c g X
L - . [(@)
ne postoji, ali ipak postoji limes lim ——=.
Tr—cC g(l’)
Primjer 91. Pokusaj izracunavanja limesa
. T +sinz
lim ———
r—+o00 x
(kogi je tipa =) I’Hopitalovim pravilom daje:
T +sinw
lim rsmr lim (1 + cosz).
r—Fo00 x r—+o0
o . .. r+sinz : : : :
Posljedngi limes ne postoji iako postoji hI:El ——— i jednak je 1 (jer za jako velike
T—r 00 T
x dodavanje sinusa - koji je broj izmedu —1 ¢ 1 - nema bitan utjecaj na limes pa vrijedi
. T +sinx . T
lim ———— = lim —=1).
T—rFo00 X r—too I

4Pravilo je nazvano po francuskom matemati¢aru Guillaume Francois Antoine Marquis de
IHopitalu (1661.-1704.), autoru prvog udzbenika matematicke analize u kojem se nalazi i ovo pra-
vilo. Pravilo otkrio je zapravo otkrio §vicarski matematicar Johann Bernoulli (1667.-1748.). Prezime
I’Hopital se cesto pise i I’'Hospital, kako se pisalo u 17. i 18. stoljecu, te se pravilo nalazi i pod nazivom
I’Hospitalovo pravilo.
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Takoder, treba paziti na to da se I'Hopitalovo pravilo smije primjenjivati samo na

limese kvocijenata funkcija koji su tipa % ili 2.
2

x

Primjer 92. Imamo lim = Ty jer je 1 w prirodnoj domeni funkcije kojoj
=1 —

racunamo limes. Da smo isli primijeniti [’Hopitalovo pravilo bez provjere uvjeta da se

x
radi o limesu tzpa g ili 22 (a ovdje to nije slucaj) dobili bismo krivi rezultat hn% P =
z—1x —

Pomocu I'Hopitalova pravila mozemo pokazati da eksponencijalna funkcija s bazom
a > 1 brze raste od svake potencije tj. da vrijedi
x?’l
lim —=0 (a>1).
z—+oo qF
Primjer 93. Molarni toplinski kapacitet dvoatomnog idealnog plina konstantnog volu-
mena opisan je formulom

Cum =37+ (7

hy ohw/ (KT)
e (i)

KT ) (ehv/3T) —1)*

Pritom su R, h, k i v konstante. Zelimo li opisati molarni toplinski kapacitet pri vrlo

niskim temperaturama, treba izracunati lim  Cy, t).
T—(0K)+

5 hy 2 ehv/(kT)
lim R+l =) ——= | =
T—(0K)+ \ 2 KT')  (ehv/(RT) — 1)

5 hy 2 ehv/(kT)
R li ] — | =
2 + Tﬁ%ﬁiﬁ ((kT) (ehv/(T) — 1) ¢

Radi lakseg racunanja oznacimo x = Z—; Ako T — (0K)+, onda v — +o00. Stoga je

5 r%e® 5 (22 + a?)e”
== lim —— = (L’Hopital) = - lim ———— =
0=t A e Ty T R =R I e
5 21’—|—Q3 , 5 2+42x
= —R+ xll)+oo 5ot — 3 = (L’Hopital) = —R + :EEI—POO er =
, 5 2 5 5
= (L’Hépital) = _R—’—xl—l}—&l—loo% = §R—|— 0= §R.

Dakle, pri vrlo niskim temperaturama molarni toplinski kapacitet dvoatomnog idealnog
plina konstantnog volumena iznosi priblizno gR.

Zadatak 23. Kakav je molarni toplinski kapacitet dvoatomnog idealnog plina konstant-
nog volumena za jako visoke temperature?
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Zadatak 24. Owisnost koncentracije ¢ produkta C reakcije A+ B — C o vremenu u
sluc¢aju reakcije drugog reda (parcijalno prvog obzirom i na A i na B) dana je formulom

1— 6(bfa)lct

C(t) = abm .

Pritom je a pocetna koncentracija reaktanta A, b je pocetna koncentracija reaktanta B,
a k je koeficijent brzine reakcije (ima pozitivan iznos i jedinicu Lmols™"). Odredite
ravnoteznu koncentraciju co, produkta C , tj. koncentraciju kad ,reakcija ode do kraja™.
Uputa: odvojeno promatrajte slucajeve a > b, a =b 1 a < b.

1t Ponovimo bitno. .. L’Hopitalovo pravilo ¢esto pomaze kod trazenja limesa kvoci-
jenta dviju funkcija, ukoliko je taj limes tipa % ili 2. Prema tom pravilu, ako umjesto
pocetnog limesa izracunamo limes kvocijenta derivacija polaznih funkcija, taj limes
jednak je pocetnom limesu. ®

4.8 Neprekidnost funkcija

Na pocetku ovog poglavlja, vezano uz sliku 4.1|, utvrdili smo da kad je tocka u kojoj
trazimo limes u domeni funkcije, limes u toj tocki moze i ne mora biti jednak vrijed-
nosti funkcije u njoj. Tako smo sa slike utvrdili da je lim4 flx)=44# f(—4) = -2
T——
te da 1irr% f(z) ne postoji, dok je f(7) = 0. S druge strane, 1irr(1J f(z) = =12 = f(0).
T T—
Posljednja situacija je cesca, a i ljepsa—sa slike vidimo da pri crtanju grafa prolaskom
kroz tocku s apscisom —2 ne moramo podici ruku s papira odnosno da graf ., prirodno”

prolazi kroz odgovarajucu tocku. Takvo svojstvo zove se neprekidnost u tocki. Preciz-
nije:

Definicija 14 (Neprekidnost). Funkcija f je neprekidna u tocki ¢ svoje domene ako
vrijedi

lim f(z) = f(c).

r—cC
Ako je ¢ uw domeni od f i lim f(x) # f(c), onda kazemo da f u ¢ ima prekid (c je tocka
Tr—rcC
prekida funkcije f).
Funkciju koja je neprekidna u svakoj tocki svoje domene zovemo neprekidnom funk-
crjom.

Uobicajeno je tocke prekida identificirati kao apscise mjesta na kojima smo pri
crtanju grafa morali podiéi ruku s papira. Primijetimo da se pitanje (ne)prekidnosti
funkcije odnosi samo na elemente domene. Dakle, funkcija sa slike nema prekid u
tocki 2 jer tamo nije definirana.

Primjer 94. Funkcija f(x) = % nema prekid u 0 iako pri crtanju grafa kod apscise 0

moramo podi¢i olovku s papira. Naime, 0 nije u domeni pa je besmisleno pitanje ima
li il nema f prekid u 0.

Sve elementarne funkcije su neprekidne u svim tockama svoje domene.
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Slika 4.8: Funkcija s jednim prekidom.

Primjer 95. Neka funkcija f zadana je s

f<$):{ex, 0<xr <1,

? 2<x<0

Ona je definirana za x € (—2,0) U [0,1] = (=2,1], a graf joj je prikazan slikom|[4.8 S
grafa je vidljivo da ova funkcija ima prekid u 0, a u ostalim tockama svoje domene je
neprekidna.

Provjerimo to racunski. Funkcija je na intervalu od 0 do 1 elementarna, a i na
intervalu od —2 do 0. Stoga je jedina moguca tocka prekida 0. Vrijednost funkcije u 0
je f(0) = e® = 1. Odredit éemo lijevi i desni limes u 0:

lim f(z)=lime® =1,
z—0— z—0

li = lim2® =

By J) = e =0

(za © < 0 pravilo je f(x) = e* pa kad racunamo limes slijeva gledamo limes od e, dok
je za x > 0 pravilo f(x) = x* pa za limes zdesna gledamo limes od x*). Vidimo da se

lijevi © desni limes u 0 razlikuju, a 0 je u domeni, pa funkcija ima prekid u 0.

Primjer 96. Funkciyja zadana po dijelovima moZe biti neprekidna, kao sto je to pri-
myjerice funkcija apsolutne vrijednosti. Drugi primjer neprekidne funkcije zadane po
dijelovima je f : R — R zadana s

x? x <0,

flz)=9 e =1, 0<z <1,
e—1, z>1.

Njen graf je prikazan slikom[{.9

Obzirom na definiciju, postoje dva moguéa uzroka prekida funkcije f u nekoj tocki
¢ iz domene:
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Slika 4.9: Neprekidna funkcija zadana po dijelovima.

e Ne postoji limes lim f(z) pa ne moze biti jednak f(c). Primjer takvog prekida
Tr—cC

je u tocki ¢ = 7 za funkciju ciji graf je prikazan slikom Ako pritom postoje
jednostrani limesi hm+ f(z)i lim f(x), onda govorimo o prekidu prve vrste ili
Tr—cC Tr—Cc—

skoku, a ako bar jedan od ta dva jednostrana limesa ne postoji (ili je beskonacan),
govorimo o prekidu druge vrste ili bitnom prekidu;

e Limes lim f(z) postoji, ali je razli¢it od f(c). Primjer takvog prekida imamo u
Tr—cC
tocki ¢ = —4 za funkciju ¢iji graf je prikazan slikom .1} U ovakvom slu¢aju
govorimo o uklonjivom prekidu jer bismo promjenom definicije f(c) iz trenutne
vrijednosti u vrijednost lim f(z) dobili funkciju neprekidnu u c.
Tr—cC

Posljedica svojstava limesa je da se neprekidne funkcije ,,pristojno” ponasaju kad
ih kombiniramo. Preciznije:

Teorem 10. Ako su funkcije f i g neprekidne u tocki ¢, onda su i njihov zbroj, razlika
i produkt funkcije neprekidne u c. Ako je uz to i g(c) # 0, onda je i kvocijent f/g
takoder funkcija neprekidna u tocki c.

Ako je funkcija f neprekidna u tocki ¢ i funkcija g neprekidna u tocki f(c), onda
je i kompozicija g o f neprekidna u c.

Najvazniji teorem o neprekidnim realnim funkcijama jedne varijable je

Teorem 11 (Bolzano-Weierstrass-ov teorem). Ako je f : [a,b] — R neprekidna i nije
konstantna funkcija, onda je slika te funkcije segment.

Smisao tog teorema je da neprekidna funkcija kojoj je domena segment [a, b] postize
svoj globalni minimum i globalni maksimum (rubovi segmenta koji je slika funkcije),
da ona postize sve meduvrijednosti izmedu minimuma i maksimuma te da su jedine
moguce tocke promjene predznaka funkcije njene nultocke. Taj teorem opravdava ranije
opisani postupak za odredivanje globalnih ekstrema funkcije zadane na segmentu jer
garantira da oni postoje.

Velika vec¢ina funkcija koje se pojavljuju u primjenama matematike u kemiji su
neprekidne funkcije. Ipak, postoje i neke iznimke. One se najc¢esée pojavljuju u obliku
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skokova, tj. prekida prve vrste jer se obi¢no radi o nagloj promjeni vrijednosti neke
fizikalne ili kemijske veli¢ine. Najtipic¢nije tocke prekida imamo na granicama faza
odnosno pri faznoj tranziciji.

Primjer 97. Promotrimo ovisnost gustoée p neke ciste tvari o temperaturi T (pri
konstantnom tlaku). Tada p ima dvije tocke prekida (skoka), i to pri temperaturama
ledista i vrelista (T i Th,). Skok (pad gustoée) pri Tz (razlika lijevog i desnog limesa
od p uTt) je u pravilu mangi od onog pri Ty,. Unutar pojedine faze se gustoéa mijenja
neprekidno u ovisnosti o T'.

Primijetimo ovdje da zbog mogucnosti supostojanja dviju faza ovdje nemamo pravu
funkciju — temperaturama Ty, © Tty pridruZene su dvije gustoce koje odgovaraju dviema
supostojecima fazama promatrane tvari pri toj temperaturi.

Gotovo sve funkcije koje susretemo u primjenama su na veé¢em dijelu domene ne-
prekidne i imaju najvise konacno mnogo prekida. Takve funkcije zovemo po dijelovima
neprekidne funkcije.
3t Ponovimo bitno. .. Funkcija je neprekidna u nekoj tocki svoje domene ako je u
toj tocki svejedno racunamo li limes ili ju uvrstimo u funkciju. U suprotnom govorimo
o tocki prekida. Nema smisla reé¢i da je ¢ tocka prekida funkcije f (niti da je u ¢
funkcija f neprekidna) ako ¢ nije u domeni od f. Neprekidne funkcije su one koje su
neprekidne u svim tockama domene. U primjenama najceséa vrsta prekida je skok, tj.
prekid kod kojeg lijevi i desni limes u tocki prekida postoje, ali su razliciti. ©

4.9 Derivacija kao limes

Sad konacno mozemo dati preciznu definiciju derivacije funkcije f u tocki c:
Definicija 15 (Derivacija). Ako je ¢ tocka domene funkcije f i postoji lz'mesﬂ
f(z) = f(c)

lim ,

z—c Tr—cC
onda se taj limes zove derivacijom funkcije f u tocki ¢ i oznacava s f'(c) ili %(c).

Funkcija koja je derivabilna u svakoj tocki svoje domene zove se derivabilnom (ili
diferencijabilnom) funkcijom.

Kad se govori o derivaciji funkcije, bez da naglasimo u kojoj tocki, misli se na
funkciju f’ koja je definirana u svakoj tocki ¢ u kojoj je f derivabilna i koja svakoj
takvoj tocki pridruzuje iznos derivacije f'(c).

Sad je lako utvrditi u kojim sluc¢ajevima derivacija f'(c) ne postoji. Mogudi slucajevi
su:

1. U zatvorenim rubovima domene funkcije (npr. u a i b ako je domena segment
[a, b]) ne mozemo traziti obostrani, nego samo jednostrane limese, pa nema smisla

®Uotite da se radi o limesu koeficijenta smjera sekante kroz tocke (c, f(c)) i (x, f(x)) u Cartesiuso-
vom koordinatnom sustavu.
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definirati derivaciju u zatvorenim rubovima intervala koji ¢ine domenu. Stoga su,
kako smo ve¢ ranije rekli, takvi zatvoreni rubovi dijelova domene uvijek kriti¢ne
tocke funkcije.

2. Limes lim 2@ =19
Tr—cC Tr — C
znaci da je u tocki s apscisom ¢ tangenta na graf od f vertikalna. Primjer je deri-
- 3
vacija funkcije f(z) = ¢z uec = 0: lim fl@) = 10 = lim \/—E = lim 7% = 0.
r—cC Tr —cC z—0 g z—0

je beskonacan. U Kartezijevom koordinatnom sustavu to

3. Ako funkcija ima prekid u tocki ¢, onda je lim f(x) # f(c) pa brojnik u limesu
xr—c
o @) = 1)

T—ve T —c
ili neodreden. Dakle, ako funkcija ima prekid u ¢, onda ne postoji f’(c).

4. Limes lim M
Tr—cC Tr — C
Geometrijski se radi o ,,§pici” na grafu. Primjer je derivacija funkcije f(z) = |z|
x) — f(c T
M = lim u, sto je slijeva jednako lim, ,o_ =% = —1,
z—0 xr—cC z—0 T x

a zdesna lim, o4 £ = 1.

nema limes 0, dok nazivnik ima limes nula te je limes beskonacan

ne postoji jer se limes slijeva i limes zdesna ne podudaraju.

u tocki ¢ = 0: lim

Trec¢i od nabrojanih slucajeva povlaci da je neprekidnost nuzna za postojanje deri-
vacije:

Teorem 12. Ako funkcija ima derivaciju u nekoj tocki, onda je i meprekidna u toj
tocku.

Obrat ne mora vrijediti, tj. postoje neprekidne funkcije koje nemaju derivaciju u
nekoj tocki. Najjednostavniji primjer je funkcija apsolutne vrijednosti.

Napomenimo da za veé¢inu funkcija koje susre¢emo u primjenama vrijedi ne samo da
su derivabilne na svojim domenama, ve¢ i da su njihove derivacije neprekidne funkcije.
Takve funkcije zovemo glatke funkcije (ili: funkcije klase C1).

Vijezbe radi, izvedimo svojstvo aditivnosti derivacija iz definicije derivacije.

Primjer 98. Neka su f i g derivabilne u c te neka je h = f + g tj. za sve x je
h(z) = f(z) + g(z). Tada imamo:

(9 = tim MO g [0 +0(0) 1O —9(0) _
:1ﬂﬂ%5§2+gf%f%ﬂ=f@+y@

tj. pokazali smo da je (f + g)'(c) = f'(¢) + ¢'(c).

Zadatak 25. DokaZite svojstvo homogenosti, tj. formulu (Af)'(c) = A- f'(¢) (A je
konstanta, f je funkcija derivabilna u c, a Af je funkcija definirana s (Af)(z) =
A f(z)).
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Slika 4.10: Lagrangeov teorem srednje vrijednosti.

Jedan od najvaznijih teorema o derivacijama je

Teorem 13 (Lagrangeov teorem srednje vrijednosti). Ako je funkcija f derivabilna na
f(b)—f(a)

{a,b) i neprekidna na [a, b, onda postoji bar jedan c € {(a, b) takav da je f'(c) = =5—=-=
Geometrijski gledano teorem kaze da ¢emo za derivabilnu funkciju i njenu pro-
izvoljnu sekantu moéi naci tocku na grafu (izmedu tocaka koje odreduju sekantu) takvu
da je tangenta u toj tocki paralelna toj sekanti (vidi sliku . Alternativno, mozemo
re¢i da se kod svih (derivabilnih) promjena neke fizikalne veli¢ine u vremenu postoji tre-
nutak u kojem je trenutna brzina jednaka prosjecnoj brzini tokom cijelog promatranog
vremenskog intervala.
%t Ponovimo bitno. .. Derivacija funkcije f u tocki ¢ definirana je s

f/<C) — lim f(ZL‘) B f(C) )
r—C Tr — C
Svaka derivabilna funkcija je neprekidna, ali obrat ne mora vrijediti. ©

4.10 Zadaci za vjezbu

1. Izracunajte

z—1)?

z2—5z+6
x245x—12 °

)
)
C) 11m$_>2 % .

(1+2)*—4z—1

) $2+LL‘5 .

) x5 —2x+1
z2—-3x+2 °

)

hmazﬁo
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(g) lim _(@=2)*
g T—+00 x3—4z2+5 °

822 —5z+13
(h) limgoy o0 *5570

)
)
)
)

(i) limg o |

2
11
(j) limg ., o 5=

Rjesenje.

(a) 0. (b) 4. gc) 3. (d) 6. (e) =3. (f) —1.

(h) 0. () 2. @

(a) lim,_,3 Y221
(b lim \/12+3m—2x )

VBz—2—ax+2 °
(d) limg o0 (\/x2 —br+4— x) .

(e) lim, ., o (\/x2 —br+4+ x) )
(

f Vat1-1

)
)
(¢) limg_ys Vou—1-vAz+1
)
)
) Va—8+2

hmw—>0

Rjesenje.
(@) 3. (b)) =3 (o) 3. () =3 () 3. () 3.

sinx

= 1 izraCunajte

Rjesenje.

(@) 5. (b) 0. () =1 (d) L.

e3r_1
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Rjesenje.
(a) 7. (b) 2. (¢c) 2. (d) i (d) 1.

5. Uzimajuéi u obzir da je

izracunajte
(a) limg oo (1 + %)m )
(b) Timg o (1 + 22)% .

x
: 22 —32+2
(C) hmx%,oo (I2—+2 .

(d) lim,_yo L1

Rjesenje.

(a) e*. (b) €% (c) e (d) -1
6. Dokazite

20—z —1

lim =3,

r—1 xr — 1
koristec¢i definiciju limesa funkcije.

7. Pomoc¢u L’Hospital-ovog pravila odredite

x*—4x3 4222+ 3242
3 —-3x—2 '

)

)

)

)
() limg_, o T—22F2000
(f) li

)

)

)

)

Rjesenje.
(a) —2. (b) 3. (c) 0.
(h) 1. (1) 2. (j) L.

8. Odredite asimptote funkcija
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(a) flo) =5

(b) f(2) = 55

(c) flz) = =it

(d) f(2) = =5

(e) fla) ==L

(f) flz)=ze:

(8) f(x) = arctg 71
Rjesenje.
(a) y=1. (b) z=1, y=0.

(e) y=—-1(z = —x), y=1(z = 4+00).

(c) y=uz.
(f) y=2—1.

9. Ispitajte tok i skicirajte graf funkcija

(a) f(z)
(b) f(z)
(c) f(x)
(d) flz) =
(e) f(x)
(f) f(=)
(g) f(=)
Rjesenje.
(a)

(g) y=0.
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(d) z=-1,z=2 y=z+1.
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10. Dokazite da je funkcija

o= { %228

neprekidna na R.

11. Odredite parametar a € R tako da funkcija

4—22, <0
J@)={ a L x=0
4+Z x>0

bude neprekidna na R.
Rjesenje. a = 4.

12. Moze li se funkcija f dodefinirati u tocki ¢ tako da bude neprekidna na R, ako je

(a) flo) =ttt o= 2
(b) f2)=tr . c=0.

() fl@)=(z—1) e, c=1
Rjesenje.

(a) da, f(=2) =0. (b)ne. (c) ne.

13. Odredite tocke i vrste prekida funkcije

%,x<0

2 ,0<z<1
F@) =93 9y 1<u<3

4 x >3

Rjesenje. x = 0 prekid druge vrste, x = 3 prekid prve vrste.
14. Koristedi definiciju derivacije funkcije odredite f’(c), ako je
(a) f(x)=20—-3, c=1.

(b) f(z) = Vi, c=4
(¢) fl(x)=lnz, c=e.

Rjesenje.
(a) f(1)=2. (b) f(4) =131 (c) fie)=1.
15. Ispitajte derivabilnost funkcije
r+2, r<—1

1 , —1<2<0
flz) = ?+1,0<2<1
= vl

Rjesenje. f derivabilna na R\ {—1,1}.
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16. Dokazite da funkcija
flz)y=1—2*+1

nije derivabilna u tockama z = +1.
17. Koji od uvjeta Lagrange-ovog teorema srednje vrijednosti nije ispunjen za funk-
ciju

f(z)=|Inz|?






Poglavlje 5

Integralni racun za realne funkcije
jedne varijable

5.1 Neodredeni integral

Cesto je poznata derivacija funkcije, a nije poznata ,pocetna” funkcija. Primjeri takvih
situacija su brojni, a odredivanje pozicije u ovisnosti o vremenu ako je poznata ovisnost
brzine o vremenu je zasigurno najpoznatiji takav primjer. Stoga je prirodno pitanje:
mozemo li odrediti funkciju ako joj je poznata derivacija?

Definicija 16 (Antiderivacija (primitivna funkcija)). Antiderivacija (primitivna funk-
cija) zadane funkcije f : I—R (gdje je I otvoren interval) je svaka funkcija F : I—R
sa svojstvom F'(x) = f(x) za sve x € I.

Funkcija f : R—R zadana s f(x) = 32 kao antiderivaciju ima npr.
F:R—R, F(z) = 23. No, uoéimo da su primjerice i Fy(x) = 2> — 10 i F3(z) = 23 +7
takoder antiderivacije od f.

Teorem 14. Ako funkcija f : =R ima antiderivaciju, onda ih ima beskonacno mnogo.
Ako je F jedna antiderivacija od f, onda je za svaku konstantu C' € R funkcija F¢
zadana s Fo(x) = F(x) + C takoder antiderivacija od f.

Dokaz teorema je jednostavan: ako je I’ antiderivacija od f, tj. F/ = f, onda je
(Fe)(z) = (F(z)+C) = F'(z)+ C" = f(x) za sve x € I pa je i F¢ antiderivacija od
f.

Fizikalno interpretirano, postoji beskonacno mnogo funkcija pozicije ako nam je
jedini poznati podatak o gibanju iznos brzine u svakom trenutku—to je razlog zasto
se u takvim fizikalnim primjenama obi¢no zadaje i pocetni uvjet koji omogucuje odabir
tocno jedne od svih antiderivacija.

Ako je brzina cestice pri slobodnom padu dana s v,(t) = —gt, onda se
lako vidi da je pozicija opisana sa z(t) = —%t* + C za neku konstantu C. Ukoliko
znamo da je pocetna pozicija (u trenutku t = 0) bila z2(0) = h, onda mora biti z(0) =
04+ C = C = h pa je antiderivacija (funkcija pozicije) koja zadovoljava taj pocetni
wvjet jedinstveno odredena sa z(t) = h — 4%,

145
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Prije nego uvedemo pojam neodredenog integrala, upozorimo na jedan detalj iz
definicije antiderivacije. U definiciji se zahtijeva da su funkcija i njena antiderivacija
zadane na istom otvorenom intervalu. Uvjet otvorenosti je posljedica potrebe za derivi-
ranjem antiderivacije (kako znamo, derivacije nisu definirane u ,,zatvorenim rubovima”
intervala). No, ovdje je bitniji naglasak na istom intervalu.

Primjer 101. Uzmemo li funkciju f(x) = %, lako bismo pogodili da su njene antide-
rivacije oblika Fo(x) =Inz + C. No, In je definiran na I = (0,+00), a f za prirodnu
domenu ima (—o0,0) U (0, +00)!

Ovdje se ne radi samo o tome da Zelimo da po mogucnosti f i F' imaju istu domenu
(izgleda kao da smo pri antideriviranju ,izgubili” pola domene). Da smo f gledali kao
funkciju zadanu na I, onda bi F stvarno bile njene antiderivacije. Kako je f zadana
na uniji dva intervala, ona na svakom od njih ima drugaciju formulu antiderivacije:
pogledamo li bolje, na I' = (—00,0) jedna antiderivacija od f bila bi zadana formulom
G(z) = In(—z) jer je G'(x) = —L =1 zax € I'. Dakle, mozemo definirati da su

x
antiderivacije od f (na njezinoj prirodnoj domeni) dane s

| C+Inx, x>0
Fc(x)—{ C+In(—z), <0

ili drugacije zapisano, antiderivacije su dane s
Fo(x)=C+nlz|, zel'UI=R.

U pravilu, osobito u primjenama, situacija je bitno jednostavnija jer se vecini funk-
cija kao domena uzima jedan interval.

Kako smo vidjeli, antiderivacija je svaka funkcija koja derivirana daje zadanu funk-
ciju i (ako ih uopée imamo) imamo beskona¢no mnogo antiderivacija— ako je F' anti-
derivacija od f, tada su i sve F takoder antiderivacije. Jesu li to sve ili ima i drugih?
Odgovor daje:

Teorem 15. Ukoliko funkcija f ima antiderivaciju F', onda su sve njene antiderivacije
oblika F¢, tj. skup svih antiderivacija od f je skup {Fc : C € R}.

Jedan smjer (,,svaka F¢ je antiderivacija”) smo dokazali gore. Drugi smjer oslanja
se na jednu posljedicu Lagrangeovog teorema o srednjoj vrijednosti koja kaze: ako
je derivacija neke funkcije jednaka nuli na nekom intervalu, ta je funkcija na tom
intervalu konstantna. Sad imamo iduéi tok zakljuc¢ivanja: tvrdimo da f nema drugih
antiderivacija osim onih oblika F, a pretpostavka teorema uzela je F' kao poznatu.
Neka je onda G bilo koja druga antiderivacija od f (dakle, znamo G’ = fi f, F'i G su
definirane na istom intervalu 7). Tvrdimo da je G oblika Fi» za neko C. Pogledajmo
funkciju G — F. Njena derivacija za € [ je dana s (G — F)'(z) = G'(x) — F'(z) =
f(z) — f(z) = 0. Prema gore spomenutom, zakljué¢ujemo da je F — G konstantna
funkcija na I, tj. da je (G — F)(z) = C za sve z € I. Dobili smo $to smo htjeli:
G(z) = F(z) + C za sve x € I, dokaz gotov!
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Definicija 17 (Neodredeni integral). Neodredeni integral funkcije f je skup svih njenih
antiderivacija. Oznaka neodredenog integrala funkcije f, ako joj je varijabla oznacena

sx, je
/f(x)dx

Funkcija f zove se podintegralna funkcija.

Temeljem gornjeg teorema i definicije, trebali bismo pisati: [ f(z)dax = {Fo:C €
R}. Iz prakti¢nih razloga uobicajen je jednostavniji zapis:

/f(x)dx =F(z)+C.

Primjer 102. Pisemo npr.
/3x2dx =2+ C.

Tablicu neodredenih integrala sad mozemo shvatiti kao tablicu derivacija sa zami-
jenjenim stupcima, uz dodavanje konstante integriranja C'.

U sluc¢aju neodredenog integrala konstantu integriranja je nuzno pisati;
u suprotnom ne samo da se ne postuje smisao neodredenog integrala kao skupa svih
antiderivacija, nego se mogu dobiti i krivi rezultati. Primjerice, ako je ubrzanje u
svakom trenutku dano s a,(t) = —g, onda je brzina opisana kao neodredeni integral
v,(t) = [a.(t)dt = —gt + C. Ako bismo ovdje izostavili konstantu integriranja dobili
bismo v,(t) = —gt, §to je tocno samo ako je pocetna brzina nula.

Evo sad i tablice osnovnih neodredenih integrala:

f(z) J fz)dz

K Kx+C

a l.a+1

Y a# -1 5+ C

2 In|z|+C

a® %—1—0

sin x —coszx + C

cos T sinx + C

o arctgx + C
11 > arcsinz + C
—X

Sjetimo li se da je deriviranje imalo svojstvo linearnosti (derivacija zbroja funk-
cija je zbroj derivacija i derivacija konstante pomnozene s funkcijom je ta konstanta
pomnozena s derivacijom te funkcije) te uzesi u obzir da je neodredeni integral definiran
preko antiderivacije, lako se vidi da vrijedi
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Teorem 16 (Linearnost neodredenog integrala). Neka su funkcije f i g zadane na
1stom intervalu te K neka konstanta. Tada vrijedi:

[ @)+ gt@) do = [ f@ydo+ [ g(a)de,

/Kf(x) do = K/f(x) da.

Pod tabli¢nim integriranjem podrazumijeva se integriranje temeljem osnovne tablice
integrala uz eventualno koristenje svojstva linearnosti i transformacija podintegralne
funkcije formulama iz elementarnije matematike.

2 —1+C§s 2a Pa 1Mamo

Primjer 103. Odredimo [ cos? 5dz. Znamo da je cos®a =

1 1
/coszgdx:/§+§cosxdx:

1 1 1
zé/dx—l-i/cosxdx:g%—m;m%—a

Iz prethodnog je vidljivo da su u odredenom smislu deriviranje i inte-
griranje medusobno inverzne operacije. Preciznije, vrijedi

([rwar) = s,

/f’(:v) de = f(z) + C.

Pritom se prvom formulom Zeli reci: koju god antiderivaciju od f derivirali, dobit éemo
f- Uz oznaku deriviranja d% gornge formule poprimaju jos lakse pamtljive oblike

& (@) = s,

/%dx:f(x)qLC.

1t Ponovimo bitno... Antiderivacija funkcije je funkcija koja derivirana daje za-
danu funkciju; obje moraju biti definirane na istom intervalu. Ako funkcija posjeduje
antiderivaciju F', onda su sve njene antiderivacije oblika F' plus konstanta te ih ima
beskona¢no mnogo. Neodredeni integral funkcije je skup svih njenih antiderivacija. ®

5.2 QOdredeni integrali

Promotrimo sljede¢i problem:
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Primjer 104. Dana je ravna (zatvorena) cijev, duljine 1 i povrsine presjeka A. Cijev
je napunjena nekom otopinom poznate mnoZinske koncentracije c. Kolika je mnoZina
otopljene tvari koja se nalazi u cijevi? Zadatak je lagan ako otopina u cijevi posvuda
ima jednaku koncentraciju: tada je n = ¢V = cAl. No, sto ako ¢ varira ovisno o
pozicifi uzduz cijevi?

Recimo da je na poziciji x € [0, L] koncentracija otopljene tvari jednaka c(x).
Aproksimativno, mogli bismo napraviti iduce: podijeliti cijev na vise dijelova duljine
Ax i ako svaki takav dio pocinje pozicijom x; procijeniti koncentraciju na tom dijelu sa
c(x;). Uocimo da je uz te oznake x;11 = x; + Ax odnosno x; = iAx, i =0,1,2,.... U
tom slucaju kao ukupnu mnozinu dobili bismo n =~ AAx ) . c(x;) = AAx ), c(iAx), no
to je ocigledno samo aproksimacija toéne mnozine. Ipak, kad bismo zamislili da imamo
sve vise poddijelova, tj. da duljine Ax postaju sve blize nuli, onda je intuitivno jasno
da bi aproksimacija koncentracija sa c(x;) na pojedinom dijelu postajala sve tocénija, tj.
gornja suma bi se pribliZavala tocnoj mnozini — pisali bismo

n= A1916130 (AAx Z c(zAm)) :

Slican problem bio bi i sljededi:

Primjer 105. Kolika je povrsina koju s x-osi zatvara graf pozitivne funkcije f :
0,L] - R, a koja je omedena vertikalama x = 0 i x = L? Ako f nije afina, nema
jednostavnog nacina za izracunavanje te povrsine. Aproksimativno, mogli bismo inter-
val [0, L] podijeliti na puno dijelova Sirine Ax i ukupnu povrsinu aproksimirati zbrojem
pouvrsina pravokutnika Sirine Ax i visine f(x;). Dobili bismo

PrAzy  f(z).

lako naizgled drugaciji problem od prethodnog, primijetimo da su oni isti ukoliko je

f(z) = Ac(z).

Definicija odredenog integrala temelji se na ideji iz prethodna dva primjera. Naj-
jednostavniji pristup je preko problema povrsine, slicno kao u prethodnom primjeru.
Odredeni integral odreden je ne samo funkcijom, nego i segmentom na kojem funkciju
promatramo.

Neka je f : [a,b] — R neka ogranicendl] funkcija (za drugaéije se ne definiraju
odredeni integrali). Podijelimo interval [a,b] na puno dijelova (kaze se: napravimo
subdiviziju: @ = 29 < 21 < ... < x, = b). U pravoj definiciji odredenog integrala
razmaci izmedu dva susjedna x;-a ne trebaju biti jednaki, ali ¢emo radi jednostavnosti
pristupa uzeti da jesu: z;11 — x; = Ax za sve indekse i.

Na svakom podintervalu [z;, ;1 1] umjesto funkcije f gledamo dvije konstantne funk-
cije: jednoj je iznos jednak najmanjoj vrijednosti m; funkcije f na tom intervalu, a

IFunkcija je ograniéena na svojoj domeni ako joj se graf moze nacrtati izmedu dva horizontalna
pravca y = m iy = M, tj. ako mozemo naéi brojeve m < M takve za sve x iz domene vrijedi
m < f(z) < M.



150 POGLAVLJE 5. INTEGRIRANJE

(a) (b)

Slika 5.1: Donja i gornja integralna suma kao aproksimacije povrsine ispod grafa funk-
cija.

drugoj je iznos jednak najvecoj vrijednosti M; funkcije f na tom intervalu. Tako defi-
nirane funkcije nam daju stepenaste aproksimacije polaznog grafa, kako je vidljivo na
slici Vidimo da ¢emo u prvom sluc¢aju povrsinu izmedu grafa i osi apscisa aprok-
simirati zbrojem povrsina pravokutnika koji na svakom podintervalu idu do najnize
tocke grafa na tom podintervalu (slika (a)). Zbroj tih povrsina zovemo donja in-
tegralna sumaﬂ pridruzena subdiviziji a = g < 77 < ... < x, = b. Analogno se zbroj
povrsina pravokutnika kojima na svakom podintervalu visina ide do najvise tocke grafa
zove gornja integralna sumaEl pridruzena subdiviziji a = xg < 1 < ... <z, = b, vidi
sliku (b). Formalno zapisano, gornja i donja integralna suma s i S izgledaju ovako:

n—1 n—1
s = Z m;Ax, S = Z M;Ax,
i=0 i=0

Primijetimo ovdje da brojevi m; i M; (te stoga i iznosi suma) ne moraju biti pozitivni:
ako funkcija na nekom (i-tom) podintervalu subdivizije postize negativne vrijednosti,
onda ¢e m;, a mozda i M;, biti negativan. Stoga samo za funkcije koje su nenegativne
na [a,b] sume s i S jesu aproksimacije povrsine izmedu grafa i osi apscise; opcenito,
povrsine pravokutnika koji su ispod osi apscise u integralnim ¢e se sumama pojaviti s
negativnim predznakom — pogledajte sliku

Ocigledno ¢e za razlicite odabire subdivizije slike izgledati donekle razlicito: svaka
subdivizija odreduje po jednu gornju i jednu donju sumu. Nadalje, intuitivno je jasno
da sto je manji Az (uzi pravokutnici) to ¢e gornja i donja suma biti blize to¢noj povrsini
izmedu grafa funkcije i osi apscisa (odnosno tamo gdje je funkcija negativna, bit ée blize
totnoj povrsini s predznakom minus), sto se vidi i na slici

Definicija 18 (Odredeni integral). Gornji integral I ogranicene funkcije f : [a,b] — R
je limes gornjih integralnih suma kad Ax — 0 (ako taj limes postoji). Donji integral
1 ogranicene funkcije f : [a,b] — R je limes donjih integralnih suma kad Az — 0
(ako taj limes postoji). Ako postoje i gornji i donji integral i jednaki su, onda se broj

2Pravilan naziv je donja Darbouxova suma.
3Pravilan naziv je gornja Darbouxova suma.
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v

| =Ny

Slika 5.2: Donja integralna suma za funkciju koja nije nenegativna na [a,b] moze biti
negativna.

() (d)

Slika 5.3: Sto je manji Az to donje (i gornje) integralne sume imaju rubove sli¢nije
zadanom grafu funkcije.

I = I = I zove odredenim (ili Riemannovim) integralom funkcije f : [a,b] — R i

b
oznacava $ / f(z)dx; kazemo da je f (Riemann-)integrabilna na segmentu [a,b].

b
Brojevi a i b zovu se granice (donja i gornja) odredenog integrala / f(z)dz.

[staknimo najvaznije ¢injenice o odredenim integralima, vidljive iz prethodnog
opisa:

e Ako je funkcija f nenegativna na [a,b] i ako joj se na tom segmentu moze
izracunati odredeni integral, onda je to broj koji je jednak povrsini izmedu kri-
vulje grafa funkcije f, x-osi te vertikalnih pravaca x = a i x = b;

e Povrsine dijelova izmedu grafa i z-osi ispod intervala na kojima je funkcija ne-
gativna pribrajaju se sa suprotnim predznakom (vidi sliku odredeni inte-
gral odgovara zbroju dvije zelene povrsine umanjenom za crvenu povrsinu, dok
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Slika 5.4: Razlika izmedu odredenog integrala i povrsine.

je stvarna povrsina omedena grafom, osi apscisa i rubnim vertikalama jednaka
zbroju sva tri dijela);

e Osnovna ideja definicije odredenog integrala je da povrsinu izmedu grafa funkcije
i x-osi aproksimiramo zbrojevima povrsina sto uzih pravokutnika, koje zovemo
integralnim sumama;

e Odredeni integral je broﬂ za razliku od neodredenog integrala koji je skup funk-
cija.

Vratimo se na uvodni primjer

Primjer 106. Mnozina otopljene tvari u cijevi duljine | i povrSine presjeka A cija
koncentracija na udaljenosti x od pocetka cijevi iznosi c¢(z) dana je s

n= /Ol Ac(z) da.

Primijettmo da smo u primjeru na svakom podintervalu funkciju aproksimirali

iznosom u lijevom rubu, mno moZe se pokazati da ako je I = I (tj. ako je funkcija
n—1

b
integrabilna), onda je i lim ( E i - AJ;) = / f(z)dz za bilo koji odabir vrijednosti
Az—0 P a

yi-ova izmedu my; 1 M;.

Osnovna svojstva odredenog integrala koja su vidljiva iz same definicije su:

o / f(z)dz = 0 za svaku funkciju f definiranu u @ (jer povrsina duzine iznosi 0);

b c b
o / flz)dz = / f(z)de +/ f(z)dz za c € [a,b] (povrsinu mozemo razbiti na

dva dijela vertikalom z = ¢);

4Ukoliko z i y imaju neku fizikalnu dimenziju, tj. jedinice, onda odredeni integral ima jedinicu koja
je produkt jedinica od = i y.
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(a) (b)

Slika 5.5: Odredeni integrali parnih i neparnih funkcija.

e ne sasvim ocito, ali takoder direktno iz deﬁnicijslijedi i / x)dr = / f(z

(zamjena granica integrala mijenja predznak odredenog integrala).

Takoder, ako je f zadana na simetricnom segmentu [—c, ¢| i parna je ili neparna,
imamo jos dva korisna svojstva:

Propozicija 2. Neka je f : [—c,c] — R integrabilna na [—c,c|. Ako je f parna, onda

: /_if(a:)dsz/ocf(x)dx

RO

Primjer 107. Imamo fi,) ze ™ =0 i [T cosz =2 [ cos.

a ako je f neparna, onda je

Dokaz nije tezak (integral se rastavi na integrale od —c¢ do 01 0 do ¢ i u lijevom
zamijeni z s —x te naravno koriste definicije parne i neparne funkcije), no umjesto pre-
ciznog dokaza, dajemo graficki dokaz uz intepretaciju odredenog integrala kao povrsine,
vidljiv na slici

Primijetimo da je gornje zaklju¢ivanje kako su integralne sume sve blize tocnoj
povrsini izmedu grafa i z-osi $sto nam je Ax blizi nuli sigurno tocno ako je funkcija
neprekidna. Takoder, ako funkcija ima samo kona¢no mnogo tocaka prekida izmedu
a i b, onda ¢emo moci racunati povrSine izmedu po dvije susjedne tocke prekida i
onda ih zbrojiti te tako izracunati odredeni integral. To ujedno pokazuje i da postoje
funkcije koje nisu derivabilne, a jesu integrabilne. S druge strane, kako je svaka de-
rivabilna funkcija neprekidna, ona je i integrabilna. Ukratko: iz derivabilnosti slijedi
neprekidnost, a iz neprekidnosti integrabilnost.

Propozicija 3. Ako je f : [a,b] = R funkcija koja ima najvise konacno mnogo tocaka
prekida u segmentu [a,b], onda je ona integrabilna na [a,b], tj. moZe se izracunati

5Radi se o sljedeéem: u definiciji smo od a do b i§li tako da je svaki sljedeéi x; bio veéi, tj. uz
pozitivan Az. Ako pak trebamo iéi od b do a moramo iéi ulijevo, tj. dodavati negativan Azx.
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fabf(:v) dz. Ako su sve tocke prekida ci,ca, ..., ¢y (nabrojane po velicini, tj. a < ¢ <
o <...<cm<b), onda je

/abf(x)dx:/acl f(x)dl'—f—/cff(x)dx_’_.“_|_/C:f(x)dm‘

Funkcije s beskonacno mnogo prekida ne moraju se moci integriratiﬂ
Lt Ponovimo bitno... Odredeni integral f; f(z)dz funkcije f : [a,b] — R se za
slucaj nenegativne funkcije f moze definirati kao povrsina omedena vertikalama z = a
ix =b, s z-osiigrafom funkcije f. Ukoliko funkcija f postize i negativne vrijednosti na
[a, b], dijelovi povrsine ispod z-osi se u ff f(z) dz pribrajaju s negativnim predznakom.
Sve funkecije koje su neprekidne ili imaju kona¢no mnogo prekida u [a, b] su integrabilne
na [a,b]. Integral f_ccf(x) dz je za neparne, na [—c, ¢| integrabilne, funkcije f jednak
nuli. Integral kojem se gornja i donja granica poklapaju je takoder jednak nuli. ©

5.3 Vezaizmedu odredenog i neodredenog integrala:
Newton-Leibnizova formula

Dosad definirane vrste integrala naizgled i nemaju puno toga zajednickog— zasto se
onda u oba slucaja govori o integralima? Uz to, oc¢igledno bi bilo jako tesko, mozda i
nemoguce, izracunavati odredene integrale temeljem njihove definicije. Sto uéiniti?

Odgovor na oba gore postavljena pitanja za neprekidne funkcije daje tzv. osnovni
teorem infinitezimalnog racuna, poznat i kao Newton—Leibnizovaﬂ formula.

Teorem 17 (Osnovni teorem infinitezimalnog racuna). Neka je realna funkcija f ne-
prekidna na segmentu [a,b]. Tada je formulom

F(z) = /xf(t)dt, x € [a,b]

definirana funkcija F' i ona je antiderivacija za f na (a,b). Nadalje, za svaku antide-
rivaciju F od f vrigedi Newton-Leibnizova formula

b
[ #a)de = Pl = ) - Fo)

Ovaj teorem zove se osnovnim teoremom infinitezimalnog rac¢una jer iskazuje medu-
sobnu inverznost deriviranja i integriranja. Uz to, on povezuje odredene s neodredenim
integralima te omogucuje racunanje odredenih integrala preko neodredenih (vaznije u
primjenamal) i obrnuto:

SNajjednostavniji primjer ogranic¢ene funkcije koja nije integrabilna je funkcija f : [0,1] — R takva
da je f(x) = 1 za racionalne z, a f(z) = 0 za iracionalne . Ta funkcija je poznata kao Dirichletova
funkcija.

"Formula je dobila ime po sir Isaacu Newtonu (1642.-1728.) i Gottfriedu Wilhelmu Leibnizu (1646.-
1716.) koji su neovisno jedan o drugom krajem 17. stolje¢a otkrili medusobnu inverznost deriviranja
i integriranja, tj. upravo tu formulu.
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Korolar 1. Za realnu funkciju f neprekidnu na [a,b] i njenu antiderivaciju F vrijedi:

F(x) :F(a)—i-/wf(t)dt, x € [a,b),

o= ([ rwa).

Posljedica Newton-Leibnizove formule je da i odredeni integral, kao i neodredeni,
ima svojstvo linearnosti:

/ " (F(a) + g(x) do = / ) da / gla)de,

/abe(:v)d:v — K/abf(x)da:.

5dz .

Primjer 108. Izracunajymo ff b

2 d 2
5_x_5/ v de = (5In|z))[ =5In2 —5In1 = In25.
1

1 T

Primijetimo da Newton-Leibnizova formula vrijedi samo za neprekidne funkcije,
no moze se (temeljem propozicije [3)) primijeniti i za funkcije s konaéno mnogo tocaka
prekida ¢y, g, ..., ¢ € [a,b]. Uz oznake ¢y = a i ¢py1 = b dobivamo formulu

Ci+1

[ = i [ = Y|

gdje su F; antiderivacije od f na pojedinim podintervalima.

Primjer 109. Neka je zadana funkcija f: R — R s

e’, x>0
flx) =< 2% —1<z<0 .
x+2, < -1

Izracunajmo fi f(z)dz. Mogucée tocke prekid sucy = —11icy =0. Prema svojstvima
odredenih integrala znamo da je

/_Zf($)dx=/_;lf($)dx+ _Olf(ﬂf)dx—l-/ozf(x)dx,

/_Zf(w)d:v:/_;1(x+2)dx+/ja:2da:+/026xdx:

8U poglavlju o limesima vidjeli smo da je samo 0 tocka prekida ove funkcije, no ovdje to nije
potrebno ispitivati, nego mozemo za svaki slucaj ,,razbiti” integral u obje potencijalne tocke prekida,
Stavise: moramo to uciniti jer su formule razlicite za z < ¢1, c1 < x < cg i za T > co.

Stoga je
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72 -1 23
249 z )12 —
(o)l ()], e
1 1 1
=(2-2-2+4 - 1) =¢*— .
(3-2-24)+ (04 3) +@-n=c]
$* Ponovimo bitno... Newton-Leibnizova formula f;f(w) dz = F(b) — F(a) po-
vezuje odredeni i neodredeni integral; pritom je F' neka antiderivacija od f. Ona se

najcesce koristi za izra¢unavanje odredenog integrala pomocéu neodredenog (tj. pomoéu
antiderivacije). ©)

5.4 Metoda parcijalne integracije

Ni u jednoj tablici osnovnih integrala ne moze se naci integral logaritamske funkcije.
Razlog je u tome sto u tablici derivacija nema nijedne funkcije koja derivirana daje
logaritamsku funkciju (ne znamo napamet nijednu funkciju f takvu da je f'(z) =
log, z). S druge strane, nije nezamislivo da bi nam moglo biti korisno znati izracunati
primjerice [Inz dz.

U ovom, a i mnogim drugim slucajevima, pomaze metoda parcijalne integracije,
koja se izvodi iz formule za derivaciju produkta funkcija. Jedan od oblika te formule je

b
T T
Stoga je

dv d du

u~a:a(uv)—a~v

Integriranje zadnje jednakosti po x daje

/udv:uv—/vdu.

Drugi, ekvivalentni, oblike te formule je

To je formula parcijalne integracije. Njena glavna primjena na rjeSavanje integrala
pojavljuje se kad pod integralom prepoznajemo jednu funkciju (v = u(x)) i derivaciju
neke druge (dv = ¢'(x) dx) takve da je tu drugu lako integrirati (lako je naéi v(x)), a da
pritom nakon deriviranja funkcije u dobijemo laksi integral [ vdu. Najceséi slucajevi
primjene ovog pravila su sljededi:

e Funkcija u ima relativno jednostavnu derivaciju, a dv = dux;

e Funkcija u je potencija od x (u pravilu u(x) = 2™, n € N), a dv je eksponencijalna
ili trigonometrijska funkcija pomnozena s dux;
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e Funkcija u je neka logaritamska funkcija, a dv je oblika ™ dx za n € R.

Dati ¢emo primjere za sva tri navedena tipi¢na slucaja.

Primjer 110.
dx
/lnxdx = {u(x) =Inz, du = —; dv = dz,v(z) = x} =
x

d
:xlnx—/x—x—xlnm—/dx:xlnx—x—i—C’.
T
Primjer 111.

/33261: dz = {u(z) = 2%, du = 2zdz; dv=e"dz,v(z) =¢"} =
= 2" — 2/956“7 de = {u(z) =z, du = dz; dv =€ da,v(x) =€} =
= 2%e" — 2 (a:'ex — /e‘r dx) = z%e” — 2xe” + 26" + C.

Primjer 112.

1
/de—{ () =Inz, du:%; dv:x_zdﬁ,v(x):—x_l} =

X

:_ln_x_‘_/x—l.%:_ln_x_‘_/ —de__ln_m_l_FC_

T T T T T

U kontekstu odredenih integrala, formula parcijalne integracije glasi

/a bu(w) dv = u(z)v(z)|’ - / bv(x) du.

Primjer 113. Izracunajmo foﬂ sin? x dz:

s s
/ sin®z dz = {u = sinz, dv—sinxdx}——sinxcos:dg—i-/ cos® xdzx =
0 0

:(—0+0)+/ C082$dx:/ (1—sin2x)dx:x]g—/ sin2xdx:7r—/ sin® z dz.
0 0 0 0

Oznacimo v I = foﬂ sin® x dz, dobili smo jednadzbu

I=n—-1
te je
/ singder =1 =~
0 2
1t Ponovimo bitno... Analog formule za deriviranje produkta funkcija u kontekstu

integrala je formula parcijalne integracije [wu(z)v'(z)dz = uw(z)v(z) — [v(z)u/(z)dx
koja opisuje kako integrirati produkt dvije funkcije od kojih je bar jedna prepoznatljiva
kao derivacija neke druge funkcije. ©
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5.5 Metoda supstitucije

/ dx
ar +b

On podsjeca na integral dT, no ako bismo pretpostavili da je aﬁb = In|ax + b| +
C, lako bismo se deriviranjem uvjerili da to nije to¢an rezultat. Prirodna ideja bila
bi zamijeniti , problemati¢ni” nazivnik ax + b novom varijablom y, no time integral
poprima oblik [ %, Sto nije smisleno jer smo dobili dvije varijable (y i varijablu po
kojoj integriramo, tj. x) za koje znamo da nisu nezavisne (y nije konstanta obzirom na
x). Stoga se pri takvoj supstituciji y = ax + b treba zamijeniti i dz. Kako? Ideja je
jednostavna: ¢y’ = a, tj.

Promotrimo sljedeéi integral:

a_,
dr
te je dxz%dy. Stoga je
dz dy 1 In fax + b
— [y = —_—1 = :
/ax+b {y=axr+b,dy =adz} = / ly| +C = " +C

Takva supstitucija zove se linearnaﬂ supstitucija: izraz oblika ax + b zamjenjujemo
novom varijablom y, s time da onda zamjenjujemo i diferencijal dx. Ukoliko je po-
dintegralna funkcija opcenitija kompozicijam afine funkcije g(x) = ax 4+ b s nekom
funkcijom f, istom supstitucijom dobivamo opc¢u formulu linearne supstitucije:

/fa:c—l—b /f

Zadatak 26. Ilzracunajte integral [ sin(5 — 3z)dx.

Gornji slucaj je specijalni slucaj opéenitije metode integriranja poznate pod imenom
metoda supstitucije.

Vidjeli smo da je metoda parcijalne integracije ekvivalent formule za derivaciju
produkta u kontekstu integrala. Analog lancanog pravila za derivaciju kompozicije
funkcija kod racunanja integrala je metoda supstitucije. Kao $to znamo, jedan zapis
lancanog pravila za deriviranje je oblika

£ dF dy
de dy da’

Neka je i—g = f(y), tj. F je antiderivacija od f, pri ¢emu je y = y(z). Tada gornju

formulu mozemo zapisati u obliku dF = f(y(z))y'(z)dz odnosno (jer dF = f(y)dy)
f fly)dy = f f(y () dz. Time smo 1zveh|ﬂ formulu metode supstitucije za neod-

redene 1ntegrale
[t = [ )

9Prikladniji naziv bio bi aﬁna supstitucija.
OPrimijetimo da je h(x) = aHb komporzicija h = fog, gdje je g(z) =ax+bi f(x) ==
1Tzvod nije sasvim precizan, veé se zapravo radi o ideji izvoda formule.
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Uobicajena primjena ove formule je u situacijama kad pod integralom uoc¢imo neku
funkciju i njenu derivaciju (do na multiplikativnu konstantu). Pritom redovno koristimo
¢injenicu

dy = ¢/(z) dx.

Primjer 114. Izracunajmo fxe"”Q dz. Kako (do na konstantu —2) x moZemo shvatiti

kao derivaciju od —x?, pokusaj supstitucije najsmisleniji je s y = —x%. U tom slucaju

je dy = —2xdz, tj. vdx = —%dy, te je

2 1 1 1 _ >
Tdr= | —zé/dy=—=€e+C=—=e" +C.
/ xre x / 26 y 26 + 26 +
U rjedim situacijama formulu metode supstitucije zgodno je ¢itati ,,udesno”.

Primjer 115. Promotrimo integral [ sin(y/z) dz. Kod njega nema vidljive kombinacije
funkcije i njene derwacije. Pokusajmo vidjeti sto bi nam dao jedini mogucéi pokusaj
supstitucije u ovom integralu: y = \/x, tj. dy = ﬁ dx. Prema posljednjem tmamo
dz = 2y/xdy = 2y dy. Dobili bismo

/sin(ﬁ) dz = /stinydy.

Posljedngi integral je rjesiv metodom parcijalne integracije — rijesite ga do kraja!
Zadatak 27. Izracunajte [sin'®zcosz dz.

Za odredene integrale formula za supstituciju glasi:

b g(b)
/ Flo(e)) (x) do = / T

Pritom je bitno da je i derivacija od g neprekidna na segmentu |[a, b].

Primjer 116. Integral f;’ 3532;1 jednak je

P ode
592 ={y=3-2z, dy = —2dz, y(2) = -1,y(3) = -4} =
2

—1dy 1
= o, T 51n|y|
-1 Y

3+ Ponovimo bitno... Metoda supstitucije za integrale opisana je formulom

—4
1
= —5(1n4—1n1) = —In4'/? = —In2.

-1

/f(y(fr))y’(x) dz = /f(y) dy.

Ona u mnogim sluc¢ajevima omogucuje da se u slucaju kad se u podintegralnoj funk-
ciji pojavljuje izraz ovisan o x i njegova derivacija supstitucijom tog izraza novom
varijablom y integral pojednostavi. ©
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5.6 Integriranje racionalnih funkcija

Svaku racionalnu funkciju moguce je integrirati, pri ¢emu prvo podintegralnu funk-
ciju pogodno preoblikujemo. Ukoliko je brojnik racionalne funkcije stupnja veceg ili
jednakog stupnju nazivnika, prvi korak je dijeljenje brojnika s nazivnikom kako bismo
izdvojili polinomijalni dio.

Primjer 117. Uzmimo [ x?—ildx. Prvo dijelimo
(-1 =u

1 ostatak je x te je

dakle

a3 _962+ x q
2—1_ 2 21"

Stoga je pravo pitanje kako integrirati racionalne funkcije kojima je brojnik manjeg
stupnja nego nazivnik. Metoda preoblikovanja takve racionalne funkcije u oblik koji
se lako integrira zove se rastav na parcijalne razlomke. Radi se o zapisu racionalne

funkcije % u obliku zbroja razlomaka koji su oblika
A
(az + b)*
ili oblika
Ax+ B

(ax? + bx + ¢)*

za koje treba odrediti A (i B). Za slucaj da su sve nultocke nazivnika ¢(z) realne
dovoljni su razlomci prvog oblika, pri ¢emu su nazivnici ax + b faktori na koje mozemo
rastaviti q(z).

Najjednostavniji slucaj imamo kad ¢(x) ima tocno onoliko (razli¢itih) realnih nul-
tocaka koliki mu je stupanj (u daljnjem ¢emo stupanj od g oznaciti s n). U tom slucaju
mozemo dobiti rastav oblika

plr) <~ A
N Z a; r + b/

1=

gdje su a;x+b; razliciti faktori nazivnika, a treba odrediti konstantne brojnike A4, ..., A,,.
Oni se odreduju tako da cijelu jednakost pomnozimo s ¢(z), ¢cime dobijemo jednakost
polinoma, a zatim redom uvrstimo nultoékelﬂ pojedinih faktora. Postupak je najlakse
opisati primjerom te ¢emo nastaviti s primjerom [117]

12Zapravo, potrebno je uvrstiti onoliko razli¢itih vrijednosti = koliko imamo nepoznanica, tj. njih
n, no najjednostavnije jednadzbe dobivamo uvrstavanjem nultocki od ¢(z).
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Primjer 118. Potrebno je —*< rastaviti na parcijalne razlomke. Faktorizirani oblik
nazivnika je (x — 1)(x + 1) te pisemo

x_A+B
2—-1 -1 z+1

Potrebno je odrediti A i B. PomnoZimo li zadnju jednakost s x?> —1 dobivamo jednakost

r=Ax+1)+ Bz —1).

U nju wurstimo x =1 i x = —1 (nultocke od x* — 1) i dobivamo
1 =24,
—-1=-2B

StogajeA:B:%z'

z 1 1 N 1
2—-1 2\z—-1 z+1
te je

1 1 1 1 1
/ ’ dxz—/( + )dx:5(1n\x—1|—|—ln|x—|—l|)zéln\x2—1|+0.

2 —1 2 r—1 z+1

Pocetni integral iz primjera stoga je jednak

3 2 1
/ﬁi1=%+§mw—u+a

Nesto tezi slucaj imamo ako ¢(z) ima visestrukih nultocki, tj. ako se u ¢(z) neki
faktor a;x 4+ b; pojavljuje s potencijom k£ ve¢om od 1. U tom sluc¢aju tom faktoru ne
odgovara jedan, nego k parcijalnih razlomaka po principu

plr) B By By By,
(ax +b)k b (az + b)? o (ax + b)k-1 i (ax + )+

Rijecima receno: pojedinom faktoru nazivnika odgovara onoliko parcijalnih razlomaka
koliki je eksponent tog faktora, pri cemu su svi brojnici tih razlomaka nepoznate kons-
tante, a nazivnici su redom potencije tog faktora od prve do one s kojom se on pojavljuje
u nazivniku.

Primjer 119. Riyesimo integral

/ @2 1 3)@ 32"

Prui faktor nazivnika je (2x + 3) i on je potencije 1 pa njemu odgovara jedan parci-
A

jalni razlomak oblika 7-=. Drugi faktor (x — 3) je potencije 2 pa njemu odgovaraju
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2 parcijalna razlomka s nazivnicima (x — 3) i (x — 3)?. Dakle, pretpostavljamo rastav
podintegralne funkcije na parcijalne razlomke.
x A B C

Qe +3) (=37 2043 (x—37 z-3

MnoZenje s (2x + 3)(x — 3)? daje
= Az —3)*+ B(2z + 3) + C(z — 3)(2z + 3).

Uvrstimo x = 3 i © = —3/2 (nultocke nazivnika polazne funkcije) i dobijemo
3=9B,
3 81
2274
2 4
lj. A= —217 1 B = % Da bismo odredili C uvrstimo jos bilo koji x, recimo x = 0:

0=9A+3B—-9C

iz ¢ega dobivamo C' = % Imamo dakle

/ (27 + 3)96(93 = / <2_x2f; + (xl_/?;,)g + ;/_273) dr =

1 1 1 1 x—3 1
=——In|224+3| - ———+ —In|lz-3|+C = =1 - C.
g7 248l - sy Hgp Inle =3I+ 27“2x+3‘ 3w —3)
Primijetimo: kad god ¢(x) ima n realnih nultocki (gdje mu je n stupanj), 2% se

rastavlja na to¢no n parcijalnih razlomaka. Time se integriranje svodi na integriranje
funkcija oblika (az + b)~™ dx koje je lako integrirati linearnom supstitucijom.

U slucaju da ¢(z) nema samo realne nultocke u rastavu se po sliénom principu po-
javljuju parcijalni razlomci oblika m;‘f%, tj. parcijalni razlomci kojima su brojnici
afine funkcije, a nazivnici potencije promatranog faktora.

Primjer 120. Rastavimo m na parcijalne razlomke. Faktor (z* 4+ 1) nema
realnih nultocaka i pojavljuje se s potencijom 1 pa mjemu odgovara jedan parcijalni
razlomak oblika 2L Faktoru (xz — 1) kao ranije odgovara parcijalni razlomak oblika

241 °
£ Dakle:
rx—1

1 _Asc+B C

(22 +1)(z—1) x2+1+x—1‘
MnoZenje s (x? +1)(z — 1) daje

1= (Az+ B)(z — 1)+ C(2* + 1).

Imamo 3 neodredena koeficijenta A, B,C, a samo jednu realnu nultocku nazivnika (to
je 1) pa éemo osim 1 u zadnju jednakost morati wvrstiti jos dva broja, primjerice 0 i
2. Ako redom uvrstimo x = 0,1,2 u zadnju jednadzbu dobijemo sustav

20 =1,
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—B+C=1,
24+ B+5C =1.

Rjesenge tog sustava je A = —%, B = —%, C = % ty.

1 Lzt
(2 +D)(xz—1) 2\ 22+1 2-1)°

Zadatak 28. Koristeci rastav na parcijalne razlomke odreden u gornjem primjeru iz-
dz

racunajte fm

1+ Ponovimo bitno. .. Integrali racionalnih funkcija ra¢unaju se pomocu rastava na
parcijalne razlomke, u kojem svakom faktoru nazivnika koji je oblika (z — ¢)* odgovara
k parcijalnih razlomaka oblika konstanta A; kroz (z — ¢)’, za potencije i od 1 do k. U
slucaju da nazivnik ima kvadratne faktore bez realnih nultocki, na njih se primjenjuje
analogan postupak, s tim da su pripadni brojnici afine funkcije. ©

5.7 Nepravi integrali

P oda
/0 r—1

Na prvi pogled radi se o obitnom, odredenom integralu za koji bi formalni racun
dao 03% = In|x — 1||3 =In2 —1Inl = In2. To rjesenje je krivo! Zasto? Ako je
to odredeni integral, onda on odgovara razlici povrsina izmedu dijela kojeg pozitivni
dio grafa zatvara s z-osi i onog kojeg zatvara negativni dio, naravno unutar granica
od x = 0 do x = 3. Skica tih povrsina daje sliku [5.6l Pogled na tu sliku otkriva
gdje lezi problem: podintegralna funkcija f(z) = -1 nije ograni¢ena na intervalu na
kojem integriramo, a preduvjet definicije odredenog integrala je ograni¢enost funkcije
na intervalu integriranja.

Promatranje slike upucuje na to da bi smislen odgovor na pitanje iznosa f03 aflTxl
mozda bio 400 ili —00, no neogranic¢enost povrsina ne mora znaciti da su proizvoljno
velike, isto kao Sto i rastuc¢a funkcija moze ,rasti u +00” ili biti odozgo ogranicena ne-
kom vrijednosti (npr. pozicijom eventualne horizontalne asimptote). Stoga nije a priori
jasno ima li formula f03 % ikakvog smisla i, ako da, Sto bi ona trebala predstavljati.

Ovakva pitanja ticu se tzv. nepravih integrala. To su integrali koji slice na odredene
integrale jer su im definirane granice integriranja, ali je funkcija na intervalu integri-

ranja neogranicena ili je pak interval integriranja neogranicen. U neprave integrale

spadaju integrali poput
3 1 T
d
/ a ,/ lnxdx,/ tgxde
o =1 Jg /2

T dg > dx +oo 2
. ?, . —1—|—{L'27 . e dl’

Promotrimo integral

i integrali tipa



164 POGLAVLJE 5. INTEGRIRANJE

Slika 5.6: Neogranic¢ena funkcija na ograni¢enom intervalu.

Prva tri od navedenih integrala kao zajednicku crtu imaju da je podintegralna funkcija
neogranicena (ima vertikalnu asimptotu) unutar ili na rubu podruéja integriranja, dok
druga tri kao podrucje integriranja imaju neogranicen interval realnih brojeva.

Prvo ¢emo se zabaviti s drugim od dva navedena tipa jer je ¢es¢i u primjenama,
osobito onima vezanim za pitanja vjerojatnosti.

Definicija 19 (Nepravi integrali s neogranicenim podru¢jem integriranja). Integrali

oblika me f(@)da, [ f(x)dw, [ f(x) da definirani su putem limesa:

/ Flaydo = tim [ fa)ds

e =R£ffm/f

fa M—/ f@)det [ fa)de

s tim da je odabir ¢ u zadnjem slucaju proizvoljan. Ukalz'ko navedeni limesi postoje,
kazemo da pojedini od nepravih integrala konvergira, a u suprotnom da divergira.

“+o00

Ideja gornje definicije je da integrale s neograni¢enim podrucjem integriranja sve-
demo na odredene integrale ¢iju jednu granicu ne fiksiramo, nego ju nakon izracunavanja
odredenog integrala pustimo da tezi u beskonac¢nost.

. C. . 1 .. . . —+o0 « e qey e - o
Primjerice, zZelimo li izracunati fl %, mozemo zamisliti da racunamo povrsinu

izmedu grafa funkcije f(x) = %, x-osi i1 granica x = 0 i x = R, s tim da granicu R

pomicemo sve vise udesno (vidi sliku [5.7)):

T dr _ B dg _
— = lim — = lim Inz[f= lim InR = +oo,
1 x R—+o0 Jq xT R—+o00 R—+o00

dakle integral f1+°° % divergira. Za ostale neprave integrale tipa

T



5.7. NEPRAVI INTEGRALI 165

Slika 5.7: Nepravi integral [ e Az

vrijedi: ti mtegrah konvergiraju za n > 11 divergiraju za n < 1. To je posljedica
01nJenlce da je fl = Rﬂ::l_l, sto kad R — 400 u slucaju da je n > 1 daje limes
azan <1 dajelimes +o0.

nl’

Zadatak 29. Izracunajte f0+°° e Tdx.

Za slucaj integrala tipa fj;o, po definiciji treba ih ,razbiti” u nekoj tocki ¢, a
najcesée se bira ¢ = 0. Ukoliko je funkcija f parna (ili neparna) i nepravi integral

f0+oo f(z)dz konvergira, mozemo primijeniti pravila za takve funkcije iz odredenih

integrala, tj. za parnu funkciju je tada f flx)dx = 2f x)dz, a za neparnu

fj::f dx = 0.

Primjer 121. Odredimo eroo 1J‘ii2 Po deﬁmcm on je jednak f -

Podintegralna funkcija je parna. Odredimo fo

+ f+00 da

1+12 1422

1+ L. Imamo:

oo dx ) R dx T
/D 1—|—ZL’2 _Rl—lg-loo/o 1+I2 :REI}}ooarCtg(R)ZE'

/+°° dx 9. T _
o 1422 9~

[e.e]

Stoga je

Putem nepravih integrala s neograni¢enim podru¢jem integriranja definiraju se
mnoge tzv. specijalne funkcije, medu kojima je najpoznatija gama-funkcija I'. Njen
smisao je poopcenje faktorijelaﬁ na realne brojevdﬂ. Za prirodne brojeve n vrijedi

I'(n)=(n—-1),

dakle primjerice I'(4) = 1-2-3 = 6. Opcenito se definira

13Z7a, prirodan broj n, n faktorijela je broj n! =1-2-3-...-n. Po definiciji je 0! = 1.
14 Gama-funkcija omoguéuje poopéenje faktorijela i na kompleksne brojeve
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,;Jmuﬂ. U
|

Slika 5.8: Graf gama-funkcije.

+o00
[(z) = / t" et dt.
0

Gama-funkcija kao prirodnu domenu ima skup realnih brojeva bez skupa negativnih
cijelih brojeva. Njen graf mozete vidjeti na slici [5.8|

Neki nepravi integrali se ne mogu izracunati preko definicije jer nije odrediva for-
mula antiderivacije. Za neke od njih su drugim matematickim metodama izracunate
vrijednosti. Medu tima se na studiju kemije najcesée pojavljuju

+o0
/ e dg = 1\/E
0 2V a

+oo |
B n!
e “dx =
0 an+1

(uocite: posljednji navedeni integral je specijalni slucaj definicije gama-funkcije).

Drugi tip nepravih integrala su integrali tipa ff f(z)dz, gdje je f neogranicena
unutar segmenta [a, b].

Definicija 20 (Nepravi integrali neogranic¢enih funkcija). Integrali oblika f: f(z)dz
gdje je lim, . f(x) = oo definirani su putem limesa:

b b
/ f(z)dz = lim f(z)dz.

e—0+ ate

Integrali oblika f;f(x) dz gdje je lim, ., f(x) = oo definirani su putem limesa:

b b—e
/ f(z)dz = lim f(x)da.

e—0+ a

Integrali oblika fabf@) dz gdje je lim, .4 f(x) = 00 za neki c € {(a,b) definirani

o /abf(m)da::/acf(a:)dx+/cbf(x)dx.



5.8. PRIMJENE INTEGRALA 167

Slika 5.9: Nepravi integral fgl %.

Ukoliko navedeni limesi postoje, kaZemo da pojedini od nepravih integrala konver-
gira, a u suprotnom da divergira.

Ideja gornje definicije je da se pri pokusaju racunanja povrSine malo odmaknemo
od tocke u kojoj imamo vertikalnu asimptotu i pomalo smanjujemo odmak e (usp. sliku

. Tako imamo

1 1
d d
X lim X~ lim (Inl —1Ine) = +o0.
0 x e—0+ Ote x e—0+

Za ostale neprave integrale tipa
U de
o "
vrijedi: ti integrali konvergiraju za n < 1 i divergiraju za n > 1. To je posljedica

v . . . 1 _e—ntl . . . . .
Cinjenice da je | % — 1 _€n+1+ , Sto kad ¢ — 0+ u slucaju da je n < 1 daje limes ﬁ,

azan > 1 daje limes +o00.

Zadatak 30. Izracunajte fol (xf—?)g.

1t Ponovimo bitno... Nepravi integrali poopéuju odredene integrale na slucajeve
kad podrucje integriranja ili podintegralna funkcija nije ogranicena. U oba slucaja
problematicni rubovi se zamjenjuju varijabilnim, ¢ime se dobije odredeni integral s
varijabilnim rubom, te se vrijednost nepravog integrala racuna kao limes odredenog
integrala kad uvrsteni varijabilni rub tezi prema problemati¢nom. ®

5.8 Primjene integrala

Uz racunanje povrsina, volumena i duljina krivulja, integrali se primjenjuju na niz
fizikalnih i kemijskih problema. U ovom poglavlju opisat ¢emo neke takve konkretne
primjene.
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Slika 5.10: Teorem srednje vrijednosti za integrale: zeleno i crveno karirane povrsine
su jednake.

Ponekad nam je u primjeni dovoljna procjena vrijednosti odredenog integrala. Za
to nam pomaze teorem srednje vrijednosti za integrale koji kaze da je

(b— a)m g/ F@)de < (b— a)M,

ako je f neprekidna na [a,b] i m je njena minimalna, a M maksimalna vrijednost na
tom intervalu. Mozemo to izredi i ovako: f:f(x) dz = c¢- (b— a) za neki ¢ € [m, M|,

tj. postoji ordinata c¢ takva da je f; f(z)dz jednak povrsini pravokutnika omedenog
pravcima © =a, = b, y = 0 i y = ¢ (vidi sliku [5.10)).

Specijalno, iz prethodnog se vidi da je ¢ prosjeéna (srednja) vrijednost neprekidnd™|
funkcije f na intervalu [a, b, dakle ju ra¢unamo kao f: f(z)dz. Kako b — a pred-

stavlja raspon varijable, mozemo reé¢i da f: f(z)dz predstavlja ukupni iznos (,,zbroj
svih vrijednosti”) neprekidne funkcije f na [a, b].

Primjer 122. Tokom jednog dana utvrdeno je da je ovisnost temperature 6 (u °C) o
vremenu t (u satima od podneva: —12h <t < 12h) dobro opisana formulom 0(t) =
0,001°Ch™¢* — 0,280°Ch ™22 + 25°C. Tuada je prosjeéna vrijednost temperature tog

dana
1 2

21 i 0(t)dt = 15,7°C.

U fizikalnim i fizikalnokemijskim primjenama cesto se pojavljuju neodredeni inte-
grali uz pocetni uvjet. Posebno Ceste su situacije kad poznamo funkciju brzine promjene
neke funkcije (brzinu predenog puta, brzinu reakcije, brzinu radioaktivnog raspada,. . . )
i pocetni iznos funkcije ¢iju promjenu promatramo (pocetnu poziciju, po¢etnu koncen-
traciju, pocetni broj atoma radioaktivnog elementa, ...). Takvi zadaci se u pravilu
rjeSavaju integriranjem funkcije brzine, a konstanta integriranja se odreduje iz pocetnog
uvjeta.

15 Ako funkcija ima konaéno mnogo prekida, pomoéu integrala mozemo raéunati prosjeéne vrijednosti
na podintervalima na kojima je funkcija neprekidna, a onda prosjek na cijelom intervalu dobiti tako
da zbrojimo te prosjecne vrijednosti i podijelimo s brojem koliko ih ima.
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Primjer 123. Promotrimo reakciju A + B — P. Stehiometrijski koeficijenti reakta-
nata su oba —1. Uvedimo pomocnu veliéimﬂ x ¢ija veza s koncentracijom c bilo kojeg
sudionika reakcije (¢iji stehiometrijski koeficijent je v i pocetna koncentracija cy) je
dana s

c=cy+rz.
Brzina reakcije je

1 de  dx

Cvodt dt

Ako je nasa reakcija drugog reda, i to tako da je prvog obzirom na svaki od dva reaktanta,
onda po definiciji vrijedi
dx
dt
gdje je k koeficijent brzine reakcije. Oznacimo s a i b pocetne koncentracije od A i
B. Kako su stehiometrijski koeficijenti oba reaktanta u ovoj reakciji jednaki —1, slijedi

= kcacg,

ca=a—1x1icg=b—x paimamo

dx

Frin k(a —z)(b— ).

Iz zadnje jednadzbe slijedm da je

dx

R

te integriranjem dobivamo

1 a—
1 =kt + C.
a—b b—u *
Alternativno, na formulu <% = k(a — z)(b — x) mogli smo primijeniti pravilo % =
4 te bismo dobili kt'(x) = (afxc)l% sto integriranjem daje kt + C' = [ kt'(z)dx =
d

Yy
il %, tj. isti rezultat.
Ocigledno je x(0s) = 0 mola te iz zadnje jednadzbe slijedi da je

1
In g.

C:
a—b b

Uvrstavanjem a —x = cp © b—x = cg dobivamo integrirani oblik zakona brzine reakcije

1 be A
In — = kt.
a—b acp
16Velicina = definira se kao = = % i zove se koncentracija izvedenih pretvorbi.

7Ovdje primijenjeni postupak zove se separacijom varijabli, §to je jedna od tehnika za rjesavanje
diferencijalnih jednadzbi s kojima ¢emo se upoznati kasnije.
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Zadatak 31. Ako znamo da je u svakom trenutku t (u sekundama) ubrzanje protona
u nekom elektricnom polju jednako a = —20(1+ 2t)~2 (akceleracija u cms™2), odredite
brzinu protona u tom polju nakon 3600 sekundi ako je w pocetnom trenutku brzina

iznosila 30 cms™1. Uputa: Ubrzanje je brzina brzine, tj. derivacija brzine po vremenu,
dv

dt’

Sliéno kao §to put iz brzine i brzinu iz akceleracije mozemo odrediti integriranjem,
mozemo odrediti i preneseni naboj ¢ ako znamo ovisnost jakosti struje ¢ o vremenu
(¢ = [idt), s tim da je tu u pravilu pocetni uvjet ¢(0s) = 0 C pa kao konstantu
integriranja dobivamo nulu (nula kulona). Integriranjem se odreduju i momenti inercije
ne-diskretnih objekata, ukupna masa i dr.

Osobito cesta fizikalna primjena integrala vezana je za pojam rada. Ukoliko na
objekt djeluje sila ¢iji iznos F' ovisi o poziciji x tog objekta, onda je rad izvrSen pod
utjecajem te sile za pomak objekta od pozicije x = a do pozicije x = b dan formulom

w:/abF(a;)dx.

U kemijskoj termodinamici ¢esto je potrebno odrediti volumni rad, tj. rad koji je pos-
ljedica promjene volumena, ili pak kemijski rad koji je posljedica promjene kemijskog
sastava sustava odnosno mnozine neke komponente. Cesto treba odrediti i elektriéni
rad. Odgovarajuce formule su

a

Va
e Volumni rad w = — / p(V)dV (za reverzibilnu promjenu volumena od Vj do
Vi
Va; ovdje je p(V) tlak pri volumenu V);
n2
e Kemijski rad w = / p(n) dn (za promjenu mnozine od ny do ng; ovdje je u(n)
ni
kemijski potencijal promatrane komponente kad joj je mnozina n);

" keqi2
nosti r = a do udaljenosti 7 = b u odnosu na naboj go; ke = 8,99 - 10 Nm? C~2
je Coulombova konstanta).

e Elektriéni rad w = / dr (rad izvrSen za pomicanje naboja ¢; od udalje-

Primjer 124. Priizotermnoj ekspanziji volumen nekog idealnog plina povecao se osam
puta. Koliki je rad izvrsen ako je ekspandiralo 10,0 mola plina pri temperaturi 298
kelvina?

Ocigledno se radi o problemu volumnog rada. Kako za idealni plin vrijedi pV = nRT
imamo da je pri volumenu V' tlak opisan s

24777.21J
V)= “2""°2""
p(V) 7

te je izvrsent rad

/Svl 2477721
w= — —_—

S = 4777210 - VI = —24777,21In8 = —515kJ.
|41
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Slika 5.11: Rad pri seriji od pet ireverzibilnih ekspanzija idealnog plina.

Napomenimo da se reverzibilna ekspanzija/kompresija moze zamisliti kao niz i-
reverzibilnih ekspanzija/kompresija, kod kojih su promjene volumena infinitezimalno
male. Kako se kod ireverzibilne promjene volumena izvrseni rad dobiva kao produkt
kona¢nog tlaka i iznosa promjene volumena (vidi sliku , formula za reverzibilnu
ekspanziju/kompresiju moze se shvatiti kao specijalni slucaj definicije odredenog inte-
grala.

Primjer 125. Neka je stanje plina opisano van der Waalsovom jednadzbom
p(Vin = 0)V,2 + a(V,, — b) = RTV,2,

gdje je p tlak, T temperatura, V,, = % molarni volumen i R = 8,3145JK ' mol™*
opc¢a plinska konstanta, a konstantni parametri a i b su ovisni o promatranom plinu.
Treba odrediti izvrieni rad ako n = 52,0mmol metana (a = 2,283 L2barmol 2 i b =
0,004278Lm01*1) ekspandira reverzibilno od V; = 1,00L na Vy = 50,0L pri 25° C, uz
pretpostavku da je plin van der Waalsov. Podsjeéamo: 1bar = 10° Pa.

Kako trebamo integrirati tlak, izrazimo ga 1z pocetnog oblika van der Waalsove

jednadzbe:
RT a nRT an’?

PoV o2 Ve v
Slijedi:
Vi Vi
w = —nRT/ (V—nb)_ldV—i—anQ/ V2AV =

Vi Vi

Vf—nb 2 1 1

— _nRTI — - ).

nRk n\/;—nb an <Vf V}>

Uvrstavange n, R, a, b, V;, Vy i T'= 298,15 K daje w = —101 J.

Zadatak 32. Koliki rad se izvrsi pri razdvajanju dva elektrona od udaljenosti 1,0 pm
do udaljenosti 4,0pm? Naboj elektrona iznosi e = 1,6 - 10719 C.
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Odredeni integrali se koriste i za odredivanje promjena iznosa termodinamickih
funkcija stanja (entalpije, entropije, .. .).

Primjer 126. U kemujskoj termodinamici ponekad se ovisnost molarnog toplinskog
kapaciteta pri konstantnom tlaku (C, ., = % ) aproksimira funkcijom

&
Cp7m(T) =a -+ bT + YT2

Empirigski parametri a, b, ¢ ne ovise o temperaturi v za dusik iznose
a=2858 K 'mol™, b=377-102JK 2mol™, ¢=—0,5-10°JKmol .

Uz pretpostavku da se dusik ponasa kao idealan plin, odredite promjenu entalpije AH i
promjenu unutrasnje energije AU ako se 1,0 mol dusika izobarno (pri tlaku p = 1atm)
zagrije od 25°C do 100°C.

Promjena entalpije se za izobarne procese racuna kao integral toplinskog kapaciteta
u zadanom rasponu temperatura tj.

Ts
AH = | c,ar,

Ty

a veza izmedu promjene entalpije © unutra$nje energije za izobarne procese dana je s
AH = AU + pAV

(AV je razlika konacnog i pocetnog volumena). Imamo redom: C,(T) =n-Cpm(T) =

na + nbT + 75,
T

AH = (na—l—an—I—%) dT =
T

— naT +nbT? — "5 = pa(Ty = T4) + nb(T2 — T2) —ne [ = — =
T Iz, 2 2t T T

te nakon wvrstavanja poznatih podataka dobijemo AH = 2,2 -10%J. Podsjecamo da
predznak promjene entalpije odreduje je li proces egzoterman ili endoterman; ovdje
imamo pozitivnu promgjenu (tj. porast) entalpije pa je promatrani proces endoterman.

Kako je pV = nRT, slijedi da je pri izobarnoj promgjeni (uz konstantnu mnoZinu)
pAV = nRAT i stoga je

AU = AH — pAV = AH — nRAT
te zbog AT = 75K dobivamo AU = 1,6 - 10® J.

U kvantnoj fizici i kemiji, ali i nekim drugim primjenama, ¢esti su i nepravi integrali.
Elektroni u atomu i molekuli opisuju se valnim funkcijama koje zovemo (atomskim)
orbitalama, a koje indirektno opisuju vjerojatnost nalazenja elektrona u nekoj tocki
prostora. Analogno se mogu promatrati i valne funkcije za druge vrste cestica. Valne
funkcije su u opéem sluc¢aju kompleksne funkcije, no ako je valna funkcija ¢ : D — C,
onda je uvijek funkcija 1)*1 realna. Pritom je s ¢* oznacena funkcija koja se iz funkcije
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1) dobije kompleksnim konjugiranjem rezultata (vidi sljedeée poglavlje). U slucaju
da je 9 realna (Sto je ¢esto u jednostavnijim primjerima), umjesto o 1¥*1) govorimo o
kvadratu valne funkcije (tj. o 1?) jer je za realne funkcije 1*1) = 9)?.

Vjerojatnost nekog dogadaja koji moze poprimiti rezultate unutar nekog intervala
I realnih brojeva (varijabla koja predstavlja te rezultate i moze poprimiti vrijednosti
unutar / zove se kontinuirana slucajna varijabla) opisuje se funkcijom gustoce vjero-
jatnosti. Ako je f : I — R funkcija gustoce vjerojatnosti za neki dogadaj, onda je
vjerojatnost da ce rezultat tog dogadaja biti izmedu vrijednosti a i b dana s

b
Pmb:/ f(z)dz.

Uocimo da je vjerojatnost da se postigne toéno vrijednost a u kontinuiranom slucaju
uvijek jednaka P,, = 0. Ocekivana (prosjecna) vrijednost rezultata (slucajne varija-
ble) kojemu je vjerojatnost opisana funkcijom gustoée f : I — R dana je s

1) = [t .

Cesto se provjerava i uvjet normiranj tj. formula

/If(x) do = 1.

Prema Bornovoj interpretaciji valne funkcije, funkcija 1)*1) odnosno 9?2 je funkcija
gustoce vjerojatnosti za nalazenje elektrona u nekoj tocki prostora. Cesto se koristi
i radijalna gustoca vjerojatnosti ¢(r) = 4wr?)? koja opisuje vjerojatnost da elektron
bude na nekoj udaljenosti r od jezgre.

U kontekstu valnih funkcija cesto je pitanje i njihove ortogonalnosti. Ortogonalnost
dvije realne funkcije f i g definirane na istom intervalu [a, b] definira se putem jednakosti

b
| #@gta)ds =0
Primjer 127. 1s orbitala vodikova atoma je valna funkcijﬂ

1 _
— e T/ao’
Vagm

gdje je ag = 52,9pm Bohrov radijus. Odgovarajuca funkcija gustoce vjerojatnosti za
nalaZengje vodikova elektrona u nekoj tocki prostora je

7701,0,0(7’) =

1
2 —2r/ao
/," e e .
wl,o,o( )— ag

8Funkcija gustoée mora biti takva da je sigurno da ¢e se desiti neki od moguéih rezultata, tj. da je
vjerojatnost da dobijemo bilo koji rezultat iz domene jednaka 100%=1.

1915 orbitala zapravo ovisi o jo§ dvije sferne koordinate, no obzirom na njih je konstantna pa ih
nismo pisali.
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=% = r/pm

Slika 5.12: Radijalna gustoca vjerojatnosti za 1s (plavo) i 2s (crveno) orbitalu jedno-
elektronskog atoma.

Funkcija je definirana za nenegativne iznose r, tj. u ovom sluc¢aju je I = [0, +00).

Zelimo li odrediti prosjecni radijus (r) 1s-orbitale vodikova atoma potrebna nam je
radijalna valna funkcija jer ona opisuje vjerojatnost udaljenosti od ishodista (koje u
mislima poistovjecujemo s jezgrom atoma). Radijalna funkcija gustocée za 1s elektron
vodikova atoma je

4 —Zr/a
¢1,O,0<7") = 47‘27rwi070(7“) = —37“26 2r/ao

Prosjecni radijus orbitale opisane radijalnom funkcijom gustoce ¢(r) jednak je (r) =
f+oo ro(r)dr. Stoga trebamo izracunati:

0
4 [t
(ry = —/ r3e=2r/a qp,
0

3
ag

Prema u prethodnom poglavlju danoj formuli fOJrOO e dr = anLil dobivamo:

Uocite: prosjecna tj. ocekivana udaljenost elektrona od jezgre je % Bohrova radijusa,
dok je udaljenost za koju je 1[)%070 maksimalna (,najvjerojatnija” udaljenost) jednaka
Bohrovom radijusu. Dakle: ocekivani rezultat ne mora biti isto Sto 1 najvjerojatniji
rezultat (nije svaka distribucija vjerojatnosti normalna). No, kako r moZe poprimiti
bilo koju vrijednost u intervalu I, prema ve¢ spomenutom je vjerojatnost da 1s elektron
nademo tocno na nekoj udaljenosti od jezgre, pa bila to i ,najvjerojatnija” udaljenost
ag i ocekivana gao, jednaka je nuli. Jedine nenul vjerojatnosti koje mozZemo odrediti
u slucaju da je vjerojatnost opisana na nekom intervalu definiranom i neprekidnom
funkcijom gustoce, su vjerojatnosti da rezultat bude unutar nekog intervala. Primjerice,

vjerojatnost da ce nas elektron biti na udaljenosti izmedu ag @ %ao jednak je povrsini
ispod grafa od ¢100 1 izmedu navedenih apscisa (iznosi f(iao/Q 100(r)dr = (10e —
17)/(2¢€%) =~ 25,3%.



5.8. PRIMJENE INTEGRALA 175

Slika 5.13: Prvih pet funkcija gustoce vjerojatnosti za ¢esticu u jednodimenzionalnoj
kutiji.

Primjer 128. 2s orbitala za vodikov atom je valna funkcija

r
¢2,0,0(T> =N (2 — —) 6_7"/(2&0),

Qo

gdje je ag Bohrov radijus. Kako je smisao zahtjeva normiranja valnih funkcija u tome
da kazZe elektron je sigurno negdje u prostoru”, iz zahtjeva normiranja moguce je
odrediti konstantu normiranja N. Opet uzimamo radijalnu gustocéu vjerojatnosti jer ona
opisuje vjerojatnost nalaZenja elektrona na bilo kojoj udaljenosti od jezgre, neovisno o
smjeru ,gledanja”. U ovom slucaju radijalna gustoéa vierojatnosti je 4r’miby g, t.

2
P200(r) = AN*mr? <2 — L) e~/a0,

Qo
Zahtjev normiranja za ovu funkciju glasi

“+oo

¢270,0<7") d7’ =1.
0

Racunange integrala na lijevoj strani gornje jednakosti daje

—+00

+o0 2
$200(r) dr = 4N27T/ r <2 — L) e~ dr = 32N%ajn
0

0 Qo

(opet je potrebno koristiti formulu f0+oo e dxr = aﬂl). To treba biti jednako 1,
dakle je konstanta normiranja

vo [
32mald 4, /27m(3)’

Zadatak 33. Za cesticu u jednodimenzionalnoj kutiji, tj. cesticu koja se moZe gibati
samo unutar segmenta [0,al, pripadne valne funkcije dane su (za razlicite kvantne
brojeve n € Ng) formulom

Yn(z) = Asin = 0<z<al
a
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Odredite konstantu normiranja A, pokaZite da su valne funkcije c¢estice u jednodimen-
zionalnoj kutiji za razlicite kvantne brojeve ortonormirane (normirane i medusobno
ortogonalne), odredite ocekivanu vrijednost (x) poloZaja cestice i vjerojatnost P da se
cestica nade u srednjoj treéini kutije! Laksa varijanta zadatka: rijesite zadatak ako je
kvantni broj n = 1. Grafove kvadrata valnih funkcija za cesticu u jednodimenzionalnoj
kutigi za kvantne brojeve od 1 do 5 moZete vidjeti na slici|5.15.

Upute: Konstantu normiranja odredujemo iz uvjeta foa Y2 (z)dz = 1. Ortogonalnost
provjeravamo tako da za m # n pokazemo da je

/ U () () de = Az/ sin 2 sin T gy = 0,
0 0

a a
Ocekivana vrijednost pozicije dobije se kao (x fo 2 (x) dx, a vierojatnost nalaZenja
u srednjoj trecini integrala kao P = f 2a/ 5

R]GSGH]CL A— a} <$> _ a(1+2n27 —Coz(72172177rr2) 2n7rsm(2n7r))’ P 2n7r+351n(2n7r6/§72—3sin(4n7r/3) '

Zan =1 dobivamo (x) =% i P =} (2 + %) ~ 60,9%.

1t Ponovimo bitno. .. Integrali se izuzetno cesto pojavljuju u fizikalnim i fizikalnoke-
mijskim primjenama matematike. Nesto ¢eséi su odredeni i nepravi integrali, no i njih
racunamo pomocu neodredenih. Tipi¢ne primjene su odredivanje funkcije y ako je poz-
nata funkcija koja opisuje brzinu promjene y i pocetna vrijednost od y, izracunavanje
razli¢itih vrsta rada (primjerice volumnog definiranog kao w = — f‘ZQ pdV) te odredi-
vanje raznih kvantnih parametara vezanih za orbitale (primjerice, oc¢ekivanog radijusa
orbitale), a koji se racunaju temeljem Bornove interpretacije kvadrata orbitale kao
funkcije gustoce vjerojatnosti. ©

5.9 Zadaci za vjezbu

1. Svodenjem na tablicne integrale izracunajte

(a) /(4357 + 152* 4 32 + 10) dz.

M) |, — 32?4 2) dz.

(-2

8
/(1—1—\/2x+\/_)
0

2901 z+1
/ S
1 2T _ 9. 3T
/3 5 dx.

o

/1+Cos T
1+ cos2x
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(h) / /21 = cos27) da.
0
_ 2+ 4
(i) /:132+ n dz.

0 /% de.
(k) vi- x_j__\:j 7

(1) /1 p dz.

RjeSenje.
(a) 3% +32° + 32> + 102 +C.  (b) 10.  (c) jaVa®+ - +C.
(d) 2. (¢) —gmps +373 +C- () 3-— é (g) gz +iz+C.

(h) 4. (i) z+3arctgz+C. (j) 5. (k) In|z+ 1+ 2% —arcsinz + C.

(1) In2— %.

2. Koristedi propoziciju 2, izracunajte

/4 2

(a) / 5 dr.
—71'/4 COS“
2

(b) / 3V4 — 22 da.
-2

V3 72
— duz.
(c) /_\/33—{—3;2 v

(d) / x(3 — cos 2x) cos® 3z du.

-7

Rjesenje.
(a) 4. (b) 0. (c) 2v3(1—1%). (d) O.

3. Metodom parcijalne integracije izracunajte
(a) / x- 2% dx.
In2

(b) / (x—1) " dua.

0
(c) /(i’)x2 +2x+1)Inzx dx.

62
(d) / Vrlnz dz.

1
(e) /ezx sinz dx.
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(f) / r?cosz du.
0
(g) /x arctg r dz.

1/2
(h) / r? arcsinz dz.

~1/2
Rjeéenje
(a) £
(d) 32
&) 1o

4. Metodom supstitucije izracunajte

(xln2—1)—|—C’ (b) In4—2.  (¢) (#*+2 42)lnz—% -2 —z4+C.
e3+1). (e ?(QSinx—cosx)—i-C. (f) 2m.
>+ Darctgr —£+C.  (h) 0.

a) / \/ﬁ dz
ORI
@ [

(@) / L

32}
©) / 1+ 32 dr

3 arctg \/_
O ) Faro °

(2) /sin4:1:0033 z dz.

8
)/.:1:\3/:15—8dx
7
1
i — dux.
(i) /x2—2m+5 .

—d
)/1 Vidr — x? !
Rjesenje.

(a) 3\9/ 3z —5)*+C. (b) In8 (c) —e*+C. (d) 1.
(e) 5 actg3x+C’ (f) =. (g) (7 —5sin’a) + C.
(h) =&, (i) farctg*t+C. (j) %

E.

5. Izracunajte integrale racionalnih funkcija
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(f) /;W ds.
(&) / Iff - dr.

Rjesenje.

(a) ——|—4a:—i—ln(x Lrc ) mE2E - =40

—
8
—

Ny

C

(c) In 2+z+1 +2\/§ arctg 25 4 0. (d) 1 - S
(e) ———arctg (—2)+C. (f) 13
(g) i $2+1 -3 arctgx + C.

6. Izracunajte neprave integrale

(a) / mﬁ dz.
(b) /2 mm dz.
(o) /1 4ﬁ dz.

d)/oﬁdx
(o) /_Z# d.

Rjesenje.
(a) 1. (b) %—%. (c) 4o00. (d) 3. (e) +oc.

7. Raznim metodama izracunajte integrale

a) /e‘/5 dz.

179
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(3052

o
@ feostine
o [
o/

arcsin x

1+x

e sin(22) da.
(f) / r?arcsinz dz.
0
1
——=dx
(®) /31’+\3/ﬁ
21 1
h —d
()/0 [N rre
1
i d
(i) /1+tgx v

w/8
(i) / sin(3z) cosx dx.
0

Inb /1_1
(k) e—, dz.
o 1+3e*

2
(l)/ |42? — 1] dz.
-1
)/5\/x2+6:c+9d
1 x

) [ Ve e ar

Rjesenje.

(a) 2eVe(y/z—1)+C. (b) %—Hn%i. (c) 5(cos(Inw) +sin(Inz)) + C.
(d) 7v2—4.  (e) 2 *(sinz —1)+C. (f) Z—2. (g) m[3Yz+1|+C.
(h) 243 () finfl+tga|+2—Lin(1+tg2z)+C. () 21 (k)4
1)1. (m) 3n2. (n) 8

8. Izracunajte povrsinu lika omedenog

2

(a) parabolom y = % i pravcem y = 2.

(b) parabolom y = 2% — 4z i pravcem y = x .

(c) parabolom y? =2z + 1 i pravcem y =x — 1.
(d) parabolama y? =9z iy = % .

(e) parabolama y = 22, y = %2 i pravecem y = 4 .
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10.

11.
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(f) parabolom y = = — %xQ, tangentom na parabolu u tocki s apscisom z = 2 te
pravcem x = 0 .

(g) krivuljom y = Hi% i pravcem y =0 .

(h) krivuljama y = tgx, y = %cosx te pravcem x = 0 .
Rjesenje.

(a) 2. (b) 2. (¢) & (d) 27. (e)2. (f)5. (g)4m. (h)

. Ako je krivulja zadana parametarski ¢t — (x(t),y(t)), povrsina lika omedenog

lukom te krivulje za t € [t1, t3] ra¢una se po formuli

[2)
P= ‘/ y(t)z'(t) dt‘ .
t1
[zracunajte povrsinu lika omedenog
(a) cikloidom x = 4(t — sint), y = 4(1 — cost), t € [0,27) i pravcem y =0 .
. 1.2 2 .
(b) elipsom G + %= = 1.

RjeSenje.
(a) 487. (b) 15m.

Ako je krivulja zadana u polarnim koordinatama r = f (1), povrsina lika omedenog
lukom te krivulje za 9 € [, ¥s] racuna se po formuli
IS )
P=y | lroraw.
Y1

[zracunajte povrsinu lika omedenog
(a) kruznicom z? + y*> =4 te praveima y =z iy = —/3 z.
(b) kardioidom r = 2(1 + cos¥), ¥ € [0, 27).

Rjesenje.

(a) 2Z. (b) 6.

6

Duljina luka krivulje y = f(z) izmedu tocaka A(a, f(a)) i B(b, f(b)) dana je

formulom ,
Ez/ V1+y?de .

Izracunajte duljinu luka krivulje

(a) y = 222 izmedu tocaka A(0,0) i B(9,18).

(b) y = In(cosz) izmedu tocaka A(0,0) i B(5,1n 3).

Rjesenje.

(a) 2(10v/10—1). (b) In(2+V3).






Poglavlje 6

Kompleksni brojevi

Imaginarni brojevi prvi put su se pojavili u 16. stolje¢u vezano za problem rjesavanja
kubne jednadzbe. Njihova upotreba rasirila se tokom 19. stoljeca, kad su se pojavile i
prve primjene. Najpoznatije primjene vezane su za teoriju elektriciteta i magnetizma
(koju bitno pojednostavljuju) te za kvantnu teoriju.

Kao motivacija za uvodenje imaginarnih brojeva obi¢no se uzimaju kvadratne jed-
nadzbe s realnim koeficijentima. Poznato je da kvadratna jednadzba ax?® + bx +c =0
nema realnih rjeSenja ako je diskriminanta D = b? — 4ac te jednadzbe negativna. Os-
novni primjer takve jednadzbe je

22 4+1=0.

Po dogovoru, ta jednadzba (iako nema realnih rjesenja jer bi to bio realan x koji
kvadriran daje negativan broj —1) ima dva rjesenja u kompleksnim brojevima. Kao $to
su 1i —1 rjesenja kvadratne jednadzbe 22 — 1 = 0, definira se da su rjesenja kvadratne
jednadzbe 2% + 1 = 0 brojevil] i i —i. Broj i zove se imaginarna jedinica. Dakle,
definicija imaginarne jedinice je da je to jedan od dva moguca broja koji kvadrirani
daju —1:

i*=—1.

Isto svojstvo ima i broj —i: (—i)? = (—i)(—i) = (=1)%*=1-(-1) = —1.
Kompleksni brojevi se definiraju kao sve linearne kombinacije (s realnim koeficijen-
tima) brojeva 11 4, tj. kompleksni brojevi su brojevi oblika

z=x+ Yyl

s z,y € R. Broj z se zove realni dio, a broj y imaginarni dio kompleksnog broja
z (dakle: i realni i imaginarni dio kompleksnog broja su realni brojevi). Skup svih
kompleksnih brojeva oznacavamo s C. Skup R je podskup od C jer svaki realni broj z
mozemo shvatiti kao kompleksni broj x+0-7. Brojeve kojima je realni dio nula zovemo
Cisto imaginarnima.

1Oznaka i za imaginarnu jedinicu potjece iz 18. stoljeéa, kad ju je uveo §vicarski matematicar L.
Euler.

183
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Im(z)

3i

2i

Re(z)

Slika 6.1: Kompleksna ravnina.

Ako je diskriminanta D = b* — 4ac kvadratne jednadzbe ax® 4+ bx +c =
0 negativna, realni dio njenih kompleksnih rjesenja je —%, a 1maginarni je :t—V;aD.

Primjerice, rjesenja kvadratne jednadzbe 1% — 4x +5 = su x5 =2+ 1.

Primjer 129. Odredimo rjesenja jednadzbi 4x* + 122 + 25 =0 i 2% + 36 = 0 u skupu
kompleksnih brojeva:
Za prvujednadibu Imamo T = —124/144-400 _ —124y/—1-256 _ —12i§«/ﬁ _ 7125161' _

8 8
3 . . . o - .o . .
—5 £ 2i. Druga je pak oblika 2% = —36 pa su joj riesenja £6i.

Iz definicije vidimo da je C dvodimenzionalni vektorski prostor (nad re-
alnim brojevima). Kako mu bazu ¢ine 1 te i, moZemo ga interpretirati kao i svaki drugi
realni dvodimenzionalni vektorski prostor: pomocu koordinatnog sustava u ravnini.

1t Ponovimo bitno... Kompleksni brojevi su brojevi oblika z = x+ i, gdjesu z iy
realni brojevi (realni i imaginarni dio kompleksnog broja z), a i je imaginarna jedinica,
tj. broj sa svojstvom 2 = —1. ©

6.1 Kompleksna ravnina

Pocetkom 19. stoljeca Argand i Gauss uveli su nac¢in vizualizacije kompleksnih brojeva.
Svaki kompleksan broj z = x + yi mozemo poistovjetiti s tockom (z,y) u koordinatnoj
ravnini (i obrnuto: svakoj tocki odgovara kompleksan broj), uz uobicajeni Kartezijev
koordinatni sustav. Pritom uzimamo da apscise predstavljaju realne, a ordinate ima-
ginarne dijelove pa se koordinatne osi u ovom sluc¢aju zovu realna i imaginarna os.
Na realnoj osi tada se nalaze svi realni brojevi (dakle, kompleksni brojevi kojima je
imaginarni dio 0), a na imaginarnoj svi ¢isto imaginarni (tj. kompleksni brojevi kojima
je realni dio 0). Prikaz kompleksne ravnine vidljiv je na slici .
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Im(z)

3i

Re(z
3 3 i 3 i

Slika 6.2: Zbrajanje kompleksnih brojeva.

6.2 Zbrajanje i oduzimanje kompleksnih brojeva

Dva kompleksna broja zbrajamo (oduzimamo) tako da im zbrojimo (oduzmemo) realne
odnosno imaginarne dijelove:

(x+yi) £ (2 +yi)=(z£2")+ (y £ ¢)i.

Primjer 130.
(34+1i)+ (20 —1) =2+ 3i.

Zbrajanje i oduzimanje kompleksnih brojeva imaju sva uobic¢ajena svojstva tih ope-
racija (komutativnost, asocijativnost, broj nula kao neutralni element, ...). U kom-
pleksnoj ravnini zbroj odnosno razlika dva kompleksna broja z i 2’ nalazi se na kraju
radij-vektora koji se dobije zbrajanjem odnosno oduzimanjem radij-vektora koji pri-
padaju z i 2’: zbrajanje i oduzimanje geometrijski se interpretiraju kao zbrajanje i
oduzimanje radij-vektora u kompleksnoj ravnini. Pribrajanje istog broja svim kom-
pleksnim brojevima (funkciju tipa f(z) = z + 2z9) mozemo shvatiti kao translaciju
ravnine (vidi sliku [6.3)).

Suprotni broj od x+yi je —x —yi. Odredivanje suprotnog broja u tom je kontekstu
centralna simetrija (inverzija) obzirom na ishodiste (vidi sliku [6.4)).
1t Ponovimo bitno... Kompleksne brojeve zbrajamo tako da im zbrojimo realne
odnosno kompleksne dijelove. U kompleksnoj ravnini zbrajanje dva kompleksna broja
je zbrajanje njihovih radij-vektora po pravilu paralelograma. Funkcija f(2) = 2+ Z
koja svim kompleksnim brojevima dodaje isti kompleksan broj Z moze se interpretirati

kao translacija kompleksne ravnine za radij-vektor od Z, a funkcija f(z) = —z koja
svakom kompleksnom broju pridruzuje njemu suprotni je centralna simetrija obzirom
na ishodiste. ®

6.3 Apsolutna vrijednost kompleksnog broja i kom-
pleksno konjugiranje
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Im(z)
-3+38
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\ 2421
2i
—3hi —1hi 14i \
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Slika 6.3: Pribrajanje kompleksnog broja kao translacija ravnine (krajevi strelica pred-
stavljaju rezultate pribrajanja broja z = 2 — i oznacenim kompleksnim brojevima).

Im(z)

3i

w 5 /,_

Re(z)

Slika 6.4: Suprotni broj kao centralna simetrija.
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Im(z)

3i

Il=x +¥i

2

Re(z)

Slika 6.5: Apsolutna vrijednost kompleksnog broja.

Apsolutna vrijednost kompleksnog broja z = x + iy definira se kao |z| = /22 + y?
(biramo pozitivni kvadratni korijen). Geometrijski gledano, to je udaljenost tocke koja
predstavlja z do ishodista (slika .

Primjer 131. Ako je z =3+ 4i, onda je |z| = /32 + 42 = 5.

Kompleksni brojevi apsolutne vrijednosti 1 nalaze se na jedini¢noj kruznici oko
ishodista. Preciznije, u kompleksnoj ravnini jedini¢na kruznica oko ishodista ima jed-
nadzbu |z| = 1.

Za zbrajanje kompleksnih brojeva vrijedi tzv. nejednakost trokuta :

|2+ w| < [2] + w].

Nju se lako dokaze pomocu slike [6.6]
Svakom kompleksnom broju z = x + iy pridruzen je njegov kompleksno konjugirani
broj
Z=x—1y

(promijeni se predznak imaginarnog dijela).
Primjer 132. Ako je z =5 —9i, onda je Z = 5 + 9i.

Par kompleksnih rjesenja kvadratne jednadzbe je uvijek par komplek-
sno konjugiranih brojeva (vidi primjer|§ ).

U kompleksnoj ravnini kompleksno konjugirani broj od z je njegova zrcalno sime-
tricna slika obzirom na realnu os (vidi sliku [6.7)). Vrijedi

|

=Z.
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Im(z)
3
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Slika 6.6: Nejednakost trokuta.
Im(z)
1Re(z)
1

Slika 6.7: Kompleksno konjugiranje i reciprocni brojevi.
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Cesta oznaka za Z je i z*, iako se oznaka sa zvjezdicom vise koristi u kontekstu kom-
pleksnih funkcijaf} ako je dana funkcija 1) : D — C, onda se s ¢* oznacava kompleksna
funkcija definirana s *(z) = ¥(2).

1+ Ponovimo bitno. .. Apsolutna vrijednost kompleksnog broja je duljina pripadnog
radij-vektora tj. kvadratni korijen zbroja kvadrata realnog i imaginarnog dijela broja.
Kompleksno konjugirani broj danog kompleksnog broja dobije se promjenom predznaka
njegova imaginarnog dijela; on je zrcalno simetrican polaznom broju obzirom na realnu
0S. ©

6.4 MnozZenje i dijeljenje kompleksnih brojeva
Mnozenje dva kompleksna broja z = x + yi i 2’ = 2’ 4+ y/i definirano je formulom
22" = (za’ — yy') + (xy + ya')i.
Primjer 133.
(2+3)- (6—0)=2-6+3i-6—2i —3-¢2 =12+ 18/ — 2i + 3 = 15 + 16i.
Vrijedi sljede¢a korisna jednakost:
z-Z=|z|%
Dokazimo ju. Ako je z = x+yi, onda je z2-z2 = (x+yi)(z —yi) = 2% +xyi — zyi —y*i® =
22+ y? = 2]

Stoga je ¥*1) za kompleksne funkcije isto $to i [¢]?, §to objasnjava koristenja izraza
,kvadrat valne funkcije”ﬁ kad govorimo o funkciji oblika *1 u kvantnoj fizici i kemiji.
Primjer 134. Kako je —1 = 2, dijeljenjem s —i dobivamo % = —1i.

Reciprocni broj broja z je broj

1z
R

I\

Tocka koja predstavlja 1/z nalazi se na spojnici ishodista i Z, kako je vidljivo na slici
0.

Primjer 135. Za z = 3 — 41 tmamo

1 3+ 4i 3 4

S 3 o5 ot

2Kompleksne funkcije pokazuju mnoga ,,¢udna” svojstva u odnosu na realne, no za osnovno ba-
ratanje s njima kakvo je potrebno primjerice u temeljnim kolegijima iz fizikalne kemije dovoljno je
razumijevanje da se radi o funkcijama koje nekim objektima, recimo toc¢kama prostora, pridruzuju
kompleksne brojeve.

3Naravno, pravilnije bi bilo reéi: kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije.
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Im!z)

=X +yi

Re(z)

Slika 6.8: Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja.

Dijeljenje je definirano kao mnozenje recipro¢nim brojem:

z 1 z-2
—_ = — = .
o o/ |Z/|2

Primjer 136.
1+i  (I+4)(1+d) 1—-1+4i+i
1—i 12412 2

1t Ponovimo bitno... Dva kompleksna broja mnozimo kao $to mnozimo bilo koja
dva dvoclana algebarska izraza, uzimajuéi u obzir da je i = —1. Produkt kompleksnog
broja z i njemu konjugiranog je kvadrat apsolutne vrijednosti od z. Dva kompleksna
broja dijelimo tako da odgovarajuci razlomak prosirimo kompleksno konjugiranim na-
zivnikom. ©

6.5 Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja

Argument kompleksnog broja z je kut 6 kojeg radij-vektor od z zatvara s realnom osi,
dakle jedan od dva moguca kuta u rasponu (—, 7| takva da je tgf = £.

Primjer 137. Argument svakog pozitivnog realnog broja je 0, a argument svakog cisto
imaginarnog broja s pozitivnim imaginarnim dijelom (npr. broja i) je %.

Kako je svaka tocka u ravnini potpuno odredena svojim polarnim koordinatama, a
iz, gornjeg se vidi da su (|z], 8) polarne koordinate broja z, slijedi da je prikazu z = z+yi
(koji odgovara Cartesiusovom koordinatnom sustavu) ekvivalentan prikaz

z = |z|(cos @ + isind).
Taj se prikaz zove trigonometrijski oblik kompleksnog broja.

Primjer 138. Ako je z = 2+ Ti, onda je |z| = /b3 i 6 = arctg I, te je = = /53 -
(cosarctg 2 + isinarctg I).

S druge strane, z = 2 (cosg + 7sin %) =2 (% + Z\/Tg) =1+iV3.
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Im(z)

b

6+

Re(z)

Slika 6.9: Mnozenje kompleksnih brojeva.

Trigonometrijski prikaz bitno olakSava mnozenje i dijeljenje kompleksnih brojeva.
Koristenjem adicionih formula za sinus i kosinus lako je provjeriti da za z = |z|(cos 6 +
isin®) i w = |w|(cos @ + isin @) vrijedi

2w = |z||w|(cos(0 + @) + isin(f + ),

% B %(005(9 — @) +isin(fd — ¢)),
%: |71|(cose—z'sin9).

Iz posljednje formule se vidi da je argument reciproénog broja 1/z suprotan argu-
mentu od z, kao §to je i argument od Z. To je objasnjenje veé¢ prikazane slike [6.7]

Primjer 139.

( 7T+,_’/T>< 7r+,,7r>_ 57r+,,57r
cos6 ZSIII6 Cos4 zsm4 = 00512 zsm12 .

Sad se vidi da se mnozenje, geometrijski gledano, svodi na kombinaciju rotacije i
mnozenja apsolutnih vrijednosti kompleksnih brojeva: radij-vektor koji predstavlja pro-
dukt je po smjeru zarotirani radij vektor jednog broja za kut jednak argumentu drugog,
a po duljini je jednak produktu apsolutnih vrijednosti mnozenih brojeva. Specijalno,
mnozenje kompleksnog broja nekim brojem kojem je apsolutna vrijednost jednaka 1
interpretira se kao rotacija za argument tog drugog broja.
1t Ponovimo bitno. .. Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja je njegov prikaz
u obliku z = |z|(cos@ + isinf), gdje je # argument broja z tj. kut kojeg radij-
vektor od z zatvara s pozitivnim dijelom realne osi. Trigonometrijski prikaz olaksava
mnozenje i dijeljenje kompleksnih brojeva: umnozak/kvocijent dva kompleksna broja
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Im(z)
zi
3
\ 2
i
7 Re(z)
I R | 1 2 3
P
[ = \
=il -2
—3l] =i

Slika 6.10: Mnozenje s i je rotacija za pravi kut.

dana svojim trigonometrijskim prikazima je kompleksan broj ¢ija apsolutna vrijed-
nost je umnozak/kvocijent apsolutnih vrijednosti brojeva koje mnozimo/dijelimo, a
¢iji argument je zbroj/razlika argumenata brojeva koje mnozimo/dijelimo. Funkcija
definirana s f(z) = 2Z, gdje je |Z| = 1, je rotacija ravnine za argZ. ©)

6.6 Potenciranje i korjenovanje kompleksnih bro-
jeva
Promotrimo prvo potencije broja . Imamo:

it =i, P =—1=—i, it =1,

P =1, =—1{"=—i,3=1,...
Dakle, potenciranje broja i na visekratnik od 4 daje 1 i potencije se ciklicki ponavljaju
nakon svakog visekratnika od 4. Nadalje, potencije od ¢ nalaze se na jedini¢noj kruznici
kao vrhovi kvadrata.
Za potenciranje kompleksnih brojeva na prirodne potencije se koristi de Moivre-ova
formula
2" = |z|"(cos(nf) + isin(nd)).

Primjer 140.
(14 i)* = (V2)*(cos(4 - w/4) + isin(4 - 7/4)) = 4(cos T +sin7) = —4.

Potencije od z se prema toj formuli dobivaju redom tako da argument povecavamo
za argument od z i istovremeno potenciramo apsolutnu vrijednost, sto je ilustrirano

slikom [6.12]
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2i

Re(z)
-2

Slika 6.11: Potencije broja i su £1 i +4.

e

s K = o ~Re(z)
s® ) L

193

Slika 6.12: Potencije kompleksnog broja (kojem je apsolutna vrijednost manja od 1).
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Korjenovanje je kompliciranije jer svaki kompleksan broj z ima n n-tih korijena (tj.
kompleksnih brojeva w takvih da je w™ = z ima n). U to je lako uvjeriti se krenemo li
od sljedece definicije:

Definicija 21 (n-ti korijen kompleksnog broja). Za dani kompleksan broj z, njegov
n-ti korijen je svaki kompleksan broj w sa svojstvom w™ = z.

Zamjenom rijeci  kompleksan” s ,realan” u gornjoj definiciji dobi-
jemo definiciju korijena realnih brojeva. Primjerice, realni broj je kvadatni korijen
realnog broja 4 ako kvadriran daje 4. Kako 2 © —2 kvadrirani daju 4, slijedi da su 2
i —2 (svi) realni kvadratni korijeni od 4. Uocite vaznost promatranog ,ambijenta”: u
kontekstu realnih brojeva, kao korijent nas zanimaju samo realni brojevi, a u kontekstu
kompleksnih kompleksni.

Primjer 141. Kako kompleksni brojevi 1, i, —1, —i na ¢etvrtu potenciju daju 1, vidimo
da su svi oni kompleksni cetvrty korijeni broja 1.

s

Primjer 142. Uzmimo z = 8 (cos T + isinT). Recimo da nas zanima(ju) njegov(i)
treéi korijen(1), tj. kompleksni brojevi w = |w|(cos ¢ +isin @) sa svojstvom w* = z. De
Moivreova formula povlaci da mora biti zadovoljen uvjet

|w|?(cos(3¢) + isin(3p)) =1 - (cos % + isin %) :

Kako su apsolutne vrijednosti kompleksnih brojeva u zagradama jednake 1, za-
kljucujemo prvo da mora vrijediti |w|®> = 8, gdje |w| mora biti nenegativan realan
broj. On je stoga jednoznazno odreden: |w| = 2.

Stoga dalje mora vrijediti cos(3p) +isin(3¢)) = cos § +isin . Jedan kut ¢ koji tu
jednakost sigurno zadovoljava je ¢ = w/12. No, kosinus i sinus su periodicne funkcije
temeljnog perioda 27, te stoga i svaki kut koji zadovoljava 3¢ = 7 + 2km, k € Z,
zadovoljava traZeni uvjet. Slijedi da svi argumenti

_7T+2/€7T_1+8/€
"2 3 T 1 "

¥

zadovoljavaju traZene uvjete, tj. svi kompleksni brojevi oblika

1+ 8k 1+ 8k
wk:2<cos( —;28 7T>+@'sin< 128 7T>), kel

su treci koryjent od z.

Na kraju, opet iz temeljnog perioda sinusa i kosinusa (ili pak skicom u kompleksnoj
ravnini) vidimo da su samo tri od beskonaéno mnogo brojeva wy razlikuju, a to su wo,
wy © wy. Stoga z ima tri kompleksna treca korijena:

2 (cos (5) +i5in (13))
wo =2 (cos [ — isin(—) ),
12 12
5 97 L O
= cos | — S —
wy 127r 7sin 7 ,
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5 177 s 177
Wo = COS —T 7 S1n —_— .
2 12 12

Predocavangem tih triju brojeva u kompleksnoj ravnini (a i zato jer je razlika argume-
nata izmedu svaka dva jednaka 2m/3 = 120°, vidimo da se radi o vrhovima pravilnog
trokuta.

Provodenjem slijeda zakljuc¢ivanja iz gornjeg primjera za proizvoljne z € Zin € N
zakljucujemo: Svaki kompleksan broj z ima n kompleksnih n-tih korijena odredenih

formulom
. 0+2kmr . 04 2krw
V2| | cos ——— 4+ isin ——— |,
n n
zak =0,1,2,...,n — 1. Geometrijski, ti se korijeni nalaze u vrhovima pravilnog n-

terokuta na kruznici radijusa {/|z| (tu gledamo korijen u smislu njegovog znacenja u
realnim brojevima) kojoj je srediste u ishodistu, s tim da prvi od njih ima argument
0 a svaki sljededi za 27 /n vedi (sve dok se ne prijede jedan puni krug).

n?

Primjer 143. Treéi korijeni iz i imaju apsolutnu vrijednost /1 = 1, a prvi po redu

ima argument g+§~0~w = &. Svaki sljedeci ima argument veci za 2?” te su treci korijent
od i redom
Toom o V31
COSE —i—zsmg =5 + 5@,
5m .. 5w V3 o1
COSE +zsm€ =~ + 52,
9 tisi 9 :
cos — +isin — = —i.
6 6

£ Ponovimo bitno. .. Potencije 2" (n € N) kompleksnog broja z racunaju se po de
Moivreovoj formuli: apsolutna vrijednost od 2" je n-ta potencija apsolutne vrijednosti
od z, a argument od z" je n-terostruki argument od z. Svaki kompleksan broj z ima
n n-tih korijena: to su kompleksni brojevi kojima je apsolutna vrijednost W , a
argumenti su im redom ”%’” za k =0,1,...,n — 1 gdje je 6 argument od z (tj. to
su vrhovi pravilnog n-terokuta upisanog u kruznicu polumjera W , od kojih prvi vrh
ima argument £). &)

6.7 FEulerova formula

Eulerova formula daje jednostavniji oblik trigonometrijskog prikaza kompleksnih bro-
jeva:

e = cosh + isinb.

Stoga je svaki kompleksan broj z moguce zapisati u eksponencijalnom obliku kao

z = |z|e®.
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Eksponencijalna funkcija u Eulerovoj formuli je eksponencijalna funkcija s bazom e
prosirena na kompleksne brojeve; ona ima mnoga specijalna svojstva, no osnovne for-
mule za baratanje eksponencijalnim izrazima i dalje vrijede. Primijetimo da je ona
periodi¢na s temeljnim periodom 27:

61(0+2ﬂ')) — 67,9+27r7, — 620 . 6271'1 — €Z€(COS 27 + i sin 27T> _ 67'6.
Specijalno, imamo
e = —1,
em/? = .

Primjer 144. Zapisimo kompleksne brojeve 4 4+ 41 1 —1 u eksponencijalnom obliku:

Prikazemo li 4+4i u kompleksnoj ravnini kao tocku s koordinatama (4,4), ocigledno
Je da je argument tog broja jednak 7, a apsolutna vrijednost je po Pitagorinom teoremu
2| = VAL + 4% = 2V/2, dakle je 4 4 4i = 2v/2e"™4. Slicno, broju —1 odgovara tocka s
koordinatama (—1,0), koja je ocigledno od ishodista udaljena za |z| = 1, a kut u odnosu
na pozitivni smjer realne osi je ¢ = m, te je —1 = €',

Primjer 145. Zapisimo kompleksne brojeve 3e'™ i we™ w obliku x + yi:

Prvi broj ima argument 3, dakle je Cisto imaginaran s pozitivnim imaginarnim
dijelom. Kako mu je apsolutna vrijednost 3, slijedi da je to 3i. Drugi broj je najbolje
prikazati tockom koja je na kruznici polumjera m oko ishodista (jer mu je apsolutna
vrijednosti ), a ¢ija spojnica s ishodistem je pod kutem % u odnosu na pozitivni dio
realne osi. Ucrtavanjem okomica iz te tocke na koordinatne osit dobivamo pravokutni

trokut iz koga elementarnom trigonometrijom dobiwvamo r = wcosg = ”T‘/g Py =
o
msing = 7.

Primjer 146. Vrijedi:

Z = |z]e™™.
Naime, kako kompleksno konjugiranje u kompleksnoj ravnini moZemo shvatiti kao zr-
caljenje obzirom na realnu o0s, ocigledno se ne mijenja apsolutna vrijednost broja, a
argument postaje suprotan polaznom (ili jednak 27 minus polazni), te je

rei¥ = re” % = re?7¢),

Iz Eulerove formule dobiju se jos preglednija pravila racuna s kompleksnim broje-
vima:
2w = [2fjw|e’@*?),

1 _ ie—w’
z 7|
z _ L2l ie-s)
w o |w| ’
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Zbrojimo li i oduzmemo e i e~ dobit ¢emo i iduée dvije vazne formule:

. el 4 e~
Re(e'?) = cosp = +T,

, elP — e
I /Lw = 1 = -
m(e'¥) = sinp 5

Primjer 147.

it — (em/z)i — ¢T/2 — o T/2 oy 0,208,
tj. i je realan broj! Uocimo: €'® = T2 Stoga imamo beskonacno mnogo razlicitih
vrijednosti od i, no one su sve realne.

Primjer 148. Gdje se u kompleksnoj ravnini nalaze peti korijeni broja 32€*37/%2

Peti korijeni nekog kompleksnog broja svi leze na kruznici polumjera jednakom. (re-
alnom) petom korijenu njegove apsolutne vrijednost, dakle u naSem slucaju leZe na
kruznici polumjera /32 = 2 oko ishodista. Ti korijeni moraju biti rasporedeni kao
vrhovi pravilnog peterokuta na toj kruznici zbog periodicnosti eksponencijalne funkcije
s bazom e u kompleksnim brojevima (posljedica Eulerove formule €¥ = cos p +isingp).
Prvi od pripadnih argumenata je petina od 37“, dakle ?1’—76, a svaki sljedeci je u odnosu na

prethodni veci za 2?” (treba ih biti 5 w punom krugu), dakle se nasi korijeni nalaze pod

o 3m Sm y 2m _ T Tr o, 2x _ Um llx y 2¢ _ l5m _ 3 ; 3t , 2n _ 19n
kutevima 55, 5+ 5 =1 0 T3 =1 0 T2 =10 —2 '3 +t3F 10 °

Primjer 149. Izracunajmo /(3 + 4i)2.

Ocito se traze oba kompleksna druga korijena od (—3 — 44)'2. Za potenciranje (a i
korjenovangje) je pogodniji eksponencijalni oblik. Prvo je —3 —4i = 5e%, gdje je @ onag
od dvagu mogucih kuteva izmedu 0 i 27 koji odgovara tocki u trecem kvadrantu (jer su i
realni i imaginarni dio broja —3—4i negativni), a to je ¢ = m+arctg (4/3) ~ 4,06889 ~
233°13'. Stoga je (—3 — 40)'2 = (5e'?)'? = 5121291 Oba kvadratna korijena moraju
imati istu apsolutnu vrijednost, koja je jednaka pozitivnom (realnom) kvadratnom ko-
rijenu apsolutne vrijednosti broja kojeg korjenujemo, dakle im je apsolutna vrijednost
(5'2)1/2 = 5% = 15625. Prvi od dva kvadratna korijena mora imati argument takav da
udvostrucéen daje 12y, dakle prvi od dva kvadratna korijena od 5'2e'?#" ima argument
6 ~ 24,4133, dok drugi 1ma argument za pola kruga dalje, dakle ™ + 6p ~ 27,5549.
Zbog periodicnosti eksponencijalne funkcije s bazom e, s temeljnim periodom 27, od
wzracunatih argumenata mozZemo oduzimati visekratnike od 2w dok ne dobijemo argu-
mente izmedu 0 1 2w, bez da smo time promijenili nasa dva kvadratna korijena. Kako
je 24,4133 — 6m = 5,56734 = ¢, € [0,2m) ¢ 27,5549 — 87 = 2,42216 = ¢, € [0,2m),
zakljucujemo da su dva traZena kompleksna korijena 15625e%2 4 15625¢%1 .

Primjer 150. Kristalne strukture su periodicne u tri nezavisna smjera. Tu peri-
odicnost opisuje kristalna resetka (vidi poglavlje ?7?). Funkcije koje opisuju periodicne
strukture poput kristala moraju i same biti periodicne.

Jednodimenzionalna se resetka sastoji od u parovima jednako udaljenih tocaka na
praveu. Ako im je razmak a, svaka funkcija f ¢ija je periodicnost u skladu s peri-
odicnoséu resetke mora imati svojstvo f(x + a) = f(x) za sve x iz domene. Nagjed-
nostavnije takve funkcije su sin(2mwx/a) i cos(2mwx/a), koje se u kompleksnom kontekstu
svode na samo jednu funkciju

f(ZE) _ 627r:ci/a.
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U trodimenzionalnom se kontekstu periodicna funkcija s periodima a, b i ¢ (u tri neza-
visna smjera) dobije mnoZenjem takvih funkcija, tj. prototip takve funkcije je

f(&?, Y, Z) — 627r:pi/a€27ryi/b627rzi/a.

Primjer 151. Kvantnomehanicki opis krutog rotora u ravnini, koji se u kemiji koristit
primgjerice za opis rotacije planarne molekule, ima oblik

R2 d%p
o7 agr Y

gdje je I moment inercije sustava, E kineticka energija rotacije, a 6 (varijabla valne
funkcije 1) opisuje orijentaciju rotora u odnosu na koordinatni sustav.

Uvrstimo i 1(0) = Ce'? u jednadzbu (a* = 21E/h?), vidimo da ju zadovoljava.
Da bi to rjesenje imalo fizicki smisao (tj. da stvarno opisuje rotaciju u ravnini), mora
biti periodicno s periodom 2w. Iz toga je lako dobiti uvjet da 2mwa mora biti visekratnik
od 2w, tj. a =n € Z. Stoga su fizikalno smislena rjesenja nase jednadzbe

wn(9> — Cein@
gdje jen € Z kvantni broj”, a odgovarajuéi iznosi energija su E, = h*n*/(2I).

3t Ponovimo bitno. .. Eulerova formula daje eksponencijalni zapis kompleksnog broja
u obliku z = |z]e?, a ona glasi cos§ +isinf = €. Za racun s kompleksnim brojevima
prikazanim u eksponencijalnom obliku primjenjuju se uobic¢ajena pravila za mnozenje,
dijeljenje i potenciranje potencija, uz uzimanje u obzir periodio¢nosti kompleksne eks-
ponencijalne funkcije. ©

6.8 Zadaci za vjezbu

1. Izracunajte
(a) Z’B7 Z’S7 2'467 1'2009.

(b) (2 —3i)(1 +1), 4-2i (A=39)(—1) 344 _ _i
(

1+i 242 3i—4  it2°

. . . —4)°
1— 02, (1+4), (1%, S0

. ) y ; -3 1. 14 23 ;
R: (a) -1, 17 _17 2. (b) o — 1, 1-— 32, ) + 3% —35 — 350
(¢)—2i, —8i, 216, —i.

2. Odredite apsolutnu vrijednost i argument kompleksnog broja z, ako je
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(e) z =¥+ 15

R:(a) |z|=1,0=2. (b) |z2|]=6,0=m(c) |2|=V2 0=".
(d) [z]=2,0=%. (e) |2|=V1, 0=2.

3. Odredite parametre b, c € R tako da polinom p(z) = 22 + bx + ¢ zadovoljava
p(—1+i)=4+7i.
R: b=3,c=T.
4. Odredite polinom p treceg stupnja sa realnim koeficijentima takav da vrijedi
p(1+i)=6+4+9, p(—i)=2—4.
R: p(z) = 2® + 2® + b + 3.

5. Odredite z € C sa svojstvom

(a) |z| —z=1+ 3.
(b) z =22

@ |22 =1, E =,
(@) | =v2 o=*

Ri(a) 2= —443i. (b) z2=-24+8i (¢) 2= -1(1+i). (d)z= +1+i.

z=1—-cosa+isina, acl0,F]

a) z=2(cos3 +isinZ). (b) z=4(cosm+ isinT).
= V2 (cos ™ +isin ). (d) z=2(cos 3 +isin 7).

6
=cosi +ising. (d) z=2sing(cos 5 + isin T5).

7. Koristeéi de Moivre-ovu formulu, izracunajte
(a) (1++/314)°.
(b) (A+L0)"
(c) (v3—3i)*
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R: (a) 16(1 —+/34). (b) 1. (c) T2(—1++/34).

Izracunajte
(a) v-8.
(b) /35— i
(¢) V—1++3i.
(d) ¥v=327.
R:(a) 1434, =2, 1—+v3i. (b) =L +1i L _1;
(c) V2 (eog%jwsin@), k=0,1,2,3.
(d) 2 (cos@jLz’sin@), k=0,1,2,3,4.
Odredite sva tri korijena z; jednadzbe
(2+5i) 2 =2i -5
te izracunajte |zo — 21].
R: ZO:\/T§+%i= Zl:_TS"‘%ia 2 =—i, |—zl=V3.
Rijesite jednadzbu
1—1 1—1
3 N5 20
2= (1- 220 _ 4 .
P2y ==z (1+z)

R: (a) 2z =2 (cos@%—isin@), k=0,1,2.



Poglavlje 7

Klasi¢na algebra vektora i
analiticka geometrija prostora

7.1 Klasi¢cna algebra vektora: Vektorski prostori
V2, V3, V20) i V3(0)

Linearna algebra je podrucje matematike koje se bavi vektorima i vektorskim pros-
torima. Vektori se ¢esto definiraju kao matematicki objekti koji imaju iznos, smjer i
orijentaciju. Takva definicija nije toénaﬂ no ona opisuje bitna svojstva onih vektora
koji se nazivaju geometrijskim vektorima. U kontekstu vektora spominju se i skalari:
to su brojevi (u pravilu: realni ili kompleksni), kojima po odredenim pravilima mozemo
mnoziti vektore. Ako kao skalare koristimo realne brojeve, govorimo o realnim vek-
torskim prostorima. Svi prostori u ovom poglavlju su realni. Za sada ¢emo kao dvije
glavne karakteristike svih objekata koji se mogu zvati vektorima istaknuti:

@ vektore mozemo medusobno zbrajati i

Q mozZzemo ih mnoziti skalarima.

Mnoge fizikalne velicine se uz odabir jedinice mogu jednoznacno opi-
sati brojevima: masa, gustoca, duljina, povrsina, volumen, energija, rad, ... Takve
velicine nazivaju se skalarnim velicinama. Vektorske velicine su one fizikalne velicine
za koje nije dovoljan jedan broj da th opise, primgjerice brzina, ubrzange, sila, dipolni
moment, ..., te ih prirodno moZemo opisati pomocu geometrijskih vektora.

U ovom poglavlju bavit éemo se racunom s geometrijskim vektorima u ravnini (za
njih kazemo da se nalaze u vektorskom prostoru V2 odnosno V2(0)) i u uobicajenom
trodimenzionalnom prostoru (za njih kazemo da se nalaze u vektorskom prostoru V3
odnosno V3(0)). U sluéaju prostora V2(0) i V3(O) vektori su orijentirane duzine’

!Pravilna definicija glasi: Vektor je element vektorskog prostora. No §to je vektorski prostor saznat
¢emo kasnije, u poglavlju 77?.

2Qrijentirana duzina E je duzina kojoj je definirano koja od dvije rubne tocke je pocetak (A), a
koja kraj (B).

201
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(b) ()

Slika 7.1: Duljina, smjer i orijentacija vektora.

kojima je pocetak u ishodistu O, dakle elementi tih prostora (vektori) su radij-vektori

OT razlicitih tocaka T u ravnini odnosno prostoru. Prostore V2(0) i V3(O) zvat ¢emo
i dvo- odnosno trodimenzionalnim prostorima radij-vektora.

U prostorima V2 i V3 podrazumijeva se da sve orijentirane duzine koje se mogu
dobiti translacijomﬂ jedne odabrane orijentirane duzine predstavljaju isti vektor 7;
bilo koja od njih zove se reprezentantom vektora 7. lako bi prema gornjem formalno
u V21 V3 trebalo imati razli¢ite oznake za vektor i njegov reprezentant, uobi¢ajeno je
pisati 7 = AB ako je AB odabrani reprezentant vektora 7. U V2(0) i V3(0) svaki
vektor ima samo jedan reprezentant (onaj s pocetkom O), a u V2 i V3 svaki vektor
ima beskona¢no mnogo reprezentanata.

Kao sto je receno, geometrijski vektori su objekti koji su opisani s tri podatka:
smjer, orijentacija i duljina. Za vektore ¢iji reprezentanti leze na paralelnim pravcima
kazemo da imaju isti smjer. Za nulvektoxﬁ smjer nije odreden (odnosno: mozemo reéi
da nulvektor ima isti smjer kao svi vektori). Ako za dva nenul vektora istog smjera
odaberemo reprezentante s istim pocetkom O, dakle dvije orijentirane duzine 0—121 i O? ,
kazemo da ta dva vektora imaju istu orijentaciju ako su tocke A i B s iste strane tocke
O, a ako je O izmedu A i B kazemo da vektori imaju suprotnu orijentaciju. Duljina
duzine koja je reprezentant vektora ¥ zove s duljina (iznos) vektora i oznacava s ||
ili jednostavno s v. Vektori duljine 1 (gdje 1 predstavlja odabranu mjernu jedinicu
duljine) zovu se jedini¢ni vektori.

7.1.1 Zbrajanje vektora i mnozenje vektora skalarom

U svakom od navedenih vektorskih prostora zbrajanje se definira na isti nac¢in, pomoc¢u
pravila paralelograma.

Definicija 22 (Zbrajanje vektora). Ako su Vi W dva vektora iz nekogﬂ od prostora
V2, V2(0), V3 ili V3(O), njihov zbroj je vektor U + W u istom prostoru definiran

ovako: za i W odaberemo reprezentate s istim pocetkom O. Neka je OA odabrani

. 7’ H . . .. . .
30vdje éemo pod ,,A'B’ je translatirana AB podrazumijevati: ABB’A’ je paralelogram.
4Reprezentant nulvektora je svaka orijentirana duzina kojoj se podudaraju pocetak i kraj.
®Naravno, oba vektora moraju biti iz istog prostora da bismo ih mogli zbrajati.
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Slika 7.2: Zbrajanje vektora.

reprezentant za 7, a O? 20 0. Dopunimo AOB do paralelograma AOBC' (dakle, OA
i OB su dvije stranice tog paralelograma ). Tada je O? reprezentant vektora v+ .

Gornja definicija ilustrirana je slikom [7.2]
Svojstva zbrajanja vektora slicna su svojstvima zbrajanja brojeva: zbrajanje vek-
tora je asocijativno (kod uzastopnog zbrajanja ne trebaju nam zagrade), ima neutralni

element (nulvektor je vektor 0 koji pribrojen bilo kom vektoru ne mijenja taj vektor),
svaki vektor ima svoj suprotni vektor (suprotni vektor vektora o je vektor W sa SVOj-

. - .
stvom da je T+ =0 ; suprotni vektor od T se oznacava s —7) Formulama se
gornja svojstva izrazavaju ovako: za sve 7, 7, W iz istog od prostora V2, V3 V?2(0),
V3(0) vrijedi

A+ +B =1+ (7 + W),
TH0=0+7="1,
T (- =-T+7 =0,
T+ =T+7.

Oduzimanje vektora se definira kao pribrajanje suprotnog vektora: T-—W =1+
(=). Zbrajanje vektora je takoder komutativno (ne treba paziti na redoslijed).

U kontekstu prostora V2 V3, V2(0) i V3(0) kao skalari uvijek se uzimaju realni
brojevi. Mnozenje vektora skalarom se definira na sljedec¢i nacin:

e nulvektor pomnozen bilo kojim skalarom dﬂe nulvektor i bilo koji vektor pomnozen
s nulom daje nulvektor (a- 0 =0 - U = 0 za sve skalare « i vektore 7),

e za sve ostale slucajeve umnozak sa skalarom daje vektor istog smjera, s tim da
vrijedi:
— ako je U vektor i « skalar, onda je duljina vektora a @ jednaka |a| - | 7| i

— ako je o vektoria >0 skalar, onda Q7 ima istu orijentaciju kao 7, a ako
je a < 0, onda a7 ima suprotnu orijentaciju od .
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Slika 7.3: Mnozenje vektora skalarom.

Svojstva mnozenja skalarom su takoder prirodna i poopéavaju svojstva mnozenja
brojeva. Mnozenje vektora brojem 1 ga ne mijenja, mnozenje vektora skalarom je
distributivno prema zbrajanju (mozemo izlucivati skalar odnosno vektor) i kvaziasoci-
jativno (ako mnozimo dva skalara i jedan vektor, smijemo seliti zagrade). Formulama
se gornja svojstva izrazavaju ovako: za sve o, U iz istog od prostora V2, V3 V2(0),
V3(0) i za sve skalare «, 8 € R vrijedi

1- 7 =7,
(VU + W) =a? +al,
(a+B)V =a? + B,
(aB)V = a(87).

Navedene dvije operacije (zbrajanje vektora medusobno i mnozenje vektora skala-
rom) te pripadnih osam istaknutih svojstava karakteristi¢ni su za sve vektorske pros-
tore, a ne samo za prostore V2 V3 V?2(0), V3(0). Zapravo, ta svojstva definiraju
pojam vektorskog prostora, no o tom potom.

7.1.2 Baza prostora i koordinatizacija

Kombinacijom opisanih dviju operacija s vektorima grade se izrazi koji se zovu line-
arne kombinacije vektora: linearna kombinacija vektora 7, W, ...dobije se njihovim
mnozenjem nekim skalarima «, 3, ...te zatim zbrajanjem, tj. linearna kombinacija je
vektor oblika a ¥ + W +. . .. Primjerice, 2V — AW+ 7 je jedna linearna kombinacija
vektora 7, Wi,

Za dva ili vise vektora kazemo da su kolinearni ako su istog smjera. Preciznije,
dva vektora su kolinearna ako se jedan moze zapisati kao skalar puta drugi: T i su
kolinearni ako postoji skalar o takav da je

U =au.

Iz definicije vidim_>0 da je nulvektor kolinearan svakom vektoru: za 6) i ¥ odabirom
o = 0 dobivamo 0 = a¥.

Za tri ili vise vektora (u V3 ili V3(0)) kazemo da su komplanarni ako im se mogu
odabrati reprezentanti koji leze u istoj ravnini. Preciznije, tri vektora su komplanarna
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ako se jedan od njih moze zapisati kao linearna kombinacija druga dva: 4,7 iU su
komplanarni ako postoje skalari a i g takvi da je

4 =a7 + .

Pogledamo li bolje obje definicije, vidimo da u obje definicije jedan od promatra-
nih vektora izrazavamo kao linearnu kombinaciju (jedno- odnosno dvoé¢lanu) ostalih
vektora. Kazemo da su kolinearnost i komplanarnost specijalni slucajevi linearne za-
visnosti.

Definicija 23 (Linearna (ne)zavisnost). Skup vektora {0, W, ...} je linearno zavisan
ako se (bar) jedan od vektora tog skupa moze zapisati kao linearna kombinacija ostalih
vektora. Skup vektora koji nije linearno zavisan zove se linearno nezavisan skup.

Primjetimo nekoliko detalja. Prvo, svaki skup vektora koji sadrzi nulvektor je
uvijek linearno zavisan: ako gledamo skup { 0, 7,0, .. .}, odmah vidimo da se sigurno
jedan od tih vektora, a to je nulvektor, moze napisati kao linearna kombinacija ostalih:
— . .. . - ..

0 =0-T+0-W+.... Nadalje, svaki jednoc¢lan skup {7} s U # 0 je linearno
nezavisan.

Definicija 24 (Dimenzija vektorskog prostora). Najveéi broj elemenata koji u da-
nom vektorskom prostoru moZe sadrZavati neki linearno nezavisan skup vektora zove
se dimenzijom tog vektorskog prostora.

Tako pravac mozemo zvati jednodimenzionalnim jer su svaka dva ne-nulvektora na
pravcu kolinearni, tj. linearno zavisni, ravnina je dvodimenzionalna — lako nademo dva
nekolinearna vektora, ali svaki treé¢i je s njima komplanaran, a nas uobic¢ajeni prostor
je trodimenzionalan.

Definicija 25 (Baza). Baza vektorskog prostora je bilo koji linearno nezavisan skup
vektora koji ima onoliko elemenata kolika je dimenzija prostora.

Osnovno svojstvo baze prostora je da se svaki vektor moze prikazati kao linearna
kombinacija vektora baze, i to na jedinstven nacin. Takav zapis zovemo prikaz vektora
u bazi.

%
Primjer 152. Uzmimo dva nekolinearna vektora @ i b u V2(0). Kako se radi o
dvodimenzionalnom prostoru, njih dva ¢ine bazu. Svaki vektor ¥ iz V2(O) sad se
moZe zapisati kao

7:047—1-5?

s jedinstveno _0>d7“ed‘enim skalarima o @ 5. Tako za slucaj prikazan slikom vrijedi
V=247 +1i0.

Nakon uvodenja pojma baze prostora, lako se uvodi pojam koordinata, sto omogu-
¢uje laksi (i manje geometrijski) racun s vektorima. Koordinatni sustav u ravnini od-
nosno prostoru sastg’i se od jedne toége O koju zovemo ishodiste koordinatnog sustava
te jedne baze {E), b } odnosno {7, b ,?} pripadnog vektorskog prostora (u pravilu
se ta baza poistovjecuje s pripadnim radij-vektorima, tj. reprezentantima vektora baze
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Slika 7.4: Prikaz vektora u bazi.

koji pocinju u O). Sad svaku tocku 7" ravnine/prostora na jedinstven nacin mozemo
opisati njenim radij-vektorom O7'. On se pak na jedinstven nacin moze prikazati u
bazi, tj. zapisati kao OT = z°'d + y b (u ravnini) odnosno OT = xd +y b + z¢ (u
prostoru). Uredeni par brojeva (z,y) odnosno trojka (z,y, z) zovu se koordinate tocke
T. Pripadni radij-vektor tada zapisujemo i kao [z, y] (ili: ;JC ) odnosno [z, y, z] (ili:

T

y )

%
Primjer 153. Tocka T na slz’cz’ a obzirom na bazu {7, b }, ima koordinate (2, %)
Pripadni radij-vektor 07 = mofemo zapisati s [2 1} il kao

7:<132).

Primjer 154. Ako netko govori o vektoru v = (2, —1, 3] u prostoru, to nije jednoznacno
odredeno bez da kaze obzirom na koju bazu su koordinate dane. Ako znamo da se radi
o koordinatnom zapisu obzirom na bazu {d,b,c}, onda je ¥ = 2d — b+ 3¢.

Primjer 155. Koordinate vektord baze {d, b, ¢} obzirom na tu istu bazu su redom
[1,0,0], [0,1,0] ¢ [0,0,1].

Uz koordinatni prikaz, lako je opisati zbrajanje vektora i mnozenje vektora ska-
larom. Ipak, budite oprezni: koordinatne operacije s vektorima imaju smisla
samo ako smo odabrali i fiksirali bazu prostora, a koordinate rezultata ovise
o izboru baze. Drugim rije¢ima, vektore mozemo zbrajati koordinatno samo ako su
im koordinate dane obzirom na istu bazu. Za dvodimenzionalni sluc¢aj pravila su

[z, y] + [2, ] = [z + 2",y + ¥/],

afz,y] = oz, ayl.

U trodimenzionalnom slucaju formule su analogne: vektore u koordinatnom prikazu
zbrajamo tako da zbrojimo odgovarajuce koordinate, a mnozimo skalarom tako da im
sve koordinate pomnozimo tim skalarom.
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Primjer 156. Poznato je da se triklinski kristalni sustav sastoji od kristala c¢ija se
jedinicna celija moZe opisati kao paralelepiped s bridovima razlicitih duljmcﬂ (a # b #
¢ # a) koji tvore medusobno razlicite kutev(ﬂ (a # B # v # «) koji su takoder
razli¢iti od pravog kuta. I u drugim kristalnim sustavima jedinicna celija je razapeta s
tri nekomplanarna vektora, s eventualnim specijalnim odnosima medu njima.

Zelimo Ui opisivati polozaje npr. atoma u kristalnoj strukturi, pogodno ih je opisati
pomocéu smjerova i duljina bridova jedinicne éelije. Stoga se za takve opise obicno kao
ishodiste bira vrh jedne jedinicne Céelije, a kao baza se biraju vektori a, ? i 7 koji
razapingu jedinicnu celiju. Tako odabrana baza zove se kristalografska baza. Tocke
jedinicne celije obzirom na kristalografsku bazu imaju kao koordinate brojeve x,y, z €

[0,1).

7.1.3 Skalarni produkt vektora

U kontekstu klasicne algebre vektora moguce je i medusobno mnoziti vektore. Kod jed-
nog tipa produkta rezultat je skalar (skalarni produkt), a kod drugog vektor (vektorski
produkt).

Definicija 26 (Skalarni produkt u V2 V2 V2(0) ili V*(0O)). Skalarni produkt vektora
iz V2, V3, V3(0) ili V3(O) definiran je s

VW = ||| cos o,

gdje je ¢ € [0, 7| kut koji zatvaraju vektori R (biramo mangi od dva moguca kuta).
Skalarni produkt se cesto oznacava i s (U|W).

Tako definiran skalarni produkt ima sljedeca cetiri svojstva (za sve vektore i skalare
koji se u izrazima pojavljuju):

T.T>0 T T =0s7=0,
VW=,
U (V+W)=" -V+7U -,
(V) W =a(V - W).

Zapravo se, slicno kao i kod definicije zbrajanja i mnozenja skalarom, radi o specijal-
nom slucaju opéenitijeg konteksta: skalarni produkt na (realnom) vektorskom prostoru
je operacija - koja dvama vektorima pridruzuje skalar, tako da vrijede gornja ¢etiri svoj-
stva. Ako imamo vektorski prostor na kojem je definiran i skalarni produkt, govorimo
o unitarnom prostoru.

Osim gornjih svojstava, zgodno je uociti da vrijedi i

6Zapravo, duljine bridova su potpuno proizvoljne — za razliku od drugih kristalnih sustava, na
bridove jedini¢nih éelija kristala triklinskog sustava ne postoji nikakvo ogranicenje [?].

"Kao i za duljine bridova, zapravo nacelno nije zabranjeno da se neki kutovi podudaraju. Pritom
kutevi nisu medusobno nezavisni, nego moraju zadovoljavati sustav nejednakosti 0 < a+ S+~ < 360°,
O<a+f—-—v<360°,0<a—pF+7<360°0<—a+ B+ <360°[7].
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7 =VT 7.

Taj se izraz u opcéenitijim slucajevima koristi kao definicija duljine vektora u unitarnom
prostoru.
Dva vektora zovu se ortogonalnim ako im je skalarni produkt nula:

T 1IWe T W =0.

Lako se vidi da je time u slucaju skalarnog produkta v - @ = | 7’| | @] cos ¢ sacuvana
uobicajena definicija ortogonalnosti. Svaki skup vektora unitarnog prostora u kojem
su svaka dva vektora ortogonalna je linearno nezavisan.

Baza unitarnog prostora zove se ortonormirana baza ako su svi vektori u njoj je-
dini¢ni i medusobno ortogonalni. To posebno znaci da za vektore ortonormirane baze
vrijedi: ako bilo koji skalarno pomnozimo sam sa sobom, dobijemo 1, a ako pomnozimo
bilo koja dva vektora ortonormirane baze, dobijemo 0.

Standardne ortonormirane baze za V21 V? oznacavajuse { 7 , j } odnosno{ i, 5, k }.
Uzmimo da su dva vektora dani koordinatno s ¥ = [z,y] i @ = [2/,%/] obzirom na

ortonorminanu bazu { ¢ , j }. Tada je

- = - - — — = - = — =
VW= (i +yj) (@7 +y ) =wd i vy 4y S
Kako je baza ortonormirana, imamo ¢ - ¢ = 5 -5 =1, ¢ - 7 = 5 -1 =0 pa

dobivamo formulu
T W = [z, y] - [2, 9] = x2" + yy'.

Analogno bi se u trodimenzionalnom slu¢aju dobilo
[$a Y, Z] ’ [xla ylv Z/] = za’ + yy/ + 27

Time smo dobili formule za skalarni produkt u koordinatnom obliku. No, oprez!!!: iz
izvoda se vidi da one vrijede samo ako je referentna baza ortonormirana.

U slucaju koordinatizacije pomoc¢u ortonormirane baze za specijalni slucaj v =
[z, y] - [2,y] = 22+ 42 iz | V| = VT - ¥ dobivamo formulu za duljinu vektora

T = Va7

koja u trodimenzionalnom slu¢aju poprima oblik |7| = 22 +y?>+ 22 1 te dvije
formule vrijede samo ako je referentna baza ortonormirana.

Jedna od vaznih primjena skalarnog produkta je odredivanje kuteva. Naime, umjesto
da izraz ¥ - W = ||| W] cos ¢ koristimo kao definiciju skalarnog produkta, mozemo
definirati: ako je dan skalarni produkt -, kut ¢ medu vektorima definiran je formulom

paT
][]

Koristili mi taj izraz kao definiciju kuta ili kao drugi oblik definicije skalarnog produkta,
za uobicajenu geometriju dode nam na isto: ako znamo odrediti duljine i skalarni
produkt dva vektora, primjerice pomoc¢u koordinatnog zapisa, onda mozemo gornjom
formulom odrediti i njihov kut.

cos p =
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'

o B'

N

=
e

Slika 7.5: Ortogonalna projekcija jednog vektora na drugi.

Primjer 157. Pomocu skalarnog produkta se mozZe odrediti udaljenost atoma ili kut
medu vezama atoma ako su poznati njihovi poloZaji (radij-vektori) u kristalnoj resetki.
Primjerice, za kristale kubicnog sustava kristalografsku bazu moZemo smatrati orto-
normiranom (duljinu brida a jedinicne Celije proglasimo jedinicnom duljinom). Ako
su nam u jedinic¢noj celiji dva atoma na pozicijama A = (%,O, %) 1 B = (%, %,0),
udaljenost ta dva atoma iznosi

? — 11 1 1 11 1
AB| = — OA| = -, = — | = — = —_——, =, — = =

/1 1 1 /14 /14
36 4 9 36 6

Ukoliko je duljina brida jedinicne celije recimo a = 320,3 pm, kako smo ju koristili kao
jedinicu duljine (da bismo imali ortonormiranu bazu), slijedi da je stvarna udaljenost
zmedu atoma jednaka % -320,3 pm = 199,7 pm.

Ako bi se u istoj jedinicnoj celiji nalazio jos jedan atom na poloZaju C' = (%, %, %)
te ako su atomi vezani tako da je C vezan s A i B, ali A i B medusobno nisu, kut veze
¢ = LACB je dan s

_>
oy TR [hbt] hod]
CAlICB| =15 %~ 5]l [~ —i5: 5]
3.2 _ 1 3 _ 2.1 __7 6300
_ 10 15 5 10 15 5 _ 150 _ —_
— = — 79950 0,3158

9 1 4 4 9 1
Tm+%+ﬁ'\/ﬁs+1—m+z—5 900
te je p = 108°25'.

Druga bitna primjena skalarnog produkta je racunanje duljine ortogonalne projek-
cije jednog vektora na drugi. Recimo da zelimo odrediti ortogonalnu projekciju vektora
W = OB na vektor ¥ = OA i neka je ta ortogonalna projekcija OB (vidi sliku .
Ta ortogonalna projekcija je ocito kolinearna s . Neka je njena duljina z.

Tada iz pravokutnog trokuta OBB’ dobivamo z = || cos ¢ pa mnozenje s | 7| daje
2| V| = | V||| cos ¢ odnosno z| V| = ¥ - W. Dakle, duljina ortogonalne projekcije

na v je
AR
4

Tr =
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Primijetimo da se zapravo ne radi o duljini, jer z moze ispasti negativan (ako je
¢ € (5,m)). U oba slucaja duljina je |z|, a ako je ¢ € (F,m), onda projicirani vektor
ima suprotnu orijentaciju od /.

Kako su ¥ = OA i OB’ kolinearni, prirodno je pitanje za koji a je OB" = a0'?
To Skalar o odredujemo na sljedeéi nacéin: OB’ - ¥ = z| 7| (po definiciji skalarnog

: ! 2 : 2
produkta), a s druge strane je OB"- ¥ = a7 - ¥ = o| 7 |? paje 2| V| = a| V| Stoga
je o = x| 7], tj.

OB' = |x |7.

Za kraj price o skalarnim produktima spomenimo jednu vaznu nejednakostlﬂ koja

vrijedi za sve vrste skalarnih produkata:

VW< (V) (W W),

odnosno kraée

V-] < |V [

Jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori 7 i W kolinearni.

7.1.4 Vektorski i mjeSoviti produkt vektora

Osim skalarnog produkta, na prostorima V3 i V3(0) definirana je jo$ jedna vrsta pro-
dukta vektora.

Definicija 27 (Vektorski produkt). Vektorski produkt dva nekolinearna vektora Vi
o je vektor VX W koji je okomit na oba wvektora, duljina od T x W jednaka je
]7\ |ﬁ\ sing (tj. po iznosu je jednaka pouvrsini paralelograma razapetog s Vi W ), a

X je origentiran tako da {7,?,7 X ﬁ} u navedenom redoslijedu ¢ine desnu
bazu (po definiciji, produkt dva kolinearna vektora je nulvektor). Vektorski produkt dva
kolinearna vektora (ili nekog vektora s nulvektorom) je nulvektor.

Uoc¢imo da gornja definicija duljine vektorskog produkta povlaci da
bi mu jedinica bila kvadrat jedinice duljine, dakle bi duljina imala fizikalnu dimenziju
poursine, Sto bas i nije smisleno. Ako bismo pak dogovorno promijenili jedinicu duljine
vektorskog produkta u polaznu jedinicu duljinu, duljina vektorskog produkta bi ovisila o
odabranim polaznim jedinicama (recimo, vektorski produkt dvaju okomitih vektora od
kojih je jedan dug 1 cm, a drugi 2 cm, imao bi duljinu 1 -2 = 2 c¢m, ali ako bismo
gedinicu dulyine promijenile w mm isti taj vektorski produkt bi tmao duljinu 10-20 = 200
mm # 2 cm).

Dva su moguca rjesenja tog problema. Prui, u skladu sa standardnim matematickim
opisom vektorskog produkta, je sve duljine vektora dozZivljavati kao ciste brojeve (kao
Sto to ¢inimo primjerice s varijablama koje se nanose na koordinatne o0si), a u konkret-
nim primjenama biti svijestan da se zapravo radi o stvarmim duljinama podijeljenim
s jedinicom, koja u slucaju vektorskog (kao i skalarnog) produkta nije jedinica duljine,
vec pouvrsine. U tom duhu bilo bi 1 koristenje izraza "iznos” umgjesto ”duljina” vektora.

8Nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunjakovskog.
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Drugi pristup (istovremeno i matematicki i fizikalno konzistentan) bio bi tumacenge
vektorskog produkta kao orijentirane povrsine, tj. mogla bi se kao definicija U X W uzeti
da je to povrsina paralelograma odredenog vektorima CRATR oryjentirane proizvoljno
dugim vektorom okomitim na paralelogram i orijentiranim wu skladu s pravilom desne
ruke.

Pritom, ,,desna baza” znaci: kad bismo kaziprst desne ruke drzali tako da na njemu
lezi 7, a na podlaktici ﬁ, onda palac pokazuje smjer (orijentaciju) od T X .
Karakteristicna svojstva vektorskog produkta su distributivnosti prema zbrajanju

Tx(W+U)=T xW+7V x W,
(T+W)x U=V xU+Tx,

kvaziasocijativnost

(T x W) = (a7) x W,

ortogonalnost

T (UxW)=0, (UVxW) =0,

i antikomutativnost

VX W =W xT.

Iz tih svojstava slijedi primjerice

Tx0=0x7=0,

TxT =0,
(U xW)x W = (V- )W — (W -U)7,
(T x ) (@ xw)=(T-B)- (00— (T-w)- (o D),
7 x W)= (VP - (VW)

Napomenimo: vektorski produkt je specifican za prostore V3 i V3(0) (tocnije: za trodi-
menzionalne vektorske prostore), tj. za prostore drugih dimenzija ne moze se definirati
operacija X koja dvama vektorima pridruzuje vektor koja bi pritom imala gore nave-
dena svojstva.

Ukoliko je dan koordinatni sustav s ortonormiranom bazom { i, j, k } za V? od-
nosno V3(0), vektorski produkt mozemo izracunati kad’]

[y, 2] x [y, 2] = [yz' — y'z, 2’z — 2!, 2y’ — 2'y].
U V3 odnosno V3(0) definira se i mjesoviti produkt tri vektora:

(W, 0, 8) = - (U x ).

9Pomoéu determinanti dobije se zgodniji zapis [z, vy, 2] x [2/,1/, 2] =

H\ = N'\L
Qe s
SRS
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Njegovo osnovno svojstvo je ciklicka invarijantnost:
(7,7, W) = (V, W0, W) = (&, «, 7).

Broj |(7, v, E?)| predstavlja volumen paralelepipeda (paralelogramske prizme) raza-
petog vektorima 7, 7, .

Primijetimo dakle da gore navedena tri produkta vektora omoguc¢uju racunanje triju
metrickih svojstava vektora i pritom karakteriziraju neke posebne odnose medu njima:

e iz skalarnog produkta vektora sa sobom mozemo izra¢unati njegovu duljinu (]7\ =
VT - ), a koristenjem skalarnog produkta mozemo saznati jesu li dva vektora
ortogonalna (ortogonalni su toéno ako im je skalarni produkt nula);

e iz vektorskog produkta dvaju vektora mozemo izra¢unati povrsinu paralelograma
kojeg odreduju (ona je po iznosu jednaka duljini njihova vektorskog produkta,
a jedinica povrsine bit ¢e kvadrat jedinice u kojoj mjerimo duljinu vektora), a
koristenjem vektora produkta mozemo saznati jesu li dva vektora kolinearna (jesu
tocno ako im je vektorski produkt nulvektor);

e iz mjeSovitog produkta triju vektora mozemo izracunati volumen njima odredenog
paralelepipeda (on je po iznosu jednak apsolutnoj vrijednosti mjesovitog pro-
dukta, a jedinica volumena je kub jedinice u kojoj mjerimo duljinu vektora), a
koristenjem mjesovitog produkta mozemo saznati jesu li tri vektora komplanarna
(jesu tocno ako im je mjesoviti produkt nula).

Spomenimo sad poopcenje vektorskih prostora dimenzija 2 1 3 na
druge (konacne) dimenzije. Time cemo se detaljnije baviti kasnije. Vektorski (zapravo,
unitarni) prostor dimenzije n moZemo zamisliti ovako: njegovi elementi (vektori) su
uredene n-torke realnih (ili kompleksnih) brojeva. U realnom sluc¢aju govorimo o pros-
toru R™, u kompleksnom o C". Pritom su brojevi iz R odnosno iz C pripadni skalari.
Elemente takvog vektorskog prostora po definiciji zbrajamo po koordinatama, mnoZimo
skalarom po koordinatama i skalarno mnozZimo zbrajajuci produkte odgovarajucih koor-
dinata:

<x17x27"'7$n) + (ylay27"'?yn) = (xl +y1,l'2 +y27"'7'xn+yn)7
a(xy, Tay ... xy) = (@1, Q2o . .., aXy),

(1, T2,y xn) - (Y1, Y2y - oy Yn) = T1Y1 + T2Y2 + ..+ Tpn.

Tako definirane operacije imaju sva potrebna svojstva. Sad se dalje kao gore definiraju
pojmovi linearne kombinacije, linearne (ne)zavisnosti, baze, okomitosti, duljine vektora,
kuta medu dvama vektorima. .. Za vektore v 1 uﬂ tako imamo: vektori su ortogonalni
(okomiti) ako im je skalarni produkt nula, tj. v L w < v-w = 0, duljina (norma)
v-w

vektora je definirana s ||[v|| = Vv -v, a kut medu vektorima s cosp = —|| Tl
vl - [|W

10Tzvan konteksta V2 i V3 vektori se obi¢no ne oznacavaju strelicama iznad pripadnih slova, pa im
se duljine oznacavaju s || ||
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Linearna kombinacija vektora v,w, ... iz R™ (ili C") je izraz oblika av + fw + ... za
neke skalare o, (B, .. .; skup vektora je linearno zavisan ako se bar jedan od njih moze
zapisati kao linearna kombinacija ostalih, a inace je linearno nezavisan. Baza je svaki
linearno nezavisan skup s maksimalnim brojem elemenata (koji u R™ 1 C" iznosi n te
je n dimenzija promatranog prostora).

Kanonska baza za R (odnosno C") je skup {e1,es,...,e,} vektora iz tog prostora
kojgi su oblika: e; na i-toj poziciji ima broj 1, a na svim ostalim nule. Da je to baza
vidi se po tome Sto je prikaz

(x1,29,...,2,) = 21(1,0,0,...,0,0) + 22(0,1,0,...,0,0) + ...+ 2,(0,0,0,...,0,1) =

= 1T161 + Lo + ...+ xTHe,

mogué i jedinstven za svaki vektor (x1,xa,...,x,) € R" odnosno (x1,xs,...,x,) € C".
Na gore opisani nacin mogu se zamisliti svi realni © kompleksni konacnodimenzi-
onalni vektorski prostori: oni kojima elementi nisu n-torke brojeva, mogu se na njih
svesti koordinatizacijom na analogan nacin na koji smo u V? i V3 wveli kooordmatﬂ.
Rije¢ ,konacnodimenzionalni” oznacava da se dimenzija promatranog prostora moze
opisati prirodnim brojem (n). Postoje i beskonacnodimenzionalni vektorski prostori.

%t Ponovimo bitno. .. Vektorski prostori V2, V3 V2(0), V3(O) sastoje se od vektora
predstavljenih orijentiranim duzinama, tj. duzinama kod kojih je specificiran pocetak
i kraj, poznatih kao geometrijski vektori. Karakteristicne operacije za sve vektorske
prostore su zbrajanje i mnozenje skalarom. Zbrajanje geometrijskih vektora definira
se pravilom paralelograma, a mnozenje vektora skalarom ne mijenja smjer, ali mijenja
duljinu i, ako je skalar negativan, orijentaciju vektora. Linearna kombinacija nekih
vektora je zbroj njihovih umnozaka nekim skalarima. Skup vektora je linearno nezavi-
san ako se nijedan vektor tog skupa ne moze zapisati kao linearna kombinacija ostalih
vektora u tom skupu. Baza vektorskog prostora je linearno nezavisan skup koji sadrzi
najve¢i moguci broj vektora; taj broj zove se dimenzijom prostora. Ako je odabrana
baza, svaki vektor jedinstveno se moze prikazati kao linearna kombinacija vektora baze,
a skalari te linearne kombinacije zovu se koordinatama vektora. Skalarni produkt dva
vektora dvama vektorima pridruzuje skalar; za geometrijske vektore njihov skalarni pro-
dukt je produkt njihovih duljina pomnozen s kosinusom kuta medu njima. Vektorski
prostor na kojem je definiran skalarni produkt zove se unitaran prostor. Ortogonalni
vektori su oni kojima je skalarni produkt nula. Ortonormirana baza je baza u kojoj su
svaka dva vektora ortogonalna i svi su iste (jedini¢ne) duljine. Na V3 i V3(O) defini-
raju se i vektorski i mjesoviti produkt. Vektorski produkt dva vektora je vektor okomit
na oba ¢ija duljina je po iznosu jednaka povrsini paralelograma kojeg odreduju vek-
tori koje mnozimo, a orijentacija je odredena pravilom desne ruke. MjeSoviti produkt
tri vektora je skalar koji je po apsolutnoj vrijednosti jednak volumenu paralelepipeda
kojeg odreduju pomnozeni vektori, a predznak mu je pozitivan ili negativan ovisno o
tome je li treé¢i vektor u odnosu na prva dva orijentiran prema pravilu desne ruke ili
suprotno. ©

HKaze se: svaki vektorski prostor dimenzije n je izomorfan s R™ odnosno C™.
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7.2 Analiticka geometrija prostora R*

U analitickoj geometriji ravnine se pomoc¢u koordinata (uredenih parova realnih bro-
jeva) proucavaju tocke ravnine i geometrijski objekti: pravci, krivulje drugog reda,
... 0d zanimanja uz pojedinac¢ne tocke su jednodimenzionalni objekti tj. razne vrste
krivulja u ravnini. U trodimenzionalnom prostoru razmatraju se i dvodimenzionalni
skupovi—plohe. Najvaznija vrsta ploha u prostoru zovu se ravnine.

Da bismo se mogli baviti analitickom geometrijom prostora, potrebno je prvo o-
dabrati koordinatni sustav. Kako je receno u prethodnom poglavlju, koordinatni sus-
tav sastoji se od odabrane tocke prostora (ishodiste O) i baze prostora V3(0), dakle
troclanog skupa nekomplanarnih vektora. U prethodnom poglavlju smo takoder vidjeli
da uz odabir koordinantog sustava svaku tocku prostora mozemo opisati uredenom troj-
kom koordinata (z,y, z). Prva koordinata zove se apscisa, druga je ordinata, a treéa
aplikata. Jednostavnosti radi ¢emo i skup tocaka prostora i skup vektora oznacavati
jednako (s R?®), a po zagradama oko koordinata (okruglim ili uglatim) i oznacavanju
(bez ili sa strelicom iznad) ¢emo razlikovati govorimo li o tockama ili o vektorima.
Koordinatne osi su brojevni pravci kroz ishodiste kojima se smjerovi redom poduda-
raju sa smjerovima vektora odabrane baze. Uobicajeno je tri koordinatne osi zvati
redom z-0s, y-os i z-0s. Na skicama, smjer treéeg vektora baze (os aplikata) crta se
vertikalno. Koordinatne ravnine su ravnine odredene s po dvije koordinatne osi te
govorimo o (x,y)-ravnini, (y, z)-ravnini i (z, z)-ravnini. Objekti u prostoru se opisuju
s jednom ili vise jednadzbi s tri nepoznanice, koje predstavljaju vezu izmedu koordi-
nata tocaka pojedinog promatranog objekta. Tri osnovne vrste objekata koje ¢emo
promatrati su tocke, pravci i ravnine (nul-, jedno- i dvodimenzionalni objekti u pros-
toru opisivi linearnim jednadzbama). Opéenito, presjek objekata u prostoru pomocu
analiticke geometrije odredujemo rjesavanjem sustava jednadzbi tih objekata; rjeSenja
tog sustava su koordinate tocaka presjeka.

Ako nije drugacije naglaseno, podrazumijeva se da je koordinatni sustav odreden
desnom ortonormiranom bazom { i, j, k }; u tom slu¢aju govorimo o Kartezijevom
koordinatnom sustavu u prostoru. Zbog ortonormiranosti baze koja ga odreduje, mnogi
racuni koji se odnose na objekte opisane u Kartezijevom koordinatnom sustavu su
jednostavniji. U nastavku ¢emo ipak povremeno isticati jednadzbe i pravila koja su
primjenjima i u opcenitijim kosokutnim sustavima, buduci da se isti cesto pojavljuju
u primjenama analiticke geometrije u kristalografiji.

Ako promatramo pojedinacne tocke, najcesée nas zanimaju njihove medusobne uda-
ljenosti. Za dvije tocke T'(x,y,z) i T'(2'y/, ') njihova udaljenost jednaka je duljini

— [
vektora TT" = OT" — (ﬁ = [z —x,y —y,2 — 2], aona je jednaka VTT"-TT". Ako

je odabrana baza ortonormirana slijedi formula za udaljenost dvije tocke u prostoru:

d(T,T') = /(¢' =) + (y —y)? + (' — 2)%

Zadatak 34. Izvedite formulu za udaljenost dviju tocaka u proizvoljnom kosokutnom
koordinatnom sustavu odredenom bazom E), b ,?} ¢igi vektort imaju dul@e a, b, c,
a kutevi medu po dva od njih su o = Z( b ,?), 8= 4(7, ?) iy = 4(7, b).
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z+z’ yt+y 242
2

Poloviste duzine T'T" ima koordinate ( 5, 55

). Ta formula vrijedi i ako

odabrani koordinatni sustav nije Kartezijev.

7.2.1 Ravnine u prostoru

Pravac u koordinatnoj ravnini moze se opisati jednadzbom oblika ax + by = ¢, tj.
jednom linearnom jednadzbom koja povezuje koordinate tocaka pravca. Analog takvog
pristupa u prostoru, tj. linearna@ jednadzba

Ar+By+Cz+D =0

koja povezuje tri prostorne koordinate je opca jednadzba ravnine. Sve jednadzbe koje
se iz takve jednadzbe mogu dobiti njenim mnozenjem brojem razli¢itim od nule pred-
stavljaju istu ravninu. Tocka je u ravnini to¢no ako zadovoljava njenu jednadzbu.

Primjer 158. Jednadzbom x4y — 2z = 5 zadana je ravnina. Ishodiste (0,0,0) ne lezi
u njoj jer 0+0—2-0# 5, a tocka (1,8,2) lezi u njoj jer je 1 +8 —2-2 =5.

Zadatak 35. Koji uvjet moraju zadovoljavati koeficijenti A, B, C, D w opcoj jed-
nadzbi ravnine da bi se radilo o opcoj ravnini koja prolazi kroz ishodiste? Drugim
rijecima, mnadite svojstvo svih ili nekih od tih koeficijenata koje karakterizira ravnine
kroz ishodiste.

SvakaH linearna jednadzba s tri nepoznanice opisuje neku ravninu u prostoru kao
Sto@ svaka linearna jednadzba s dvije nepoznanice opisuje neki pravac u ravnini.

Najjednostavnije ravnine su koordinatne ravnine. Tocke u (z,y)-ravnini imaju apli-
katu jednaku nuli te je jednadzba (x,y)-ravnine

z =0,
tj. 0z + 0y + 1z = 0. Analogno je jednadzba (y, z)-ravnine
z=0
i jednadzba (x, z)-ravnine
y=0.
Cesto se koristi i segmentni oblik jednadzbe ravnine. Radi se o posebnom slu¢aju

op¢eg oblika jednadzbe ravnine, koji je takav da se iz koeficijenata direktno vide pro-
bodista koordinatnih osi s ravninom (odsjecci ravnine na koordinatnim osima). To je

oblik

T z
—+ =+ -=1,
m n p

12 Jednadzba s nepoznanicama x, v, . .. je linearna ako je njen oblik ,linearna kombinacija nepozna-
nica jednako neki broj”.

13Koju konkretno ravninu u prostoru (ili pak koji pak pravac u ravnini) zadana jednadzba opisuje
ovisi o odabranom koordinatnom sustavu. U svim direktnim racunima s jednadzbama ravnina i pra-
vaca te koordinatama tocaka bitno je da je unaprijed poznat koordinatni sustav i da se sve koordinate
odnose na njega.

14 Opéenito, jedna jednadzba s n nepoznanica opisuje objekt dimenzije n — 1 u n-dimenzionalnom
prostoru. Mozemo reéi da opéenito svaka jednadzba oduzima po jedan bstupanj slobode (dimenziju)
od objekta (prostora, ravnine, ...) na ¢ije elemente se odnosi.
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a brojevi m,n,p su redom odsjecci ravnine na koordinatnim osima. Segmentni oblik
jednadzbe se ne koristi ako je ravnina paralelna nekoj od koordinatnih osi.

Primjer 159. Ravnina na slici ima segmentni oblik § + % + %5 = 1. Istu ravninu
mogli smo zadati v jednadzbom 6x + 4y + 3z = 12.

Iz opc¢e jednadzbe ravnine u Kartezijevom koordinatnom sustavu lako je ocitati
smjer njenog vektora normale: to je vektor s koordinatama [A, B, C] (ili bilo koji njemu
kolinearan vektor koji nije nulvektor). Opéenito, u proizvoljnom prostornom koordi-
natnom sustavu, veza izmedu koordinata [A,, B,, C,| vektora normale i koeficijenata
A, B, C' jednadzbe ravnine dana jeﬁ s

A = a(aA, + bB, cos~y + cC,, cos ),

B = b(aA,, cosy + bB,, + cC,, cos a),
C = c(aA, cos 5+ bB, cosa + cC,),

gdje su a, b i c redom duljine vektora baze, a «, i v redom kutovi izmedu drugog i
tre¢eg, prvog i tre¢eg te prvog i drugog vektora baze.

Primjer 160. Uz pretpostavku da je koordinatni sustav Kartezijev, ravnina iz primjera

ima vektor normale 7 = [1,4,4], odnosno [6,4,3].

29

Opcenito, u Kartezijevom koordinatnom sustavu ravninu mozemo zadati vektorom
normale (dakle, smjerom okomitim na nju) i jednom tockom. Ako znamo da je tocka
(%0, Yo, 20) u ravnini i da je vektor normale ravnine W= [A, B, C], jednadzba ravnine
je

A(x —x0) + B(y — yo) + C(z — z) = 0.
Primjer 161. Ravnina kroz ishodiste Kartezijevog koordinatnog sustava c¢iji vektor
normale ima koordinate [1,2, 3] je opisana jednadzbom 1(x—0)+2(y—0)+3(2—0) = 0,
. x + 2y + 3z =0.

Ravninu (u Kartezijevom koordinatnom sustavu) mozemo zadati i jednom tockom
(%0, Yo, 20) te s dva toj ravnini paralelna vektora v = [v1, vg, 3] 1 W = [wy, we, ws]. U
tom slucaju prvo odredujemo vektor normale koji treba biti okomit na ta dva vektora

=7 x,

a nakon toga jednadzbu ravnine odredimo po pravilu za jednadzbu ravnine odredenu
tockom i normalom.

Najcesée se ipak ravnina zadaje s tri (nekolinearne) tocke (x;,v;, 2) (i = 1,2,3).
Jednadzba tim tockama odredene ravnine odreduje se rjeSavanjem sustava triju jed-
nadzbi Az; + By;+Cz;+D = 0,7 =1,2,3. Uoc¢imo da ¢emo (ako su tocke stvarno bile
nekolinearne) u rjesenju jedan od koeficijenata A, B, C'i D modi birati proizvoljno, §to
je u skladu s time da sve proporcionalne jednadzbe predstavljaju istu ravninu. Ako je

pa mozemo uzeti

5Formule se lako dobiju raspisivanjem vektora s koordinatama [A,,, By, Cy,] i [A, B, C] obzirom na
bazu i koristenjem distributivnosti skalarnog produkta vektora.
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Slika 7.6: Ravnina % + % +2=1

koordinatni sustav Kartezijev, jednadzbu ravnine odredenu trima tockama mozemo
dobiti i tako da problem svedemo na odredivanje ravnine zadane jednom tockom
(x1,y1,21) 1 dvama toj ravnini paralelnim vektorima U = [To — X1,Y2 — Y1, 20 — 21
i W = [r3 — 21,93 — Y1, 23 — 21).

Dvije ravnine u prostoru su paralelne toéno ako su im vektori normala paralelni (t;j.
imaju proporcionalne koordinate). Ako su jednadzbe ravnina Az + By + Cz + D =0
i A+ B'y+ C'z+ D' =0, uvjet paralelnosti ravnina mozemo formulom zapisati kao

A:A=B:B=C:C.

Gornji uvjet paralelnosti primjenjiv je i na ravnine opisane u ne-Kartezijevom koor-
dinatnom sustavu zato Sto paralelne ravnine imaju proporcionalne koordinate vektora
normala, a iz na strani [216| navedene veze izmedu koordinata vektora normale i koefi-
cijenata jednadzbe ravnine vidljivo je da proporcionalnost koordinata vektora normala
povlaci i proporcionalnost koeficijenata uz x, y i z u odgovaraju¢im jednadzbama rav-
w

nine. Ekvivalentno mozemo reéi i: ravnine su paralelne ako je W x n’ = 0, gdje su

7 1 n/ njihove normale.

Dvije ravnine su okomite ako su im vektori normala okomiti (tj. skalarni produkt

im je nula). Taj uvjet okomitosti ravnina mozemo zapisati kao wen = 0, odnosno

(uz pretpostavku da je koordinatni sustav Kartezijev) koordinatnﬂ
AA"+ BB+ CC' = 0.

Primjer 162. Ravnine 2z +y — 2z =4 1 —v — § + 5 = —2 su paralelne.

16Za opéenite koordinatne sustave uvjet okomitosti poprima oblik AA’b?c*(cos’a — 1)
BB'a%c*(cos? B — 1) + CC'a?*b?*(cos®*y — 1) + (A’'B + AB')abc?(cosy — cosacosfB) + (A'C
AC")ab*c(cos B — cos accosy) + (B'C + BC")a?be(cos a — cos B cosy) = 0.

+
_|_
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Primjer 163. Pretpostavimo da se sve jednadzbe i koordinate odnose na Kartezijev
koordinatni sustav. Nadimo ravninu okomitu na ravnine x+y+z = 1 1x—y+2z = 2 koja
prolazi ishodistem. Kako znamo jednu tocku, (0,0,0), radi se o ravnini s jednadzbom
oblika Ax + By + Cz = 0. Da bismo odredili koordinate njezina vektora normale,
1skoristimo wvjete okomitosti:

1-A+1-B+1-C=0
(okomitost na x +y+z=1) i
1-A-1-B4+1-C=0

(okomitost na x —y + z = 2). Tako smo dobili sustav

A+ B+C =0,
A-B+C=0.
Zbrajanjem jednadzbi sustava i zatim dijeljenjem s 2 vidimo da mora vrijediti C' = —A.

Iz prve jednadzbe je onda A+ B — A = 0, tj. B = 0. Dakle, vektori normale imaju
koordinate oblika [A,0, —A] s proizvoljnim A # 0 (vektor normale nikad nije jedinstveno
odreden ve¢ do na faktor proporcionalnosti). Odaberimo jedan takav, recimo s A = 1.
Imamo A=1, B=01C = —1 te je traZena jednadzba ravnine

r—z=0.

Kut izmedu ravnina definira se kao kut njihovih normala, tj. jednakoséu

Pritom se bira ¢ € [0, 7).

Primjer 164. Kut izmedu ravnine zadane u Kartezijevom koordinatnom sustavu jed-
nadzbom x —y — z = 0 i (z,y)-ravnine z = 0 dan je s
1-0-1-0—-1-1 1
cosp = -

VIZF (D24 (102010412 V3

te je ¢ ~ 125°16/.

Ponekad je zgodno ravninu opisati parametarskim jednadzbama. Parametarske
jednadzbe ravnine u prostoru imaju oblik

T = 2o+ V1t + w8,

Yy = y0+U2t+w28,
z = 2o + v3t + wss,

t,s € R.
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Pritom je (o, Yo, 20) neka tocka u ravnini, a [vq, vg, v3] i [wq, W, w3] su dva nekolinearna
vektora paralelna ravnini. To primjerice mogu biti vektori smjerova dva ukrStena
pravca koji odreduju ravninu. Za svaku vrijednost slobodnih parametara t i s dobivamo
po jednu tocku (z,y, z) u ravnini. Primijetite da je ravnina dvodimenzionalni objekt —
upravo zato u njenim parametarskim jednadzbama imamo dva slobodna parametra.

Primjer 165. Odredimo parametarske jednadzbe ravnine zadane opcéom jednadzbom
20 =5y + 2z =2

Izrazimo li primjerice z = 2—2x+5y © uzmemo da sux = tb 1y = s slobodni parametri,
dobijemo traZent parametarski oblik

z=2—2t+ 5s,
t,s € R.

Zadatak 36. Kako biste iz parametarskog oblika odredili opcu jednadzbu ravnine?

7.2.2 Pravci u prostoru

Pravac u prostoru odreden je svojim smjerom (tj. bilo kojim njemu paralelnim vekto-
rom smjera) i jednom tockom. Alternativno, pravac mozemo zadati kao presjek dvije
neparalelne ravnine. U prvom slucaju, pravac se opisuje parametarskim jednadzbama
ili tzv. kanonskim oblikom jednadzbe pravca. U drugom sluc¢aju pravac se zadaje sus-
tavom od dvije opée jednadzbe ravnina.

Parametarske jednadzbe pravca s vektorom smjera S = [a, b, c] koji prolazi tockom
(20, Yo, 20) su oblika

T = xg + at,

y:y0+bt7
z = zy+ct,
teR.

Vidimo da je za parametarski opis pravca dovoljan jedan slobodni parametar (¢), dok
su za ravninu potrebna dva (¢ i s). To je vezano za ¢injenicu da je pravac jednodimen-
zionalan, a ravnina dvodimenzionalan objekt. OpéenitoEL krivulje u prostoru zadane
su parametarski jednadzbama oblika

z = f(t),
y=g(t),
z = h(t),

17Qpéenitija definicija krivulje u prostoru proizvoljne dimenzije bit ¢e dana na str. ?7?.



220 POGLAVLJE 7. OSNOVE LINEARNE ALGEBRE

Slika 7.7: Obicna cilindri¢éna spirala i torus.

tel,

a plohe u prostoru zadane su parametarskim jednadzbama oblika

x = f(ts),
y=g(t.s),
z = h(t,s),
tel,sel.

Primjer 166. Obi¢na cilindricna spirala zadana je s
r=acost, y=asint, z=>0, teR.

Pritom su a i b zadani parametri —a je polumger spirale (gledana odozgo tj. uzduz z-o0si
ona izgleda kao kruznica), a b je razmak dvije najblize tocke spirale koje su tocéno jedna
iznad druge. Na slicz' (a) prikazana je jedna takva cilindricna spirala.

Primjer 167. Torus je ploha zadana s
= (b+acoss)sint, y=(b+acoss)cost, z=uasins, t,s€R.
Pritom sub > a zadani parametri. Na slici[7.7 (b) prikazan je torus.

Vratimo se pravcima u prostoru. Umjesto tockom i vektorom smjera, pravac moze
biti zadan i s dvije tocke. U tom slucaju mu je vektor smjera vektor koji spaja te
dvije tocke, a bilo koju od njih uzmemo kao (o, yo, z0) te tako dobivamo parametarske
jednadzbe pravca kroz dvije tocke (xg, o, 20) 1 (x1,y1, 21):

r =X + (.’L’l — l‘o)t,

y=1yo+ (y1 — yo)t,
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Z =29+ (21 — Zo)t,
teR.

Skraceni zapis parametarskih jednadzbi pravca, koji bismo dobili tako da iz svake
od tri jednadzbe izrazimo parametar ¢ i onda ih izjednac¢imo zove se kanonski oblik
jednadzbi pravca u prostoru:

T—To  Y—Y _ 22— %20
a b c

Radi se o vrlo preglednom obliku jednadzbi pravca, no kad god je potrebno rjesavati
neke probleme vezane za pravac, potrebno je prvo taj oblik prevesti u parametarski
oblik. Takoder, kako je taj oblik samo skrac¢eni zapis parametarskog oblika, moguce je
da neki od a, b i ¢ budu nula jer izraze u formuli ne treba shvacati kao pravo dijeljenje
brojeva.

Primjer 168. Odredimo sjeciste pravaca

r y+1 =z-3
o 2 2

Prvi pravac ima parametarske jednadzbe
r=0,y=2t—1, 2 =34 2t,

a drugi
r=14+s9y=54+2 2=s5+3.

Slobodne parametre smo im razlicito oznacili jer se radi o dva razlicita pravca pa dok
jedan parametar opisuje ,korake Setnje” po jednom, drugi to opisuje za drugi, a ti
skoraci” ne moraju biti isti. Sjeciste je tocka (x,y, z) koja je na oba pravca, dakle treba
1zjednaciti odgovarajuce koordinate 1 rijesiti sustav:

O=1+s=s5=—1,

%—1l=s+2=t=1,
342 =s5+3=5=2.

Kako vidimo, za ova dva pravca nije moguce naci tocku koja je na oba jer je sustav
kontradiktoran te se pravci ne sijeku.

Da smo iz dvige jednadzbe uspjeli odrediti s © t koji zadovoljavaju i trecu, uvrstavanje
vrijednosti od t u parametarske jednadzbe prvog (ili vrijednosti parametra s u jednadzbe
drugog) praveca dalo bi koordinate sjecista tih pravaca. Tako je, primjerice, sjeciste

1 - - —2 — y . -
pravea & = YL = 223 5 pravcem le == = % tocka (0,1,5) — provjerite to sami!

0 2 2
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Kako je vidljivo iz prethodnog primjera, pravci u prostoru mogu se ne sje¢i bez da
su paralelni. Uvjet paralelnosti pravaca %’e kolinearnost, tj. proporcionalnost njihovih

vektora smjera: ako su § = la,b,c] 1 s = [,V ] vektori smjera dva pravca, oni
su paralelni ako je a : @’ = b : b = ¢ : . Ekvivalentno, ti pravci su paralelni ako
je < x s = 0. Pravci u prostoru koji se ne sijeku i nisu paralelni zovu se mimo-

ilazni (mimosmjerni) pravci. Odredivanje sjecista dva pravca u prostoru (tj. rjeSavanje
sustava s 3 jednadzbe i 2 nepoznanice) dovest ¢e do jednog od zakljucaka:

e jedinstven par (¢, s) zadovoljava jednadzbe — pravei se sijeku u jednoj tocki;

e sustav nema rjesenja, a koordinate vektora smjera su proporcionalne — pravci su
paralelni;

e sustav nema rjesenja, a koordinate vektora smjera nisu proporcionalne — pravci
su mimoilazni;

e sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja (moguée samo ako su koordinate vektora
smjera proporcionalne) — pravci se podudaraju.

Dva pravca su okomita ako imaju okomite vektore smjera, tj. uvjet okomitosti
pravaca je
??:Q

odnosno koordinatno (ako je koordinatni sustav Kartezijevlf[)
aa’ + bb' + e = 0.

Korisno je zapamtiti uvjete paralelnosti pravaca s koordinatnim osima. Kako vektor
smjera x-osi ima koordinate [1,0, 0] (ili opéenitije [p, 0, 0], p # 0), iz prethodnog slijedi
da je pravac s vektorom smjera T = la, b, ] paralelan z-osi toéno ako je b = ¢ = 0.
Analogno se dobije op¢i zakljucak: pravac s vektorom smjera T = [a, b, c] paralelan
je nekoj od koordinatnih osi ako su mu dvije koordinate (one koje se ne odnose na
promatranu koordinatnu os) jednake nuli.

Na pocetku smo rekli da pravac moze biti zadan i kao presjek dvije ravnine prostora,
tj. sustavom oblika

Ar+ By+Cz+ D =0,

Az +By+C'z+ D =0.

Iz tog oblika parametarski oblik mozemo dobiti rjeSavanjem sustava te dvije jednadzbe.
Ako je pravac presjek dvije ravnine, njegov vektor smjera je okomit na normale tih
ravnina te vektor smjera pravca zadanog gornjim sustavom (uz pretpostavku da je
koordinatni sustav Kartezijev) mozemo dobiti kao

§ =[A,B,C] x [A", B, ().

187a opéeniti koordinatni sustav, uvjet okomitosti dobijemo raspisivanjem znac¢enja koordinata i
koristenjem svojstva distributivnosti skalarnog produkta.
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Pravac s vektorom smjera e je okomit na ravninu s vektorom normale 7 ako su

ti vektori paralelni, a pravac je paralelan ravnini ako mu je vektor smjera okomit na
njezin vektor normale. Stoga imamo uvjet okomitosti pravca na ravninu

%
Ixn =0

(odnosno, koordinate od <17 su proporcionalne), a uvjet paralelnosti pravca s rav-

ninom je
T =0
(odnosno, aA + bB + ¢C = 0 ako je odabrani sustav Kartezijev, Y = la,b,c] i W=

[A, B, C1).

Sve karakterizacije paralelnosti i okomitosti pravaca i ravnina koje
su izrazene preko skalarnih i vektorskih produkata dvaju vektora wvrijede za svaki tip
koordinatnih sustava. Karakterizacije opisane koordinatno, a koje su vezane za skalarni
produkt, vrijede samo w ortonormiranim sustavima.

Zadatak 37. Odredite uvjete paralelnosti opéeq pravca s koordinatnim ravninama 1
uvjete paralelnosti opce ravnine s koordinantim osima.

Zadatak 38. Kako biste definirali kut pravca i ravnine? A kako biste definirali kut
izmedu dva pravca?

Ako pravac nije paralelan ravnini, on ju sijece u jednoj tocki koja se zove probodiste
pravca i ravnine. Odredivanje probodista pravca i ravnine svodi se na rjeSavanje sustava
koji se sastoji od jednadzbe(i) pravca i jednadzbe(i) ravnine.

Na kraju, izvedimo jos jednu korisnu formulu — formulu za udaljenost tocke do rav-
nine u Kartezijevom koordinatnom sustavu. Neka je dana tocka T'(z, yo, 20) 1 ravnina
IT s jednadzbom Az + By + Cz 4+ D = 0. Zelimo odrediti udaljenost d(T,II). Ona je
jednaka udaljenosti od T' do njene ortogonalne projekcije na ravninu. Vektor normale
ravnine I dan je s W= [A, B, C]. Uzmemo li proizvoljnu tocku ravnine (x,y, z) i spo-
jimo s 7T, dobit ¢emo vektor ¥ = [xo — x, Y0 — Y, 20 — 2] (za svaku toc¢ku ravnine jedan
takav vektor). Duljina ortogonalne projekcije od ¥ nan je upravo trazena udaljenost
i ona prema prethodnom poglavlju iznosi

V-] [A(wo — &) + Blyo — y) + Clz0 — 2)|
7| VAR LBt C?
_ |Axg + By + Cz — (Az + By + Cz)|  [Axo + Byo + Cz + D|

Zadnja jednakost vrijedi jer je po pretpostavci tocka (x,y, z) u ravnini pa je Az + By +
Cz = —D. Zakljucujemo: formula za udaljenost tocke do ravnine je

. |A$0+Byo+CZO+D|
W == e

Napomenimo da i ova formula vrijedi samo ako je baza koordinatnog sustava ortonor-
mirana.
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$* Ponovimo bitno. .. Koordinatni sustav se sastoji od jedne tocke prostora (ishodis-
ta) i jedne baze prostora. Koordinate tocke u prostoru su skalari u prikazu pripadnog
radij-vektora kao linearne kombinacije vektora baze. Ravnina u prostoru zadana je jed-
nom linearnom jednadzbom s tri nepoznanice koju zovemo op¢om jednadzbom ravnine
(Az+ By+Cz+ D = 0); vektor normale ravnine tada ima koordinate [A, B, C]. Drugi
oblici jednadzbe ravnine u prostoru su segmentni (poseban sluc¢aj opcée jednadzbe u
kojem je D = —1) ili parametarski (koordinate toc¢aka ravnine su zadane preko dva
nezavisna slobodna parametra). Pravac u prostoru moze biti zadan sustavom od dvije
linearne jednadzbe s tri nepoznanice (dakle, kao presjek dvije ravnine) ili parametarski
(koordinate tocaka pravca su zadane putem jednog slobodnog parametra; koeficijenti uz
slobodni parametar odreduju koordinate vektora smjera pravca). Presjek dva objekta u
prostoru odreduje se tako da rjeSavamo sustav koji se sastoji od jednadzbi koje opisuju
te objekte. )

7.3 Primjene analiticke geometrije prostora u kris-
talografiji

7.3.1 Kristalne resetke

U kristalografiji se redovno koriste opceniti kosokutni koordinatni sustavi u prostoru
R3, dakle koordinatni sustavi u kojima koordinatne osi ne moraju biti medusobno
okomite niti vektori baze moraju biti jednako dugi. Karakteristika kristalnih struktura
je njihova periodicnost koja se ocituje u tome da je mogucée odabrati cetverostranu
prizmu (jedini¢nu ¢eliju) ¢ijim translacijama u smjerovima njenih bridova dobivamo
citav kristal. Nesto preciznije, neka je jedini¢na celija Cetverostrana prizma razapeta
vektorima {a,b, ¢} (te vektore zovemo kristalografskom bazom). Odaberimo ih tako da
imaju zajednicki pocetak kojeg ¢emo uzeti kao ishodiste koordinatnog sustava. Duljine
a, b, c tih vektora uzimamo kao jedinice duljine na odgovaraju¢im koordinatnim osima
(te duljine se ¢esto nazivaju parametrima kristalne resetke). Odgovarajuéi koordinatni
sustav zvat ¢emo kristalografskim koordinatnim sustavom, Cije osi zovemo a-os, b-0s
i c-os. Tocke jedinicne celije u tom sustavu imaju sve tri koordinate unutar intervala
[0,1) (gdje 1 u smjeru a-osi ima stvarnu duljinu a, u smjeru b-osi stvarnu duljinu b i
u smjeru c-osi stvarnu duljinu ¢). Kuteve medu vektorima kristalografske baze oznacit
¢emo s a = Z(b,¢), 5 = ZL(a,¢), v = Z(a,b).

Kristalna resetka je skup svih toc¢aka prostora koje obzirom na kristalografski ko-
ordinatni sustav imaju cjelobrojne koordinate. Ovdje smo podrazumijevali da je kris-
talografska baza primitivna; to je uvijek moguce odabrati, no ¢esto je zgodnije raditi
s neprimitivnim bazama kod kojih se kao tocke kristalne resetke pojavljuju i neke s
racionalnim koordinatama. Primjerice, kod volumno-centriranih resetki, uz tocke s cje-
lobrojnim koordinatama resetku ¢ine i tocke koje su translati sredista jedini¢ne celije,
dakle tocke s koordinatama oblika (% +n, % +m, % +p) gdje su brojevi m,n,p cijeli.
Jednostavnosti radi, u nastavku ¢emo raditi samo s primitivnim bazama tj. kristalo-
grafskim bazama obzirom na koje kristalna resetka sadrzi samo tocke s cjelobrojnim
koordinatama.
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Slika 7.8: Jedini¢na ¢elija.

Kristalna resetka opisuje periodi¢nost kristalne strukture: na poziciji (xz, y, z) nalazi
se neki atom (ion, ...) tocno ako postoji pozicija (xq, Yo, 20) unutar jedinicne celije
(0 < g, Y0, 20 < 1) na kojoj je istovrsni atom i pritom vrijedi

[$—$0>y—9072—zo] :ma_'_nb_'_pca

za neke cijele brojeve m, n, p.
Ovisno o odnosu vektora kristalografske baze i simetriji same kristalne resetke,
razlikujemo sedam kristalnih sustava.

1.

Kubiéni sustav kao bazu imaﬁortonormiranu kristalografsku bazu (a = b = ¢,

. Tetragonski sustav kao bazu ima ortogonalnu bazu u kojoj su dva vektora iste

duljine, a treéi razlicite (a = b # ¢, a = f = v = 90°);

. Rompski sustav kao bazu ima ortogonalnu bazu u kojoj su svi vektori razlicite

duljine (a #b# c# a, « = =~ =90°);

Heksagonski sustav kao bazu ima dva vektora iste duljine pod kutem 120°; a tre¢i
je na njih okomit i druge duljine (a = b # ¢, v = 120°, a = 8 = 90°);

. Trigonski sustav kao bazu ima tri vektora iste duljine pod jednakim, ali nepravim,

kutevima (e =b=c, a = =~y # 90°);

. Monoklinski sustav kao bazu ima neortogonalnu bazu s tri vektora razlicite duljine

od kojih je jedan okomit na druga dva (a #b# c# a, f # a = = 90°);

Triklinski sustav kao bazu ima opéu kosokutnu bazu s tri vektora razlicite duljine
i pod razlicitim kutevima (a # b # ¢ # a, a« # 5 # v # «).

Kako kristalografska baza cesto nije ortonormirana, analiticka geometrija koja opi-
suje podskupove prostora vezane za kristal ne moze (direktno) koristiti sve standardne

9Pod ,,ima” mislimo , kristalografska baza za opis kristala ovog sustava moze se odabrati tako da
bude ...”.
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18 » W ©

Slika 7.9: Jedinicne ¢elije sedam kristalnih sustava (slijeva udesno: kubic¢ni, tetragonski,
rompski, heksagonski, trigonski, monoklinski i triklinski sustav).

formule za izracunavanje udaljenosti i kuteva iz koordinata i jednadzbi pravaca i rav-
nina. Iznimka je kubic¢ni sustav, za opis kojeg se koristi ortonormirana kristalografska
baza, tj. Kartezijev koordinatni sustavm Za ostale sustave problematic¢ne su formule
koje se temelje na koordinatnom prikazu skalarnog produkta obzirom na ortonormi-
ranu bazu. Ipak, oblici jednadzbi pravaca i ravnina ostaju nepromijenjeni i u ostalim
kristalografskim koordinatnim sustavima. Tako uvjeti paralelnosti i okomitosti zapi-
sani preko skalarnog i vektorskog produkta vektora smjera odnosno normala vrijede i
dalje, a volumen jedini¢ne ¢elije je dan formulom

V =|(a,b,¢)| = |a- (b x¢)|.
Specijalno, volumeni jedini¢ne ¢elije po sustavima su:
1. Kubiéni sustav: V = a?;
2. Tetragonski sustav: V = a’c;

3. Rompski sustav: V' = abc;

4. Heksagonski sustav: V = a2c\/7§;

5. Trigonski sustav: V = a®v/1 — 3cos? a + 2 cos? o

6. Monoklinski sustav: V = abcsiny;

7. Triklinski sustav: V = abcy/1 — cos? o — cos? 3 — cos?y + 2 cos a cos 3 cos 7.

1t Ponovimo bitno. .. Kristalna struktura opisuje se matematickim modelom koji
zovemo kristalnom resetkom. Jedini¢na celija je paralelepiped ¢ijim translatiranjem
u smjeru njegovih bridova dobivamo ¢itavu kristalnu strukturu, a svi translatirani
polozaji njezinih vrhova ¢ine kristalnu reSetku. Ako jedan vrh jedini¢ne ¢elije odabe-
remo kao ishodiste koordinatnog sustava, kristalografski koordinatni sustav odreden je
kristalografskom bazom, tj. trima vektorima od ishodista do (duz bridova) susjednih
vrhova jedini¢ne celije. Duljine bridova jedini¢ne ¢elije uzimaju se kao jedinice duljine
u odgovaraju¢im smjerovima. Obzirom na odnos kutova medu vektorima kristalograf-
ske baze te obzirom na odnose njihovih duljina razlikujemo sedam kristalnih sustava.
Kristalna resetka (primitivna) sastoji se od tocaka prostora koje imaju cjelobrojne
koordinate obzirom na kristalografski koordinatni sustav. ©

20Pri Gemu je jedinica duljine 1 jednaka duljini a brida jedini¢ne éelije, tj. sve udaljenosti su izrazene
kao viSekratnici od a.
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Slika 7.10: Dvodimenzionalna kristalna resetka.

7.3.2 Weissovi parametri i Millerovi indeksi

U kristalografiji od zanimanja su samo odredene, tzv. mrezne ravnine: to su ravnine
koje prolaze kroz, medusobno relativno bliske, tocke resetke (njih beskonatno mnogo).
Pritom se medusobno paralelne mrezne ravnine smatraju ekvivalentnim (jer jesu ekvi-
valentne u smislu rasta kristala). Konkretan makroskopski kristal moze se opisati kao
poliedar omeden plohama (stranama poliedra) ¢ije ravnine pripadaju pojedinom skupu
medusobno ekvivalentnih mreznih ravnina.

Promotrimo prvo dvodimenzionalni analog kristalne resetke odreden bazom {a,b}
kao na slici [7.10 Na toj slici prikazana su dva od moguéih smjerova mreznih pravaca.
Kad bismo neku tocku resetke odabrali za ishodiste koordinatnog sustava, vidimo da
su odsjecci pravaca danog smjera na pojedinoj od osi proporcionalni, s cjelobrojnim ko-
eficijentom proporcionalnosti. Drugim rijec¢ima, pravci danog smjera imaju jednadzbe
u segmentnom obliku

mx | onA
gdje sum,n, A € Z (uz fiksirane m i n za razlic¢ite A dobivamo razli¢ite, ali medusobno
paralelne, mrezne pravce). Analogno, u prostoru ¢e odabrani smjer ravnina u kristalnoj
reSetki biti opisan jednadzbama segmentnog oblika

l‘+y 17

x Y z

mA + nA + pA L

s m,n,p,\ € Z. Napomenimo da Am, An i Ap nisu stvarne udaljenosti od ishodista
do sjecista koordinatnih osi s ravninama, nego samo relativne (stvarne udaljenosti su
Ama, Anb i Apc).

Vidimo da su s trojkom (m,n, p) karakterizirane sve medusobno paralelne mrezne
ravnine jednog smjera. Nacelno, ta se trojka moze odabrati proizvoljno, no konvencija
je iduca: (m,n,p) se bira tako da su m, n i p relativno prosti cijeli brojevﬂ Ti
brojevi zovu se Weissovi parametri plohe na kristalu, tocnije smjera odgovarajué¢ih
mreznih ravnina. Kaze se da ploha ima Weissove parametre

ma : nb : pc.

21Zapravo se ¢esto kao Weissovi parametri dozvoljavaju i racionalni brojevi uz uvijet da je n = 1.
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Primijetimo da su u slu¢aju kristala kubi¢nog sustava (obzirom na kristalografsku bazu)
koordinate vektora normale tog smjera mreznih ravnina

1 11
m'n’ pl|’
U slucaju da je ravnina paralelna nekoj od koordinatnih osi, dogovorno se pripadni

Weissov parametar oznacava s oo i ignorira u uvjetu da Weissovi parametri trebaju
biti relativno prosti.

Primjer 169. Ploha paralelna s a i b ima Weissove parametre ooa : oob : pc. Ploha
paralelna sa ¢ ima Weissove parametre ma : nb : ooc.

Kako ¢esto nisu tocno poznate duljine od a, b, ¢, obi¢no se kao la : 1b : 1¢ ploha (tzv.
jedini¢na ploha) odabire najveca ploha kristala koja sigurno sijece sve tri kristalografske
osi. Millerovi indeksi (hkl) usporeduju osni odnos (odnos duljina odsje¢aka na osima)
jedini¢ne plohe s osnim odnosom promatrane plohe. Ako su Weissovi parametri plohe
ma : nb : pc te ako je v najmanji zajednicki visekratnik od m, n i p, onda je

v v

h=—, k=—, I=
n p

v
m
Drugim rije¢ima, Millerovi indeksi su (uz po odredenom konvencionalnom pravilu oda-
branu konstantu proporcionalnosti) proporcionalni koeficijentima A, B, C' jednadzbe
Ax + By + Cz + D = 0 jednadzbe jedne od ravnina danog smjera. Ako je neki od
Weissovih parametara oo, odgovaraju¢i Millerov indeks je stoga ocito jednak 0 (paralel-
nost ravnine nekoj koordinatnoj osi prepoznajemo po nul-koeficijentu uz odgovarajucu
varijablu). Ako promatramo kristal kubi¢nog sustava, Millerovi indeksi su koordinate
vektora normale na dani smjer ravnina, s tim da nisu proizvoljno odabrane.

Primjer 170. Promotrimo ravninu z + 16+ 55 = 1. Njeni odsjecci na kristalografskim
ostma su 15a, 10b, 20c. Kako Weissovi parametri trebaju biti maksimalno skraceni,
oni su 3a : 2b: 4c (isti za sve gornjoj ravnini paralelne ravnine). Najmangi zajednicki
visekratnik od 3,2,4 je 12 pa je h = % =4, k= % =61l= 1742 = 3 te je smjer ravnine
15 + 15 + 55 = 1 opisan Millerovim indeksima (463).

Primjer 171. Recimo da jedna ravnina danog smjera sijece koordinatne 0si redom u
tockama 2a,b,3c. Tada je pripadni segmentni oblik jednadzbe te jedne ravnine

Pomnozimo Ui jednadzbu s nagmanjgim zajednickim visekratnikom 6 od 2,1,3 dobivamo
3x + 6y + 22 = 6.

Vektor normale ove ravnine i svih njoj paralelnih je [3,6,2] (ili njemu proporcionalan
vektor). Millerovi indeksi smmjera nase ravnine su (362).
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Slika 7.11: Odredivanje Millerovih indeksa plohe.

Primjer 172. Millerovi indeksi (110) pripadaju ravninama paralelnim vektoru ¢ koje
u jednakim (relativnim) odsjeccima sijeku druge dvije kristalografske osi, a (010) su
Millerovi indeksi ravnina paralelnih ravnini razapetoj s a i ¢. Jedinicna ploha ima
indekse (111).

Zgodno je uociti: sto je neki Millerov indeks ve¢i u odnosu na druga dva indeksa
(dakle, odgovarajuéi odsjecak na pripadnoj osi je manji), ravnina je bliza paralelnosti
s drugim dvjema osima.

Primjer 173. Promotrimo kristal rompskog sustava na slici (a). Odaberemo si
smjerove koordinatnih osi. Najveca ploha c¢ija ravnina sijece sve tri osi na pozitivnoj
strani je tamno osjencana. Po definiciji stavljamo da su Millerovi indeksi svih toj
strani paralelnih ravnina (111). Recimo da Zelimo odrediti Millerov indeks jos tamnije
osjencane plohe na slici[7.11] (b).

Produljenjem njenih bridova vidimo da je sjeciste na a-osi dvaput udaljenije od
ishodista nego $to je to sjeciste (111) ravnine, s b-osi takoder, a s c-osi sjeciste je pak
na % udaljenosti na kojoj (111) ravnina sijece c-os. Stoga je segmentni oblik jednadzbe

te ravnine

x Y z
LA A
> an Ty

MnozZenjem jednadzbe sa 2 dobivamo oblik
r+y+3z2=2

s relativno prostim cjelobrojnim koordinatama vektora normale. Stoga su Millerovi
indeksi ove ravnine (113).
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Negativni Weissovi parametri i Millerovi indeksi oznacavaju se znakom minus iznad
parametra odnosno indeksa.

Primjer 174. Ravnina 2x —y = 3 ima Weissove parametre la : 2b : coc, a Millerove
indekse (210).

Ravnine poput v+y—z =11 5+ %5+ =1 su doduse paralelne, ali
se kod oznacavanja putem Weissovih parametara v Millerovih indeksa razlikuju. Tako
ée prva od njih imati Millerove indekse (111), a druga (111).

Drugim rijecima: iako su vektori normala tih ravnina istog smjera, suprotne su
orijentacije te se u oznacavanju Weissovim parametrima 1 Millerovim indeksima istice
ne samo smjer, nego i orijentacija vektora normale.

Cesto je potrebno odrediti medusobnu udaljenost dpx dvije susjedne mrezne ravnine
s Millerovim indeksima (hkl): dp jednaka je udaljenosti ishodista do ishodistu najblize
(hkl) ravnine (koja ne prolazi ishodistem). Primijetimo da je volumen jedini¢ne éelije

V:dlgo-\bxd:d010-|c><a]:d001-|a><b|.

Za sve reSetke s okomitim baznim vektorima (dakle, za kubi¢nu, tetragonski i rompsku)
se dp; moze lako odrediti iz Millerovih indeksa formulom

r h? N k2 n 12

dz,, a® b
Primjer 175. Recimo da je rompska jedinicna celija zadana parametrima a = 4,830
A, b=10,806 A, ¢ = 6,288 A. Zelimo li znati razmak susjednih (211) ravnina, imamo

1 4 1 1
B, 233280 ' 118,722816 ' 30,538044

= 0,20517565
pa je
dotr = 2,208 A.

Formule za udaljenosti susjednih mreznih ravnina u heksagonskom,
trigonskom, monoklinskom 1 triklinskom sustavu dane su redom s:

1 4(h? + hk + k? [?
heks.sustav : = (R + i )+

d2, 3a? c?’
, 1 (h? + k% + 1?)sin® a + 2(hk + Kkl + [h)(cos? a — cos )
trig.sustav : 57— = 3 3 3 ,
d3 a?(1 — 2cos?® a + 3 cos? )
L sust 1 1 h? N 12 2hlcosf N k2
monokl.sustav: — =—— =+ — ——— —
2, sin?B \a? ¢ ac b2’
1
trikl.sustav : 7= (2kla*be(cos B cosy — cos @) + 2hlab’c(cos accosy — cos )+
hkl

+2hkabc*(cos avcos B — cosy) + h2b?c? sin® a 4 k*a*c? sin® B + [?a?b* sin? v) .
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1+ Ponovimo bitno... Mrezne ravnine u kristalnoj stukturi opisuju se Weissovim
parametrima ma : nb : pe ili Millerovim indeksima (hkl). Jedni i drugi opisuju kon-
kretan smjer mreznih ravnina tj. skup svih medusobno paralelnih mreznih ravnina, a
temelje se na segmentnom obliku jednadzbe ravnine. Weissovi parametri m,n,p su
nazivnici u segmentnom obliku jednadzbe ravnine, odabrani tako da budu relativno
prosti. Millerovi indeksi su koordinate vektora normale smjera ravnina odabrani tako
da su jednaki reciprocnim Weissovim parametrima pomnozenim njihovim zajednickim
visekratnikom. Ako je ravnina paralelna nekoj od kristalografskih osi, odgovarajuci
Weissov parametar oznacava se s 0o, a odgovarajuc¢i Millerov indeks je 0. ®

7.4 Reciprocni prostor i reciprocna resetka

Kristalna resetka ¢esto se zove i direktna resetka, skup svih odgovarajuc¢ih radij-vektora
je direktna vektorska reSetka, a prostor R? kad mu tocke interpretiramo kao pozicije
atoma u kristalu i opisujemo koordinatama obzirom na kristalografsku bazu zovemo
direktni prostor. Kako je nemoguce kristalnu strukturu direktno opaziti, o njoj za-
kljuéujemo pomocu difrakcije. Pojednostavljeno receno, difrakcija na smjeru (hkl)
mreznih ravnina kao rezultat (nakon odgovarajuée obrade snimljenih podataka) daje
uredenu trojku (h, k, 1) kao tocku prostora R?, ¢ije koordinate su izraZene obzirom na
drugu bazu prostora. Kad tocke prostora gledamo kao rezultate difrakcije, zovemo ga
reciprocnim prostorom. Recipro¢ni prostor ponekad se zove i fazni ili Fourierov pros-
tor. Matematicki gledano, direktni i reciprocni prostor ne razlikuju se u prirodi svojih
elemenata (to su tocke u trodimenzionalnom prostoru), nego u odabiru koordinatnog
sustava koji je pogodan za odredenu interpretaciju tocaka prostora.

Reciprocna resetka promatrane direktne resetke je skup svih tocaka prostora takvih
da je skalarni produkt njihovih radij-vektora sa svim radij-vektorima tocaka direktne
resetke Cjelobrojanﬁ. Formalno:

Definicija 28 (Reciprocna resetka). Ako je s bazom {a,b,c} odredena direktna vektor-
ska resetka L = {r = ma+nb+ pc: m,n,p € Z}, njena reciproéna vektorska resetka
se definira kao L* = {t* : v* v € Z,x € L}. Reciprocna resetka dane direktne resetke
sastojgi se od svih tocaka prostora ciji su vektori iz L* radij-vektorsi.

Kad govorimo o tocki, vektoru ili ravnini direktnog prostora znaci da su koordinate
dane obzirom na kristalografsku bazu, a kad govorimo o tocki, vektoru ili ravnini
reciprocnog prostora znaci da su koordinate dane obzirom na bazu reciprocne resetke.

Po definiciji za svaki vektor r = ma-+nb+pc € L (dakle, za svaki odabir m,n,p € Z)
i svaki vektor t* € L* t*-tv = t* - (ma + nb + pc) treba biti cijeli broj. Odaberimo
bazu {a*,b*, ¢*} sa svojstvima (tzv. medusobna ortogonalnost baznih vektora direktnog
i reciprocnog prostora):

a-a=b"-b=c"-c=1,

22Gtvarni smisao definicije je da u reciproénoj resetci budu tocke takve da se njihovim parovima
odredeni vektori poklapaju s normalama mreznih ravnina u direktnom prostoru, a duljine vektora
budu reciproéne vrijednosti udaljenosti odgovarajué¢ih ravnina u realnom prostoru. Zapravo se iz

prakti¢nih razloga vezanih za Fourierovu transformaciju ¢esto uzima da su te duljine jednake df’;l .
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a-b=b"a=c-a=a-c=b"-c=c"-b=0.
Iz uvjeta a*b = a*c = 0 slijedi da a* mora biti okomit na b i ¢, dakle proporcionalan s
b x¢. Uvjet a*a = 1 onda povlaéi da konstanta proporcionalnosti mora biti +1/(a, b, ¢),
pa odaberemo 1/|(a,b,c)|. Analogno se pokaze da b* i ¢* mogu biti definirani kako
slijedi:
Definicija 29 (Baza reciprocne resetke). Neka je odabrana kristalografska baza direk-
tnog prostora {a,b,c}. Pripadna baza reciprocnog prostora definira se s

1
*:_b
= X ¢,

1
b =—

TAel

1
= —axb.
¢ = gax

Utvrdili smo dakle da je bazni vektor reciprotnog prostora koji odgovara jednom
od baznih vektora direktnog prostora okomit na druga dva bazna vektora direktnog
prostora; npr. b* je okomit na a i ¢. Drugim rije¢ima: vektori baze reciproénog prostora
su okomiti na koordinatne ravnine direktnog prostora. Ako je baza direktnog pros-
tora bila ortogonalna, onda je stoga ocito i odgovarajuca baza recipro¢nog prostora
ortogonalna.

Duljine baznih vektora reciproénog prostora jednake su reciproénim duljinama vi-
sina jedini¢ne celije t;j.

1 1 1

al=—, bl=—, |[f]=—.
IIdmOIId IId001
_>
Ako vektor 7* € L* zapiSemo u gore opisanoj bazi, tj. kao Tr=hd +kb 417,
da mora vrijediti 7*- 7 =hm+kn+Ilp e Z (za sve m,n,p € Z). Stoga s_x;aki vektor
reciprocne reSetke ima cjelobrojne koordinate h, k, [ obzirom a bazu {7*, b*, 7*}, tj.

%
L* = {7* =hd*+kb*+17*:hkile Z}. Drugim rije¢ima, pokazali smo:

Propozicija 4. Reciproéna resetka je skup svih tocaka prostora R® koje obzirom na
koordinantni sustav odreden bazom {a*,b*,¢*} (i istim ishodistem kao i za direkini pros-
tor) imaju cjelobrojne koordinate.

Ukratko, moZemo reéi da prostor R? s koordinatnim sustavom odredenim krista-
lografskom bazom zovemo direktnim prostorom, a s koordinatnim sustavo odredenim
pripadnom , recipro¢nom” bazom recipro¢nim prostorom. Kako je fizikalna dimenzija
iznosa vektorskog produkta dvaju vektora povrsina, a vektori ,reciprocne” baze su
definirani mnozenjem vektorskih produkata reciprocnim volumenom, zakljucujemo da
je fizikalna dimenzija iznosa vektora reciprocne resetke reciproc¢na duljina, tj. da se
,udaljenosti” u reciproé¢nom prostoru mjere u jedinici reciprocnoj jedinici duljine u
direktnom prostoru— odatle naziv recipro¢ni prostor/resetka. Primjerice, ako udalje-
nosti u direktnom prostoru mjerimo u A, udaljenosti u reciproénom prostoru mjerimo
u A~'. Sliéno, volumen jedini¢ne ¢elije u recipro¢nom prostoru (tj. prizme razapete s

a*,b* ¢*) je 1/V.
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Slika 7.12: Jedini¢na ¢elija direktne (crno) i recipro¢ne resetke (crveno).

Primjer 176. Pretpostavimo da promatramo kristal kubicnog sustava (podrazumije-
vamo pmmztwnu kristalo gmfsku bazu tj. pmmztwnu kubicnu resetku) Neka je baza

a—az ,b=aj,c=ak. Tada je a* = =1 c—lk 7. jedinicna Ccelija
reciprocne resetke je takoder kocka, ali s duljmom b'rzda reciprocnim duljine brida je-
dinicne celije u direktnom prostoru.

Moze se pokazati da su samo za kubicni, tetragonski i rompski sustav vektori baze
reciprocnog prostora paralelni vektorima pripadne baze direktnog prostora. Vrijedi i

Propozicija 5. Reciprocna resetka direkine resetke nekog kristalnog sustava je resetka
i1stog kristalnog sustava.

Napomenimo jos jednom: tocke reciprocne resetke predstavljaju smjerove mreznih
ravnina u direktnoj resetki: ravnina (hkl) direktnog prostora je u reciproénom prostoru
predstavljena tockom s radij-vektorom ha* + kb* + Ic*.

Primjer 177. Promotrimo dvodimenzionalni analog direktne i reciprocne Te§etkﬁ pri-
kazan na slici[7.13. Direktna resetka odredena je vektorima a i b koji zatvaraju kut ~.
Razmak dyoo izmedu dvije (100) ravnine (tj. dvije susjedne mrezne ravnine paralelne
vektorima b i ¢) jednak je visini paralelograma (jedinicne Celije) okomite na'b. Razmak
do1o dvije (010) ravnine jednak je visini paralelograma (jedinicne Celije) okomite na a.
Pripadnu bazu reciproénog prostora ¢ine &* i b*. Pritom je a* okomit na (100)
ravnine i ima duljinu 1/dygo, a b* okomit na (010) ravnine i ima duljinu 1/dg;g.

Iz medusobne ortogonalnosti baznih vektora direktnog i recipro¢nog prostora sli-
jedi: vektorski produkt dva radij-vektora tocke direktne resetke je radij-vektor tocke
recipro¢ne resetke (i obrnuto):

1 Xy = (ula + Ulb + w1C) X (u2a + Ugb + U)QC) =

23Mozemo zamisliti i da se radi o resetki monoklinskog sustava gledanoj ,,odozgo” tj. uzduz c-osi.
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= V(’Uﬂl)g — Ule)a* + V(UJ1U2 — 'lUQUl)b* + V(Ulvg — UQ'Ul)C*.

Iz istog svojstva slijedi i: skalarni produkt vektora r s koordinatama [u,v,w] u
direktnom prostoru i vektora t* s koordinatama [h, k, (] u reciproé¢nom prostoru iznosi

r-t" = uh+ vk + wl.

Ako je T'(h, k, 1) tocka reciprocne resetke s cjelobrojnim i medusobno relativno pros-
tim koordinatama, njoj je pridruzen smjer (hkl) ravnina u direktnoj resetci. Ako
uzmemo da je r* radij-vektor od 7' i promatramo skup svih tocaka P = (z,y,z) u
direktnoj resetci takvih da za njihove radij-vektore r vrijedi

v " =hr+ky+lz=n

(gdje je n € Z neka konstanta@, vidimo da se radi o jednadzbi ravnine u direktnom
prostoru kojoj je vektor normale n = ha + kb + lc. Stoga je skup svih tocaka P za
koje je r - r* konstantno jednak skupu svih ravnina direktnog prostora s vektorom
normale n. Ozna¢imo sad s Ny stvarnﬂ duljinu vektora r*, koji je normalan na
ravninu hx + ky + [z — n = 0. Udaljenost ravnine hx + ky + [z = n do ishodista je

‘h'OM"S:lrl'O*"' = A';Ll Ishodistu najbliza ravnina hx + ky 4+ lz = n se dobije zan = 1

pa je dum = 37— tj.

dpgiNn = 1.

Posljednja jednakost zove se temeljnim zakonom reciprocne resetke. Gledamo li sve
ravnine hx + ky + [z = n (tj. sve n), udaljenosti ishodista su im ndyg. Kako je %dhkl .
NNk = 1, vidimo da tocki T' = (h, k,1) iz reciprocne resetke odgovara skup mreznih
ravnina direktnog prostora kojima je razmak n puta manji od stvarnog razmaka medu
odgovarajué¢im ravninama kroz tocke resetke.

£+ Ponovimo bitno... Za danu kristalnu (direktnu) resetku definira se njoj reci-

procna, odredena vektorima baze tzv. reciproénog prostora a* = [%, bt = £
o= ‘%b, gdje je V volumen jedinicne celije direktnog prostora. I direktni i re-

ciproéni prostor su prostor R?, koordinatiziran bazama povezanim prethodnim for-
mulama. Vektori baze reciprocnog prostora su okomiti na koordinante ravnine baze
direktnog prostora. Smjeru ravnina (hkl) u direktnom prostoru odgovara tocka s ko-
ordinatama (h, k,[) u reciprocnom prostoru. Direktna i recipro¢na resetka pripadaju
istom kristalnom sustavu. Jedinica duljine u reciproé¢nom prostoru je recipro¢na jedi-
nici duljine u direktnom prostoru. ©

7.5 Zadaci za vjezbu
1. Zadani su vektori @ = [2,—1,3], b=[1,-3,2] i &= [3,2, —4].

(a) Pokazite da su vektori @, b i ¢ linearno nezavisni.

24 Ako baza direktnog prostora nije primitivna, onda n € Q.
25Misli se: duljinu izrazenu u recipro¢noj jedinici duljine onoj jedinici koju koristimo u direktnom
prostoru.
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(b) Napisite vektor & = [2, —7,4] kao linearnu kombinaciju vektora @, b i &

R: (a) ad+pBb+1c=0 = a=8=v=0. (b) £=2d+b—¢.

. Nekajed=35—qib=25+q |l =2, 1q =3i<(pq) = L. Izracunajte @- b i

(@, b).
R: @-b=18, cos<(d,b) = 5 .

. Zadani su vektori @ = [2,—1,3] i b = [1,—2,4]. Izracunajte povrsinu paralelo-

—

grama razapetog vektorima a i b.

R: P=+/35.
Zadane su tocke A(2,0,1), B(—1,a,0)1C(0,1,3

~—

. Odredite vrijednost parametra

a € R tako da povrsina trokuta ABC' iznosi @.
R: a=1.
. Zadani su vektori @ = [~1,0,1], b= [3,1,-3] i &= [1,~1,2].

(a) Jesu li vektori @+ b, @— b i @ x b komplanarni?

(b) Izracunajte volumen paralelepipeda razapetog vektorima a, bic

R:(a) Ne. (b) V=1.

. Zadane su tocke A(2,3,—1), B(1,0,2), C(—1,2,3) i D(2,—1,«). Odredite sve

vrijednosti parametra o € R tako da volumen tetraedra ABC'D bude jednak %.
R: e {-1,4}.

Koristeci vektore, dokazite da su dijagonale romba medusobno okomite te da se
raspolavljaju.

. Neka su A, B, C'i D vrhovi tetraedra. Dokazite da vrijedi

AB-DC+BC-DA+CA-DBE=0.

Odredite jednadzbu ravnine koja prolazi tockom M (3,—1,1) i okomita je na
ravnine
I .22 —y+32=0 i ILh..2+2y+2—-1=0.

R: =Tx+y+52+17=0.
Odredite jednadzbu ravnine koja sadrzi pravac

r—1 y+1 =z+2
1 2 2

D o..

i okomita je na ravninu II ... 2x + 3y — 2 — 4 = 0.
R: 8t —-by+2—11=0.
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Odredite medusobni polozaj pravaca

r=lhat 24y —4z+2=0
x — 4z =
P y=-243t (teR) i py.. Y
dr —y—>524+4=0.
z=1-6t

R: p1 Lps.
Zadana je ravnina Il ... z + 2 — 1 = 0 i pravci

:1:—1_

P11 ... 1 =

N =<

Z .
=— i
1 P2

a) Pokazite da pravac p; lezi u ravnini II.

(a)
(b) Odredite kut izmedu pravaca p; i ps.
)

(c¢) Odredite presjek pravca py i ravnine II.
R: (b) cos<t(p1,p2) = \%}—0 . (0)T(0,1,1).

Zadani su pravci

r+2 y—-3 z—-2 r—2 y—2 z-1
= = 1 Py ... = = .

Pr g —4 1

(a) Odredite vrijednost parametra a € R tako da se pravci py i py sijeku.

(b) Napisite jednadzbu ravnine u kojoj leze pravci p; i ps.
R:(a) a=—-1. (b) 24+2y+2:—-8=0.

Napisite jednadzbu pravca koji prolazi tockom M (0, 1,0) i okomit je na pravac
odreden ravninama

I, ... 3x24+y—524+1=0 1 Il ... 22 +3y—82+3=0.
Riz=1—-y==z.

Napisite jednadzbu ravnine koja prolazi tockom A(—1,4,3) i paralelna je prav-
cima

r—3 y—3 z+4+2 r—6 y—06 243

R:idze—-—y+52—-7=0.
Odredite jednadzbu praveca koji prolazi tockom M (—4, —5,3) te sijece pravce

r+1 y+3 z-2
3 =2 -1

r—2 y+1 =z-1
2 3 =5

P1 ... 1 D2 ...

R: =5 — ¥=1 _

z
2 1
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Odredite tocku simetricnu tocki 7'(1,2, —3) u odnosu na ravninu x +y + 4z = 9.
R: T(3,4,5) .

Odredite udaljenost tocke 7'(1,2,2) od pravca koji prolazi tockama A(2,—1,0) i
B(2,2,3).
R: d= ‘/76 .

Zadani su pravci

Z .
p1oee = = i po ...

te ravnina II ... x + y = a. Odredite sve vrijednosti parametra o € R tako da
pravci py 1 pe sijeku ravninu II u tockama cija je udaljenost 3.
R: a€e {%, 3}.

Odredite ortogonalnu projekciju pravca

x—1 y+1 =2z-3
2 3 -1

D ...

na ravninu Il ... z 4+ 2y — 524+ 3 = 0.
R: &=3 — ¥y=2 _ 2=2
©TaT 64 35

Nadite opéu jednadzbu mrezne ravnine najblize ishodistu (koja ne prolazi kroz
ishodiste) koja ima Millerove indekse (230).

Rjesenje: 2z + 3y = 6.

Ako je u kristalografskom koordinatnom sustavu jednadzba mrezne ravnine 2z —
y = b, izrazite njen smjer Millerovim indeksima.
Rjesenje: (210).

Kristalu koji kristalizira u kubi¢nom sustavu iz Braggova zakona utvrden je pa-
rametar jediniéne ¢elije a = 687 pm. Kolika je duljina brida jedini¢ne ¢elije u
reciprocne kristalne resetke?

Rjesenje: 1,46 - 1073 pm~1.

Ako je krgtalogragka baza opiiana u (l&)xrtesiusovong koordig&;tnom ilstavu kao
d =057 +085, b =037 409k, @ =017 —0545 +04k (jedinica
duljine je A), odredite volumen jedinicne ¢elije u recipro¢nom prostoru.

Rjesenje: V* =1/V =28 A3,
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Standardne oznake

@@mm

|z|(cos @ + isin0)
|Z|e’u9

»je element”

»hije element”

yekvivalentno je” (,,svejedno je”)

»povlaci” (,ako — onda”)

unija skupova A i B

presjek skupova A i B

razlika skupova A 1 B (,,A bez B”)

otvoreni interval od a do b

(skup svih brojeva x takvih da je a < = < b)
poluotvoreni interval od a (ukljuc¢ivo) do b
(skup svih brojeva x takvih da je a < x < b)
poluotvoreni interval od a do b(ukljuéivo)
(skup svih brojeva x takvih da je a < z < b)
zatvoreni interval (segment) od a do b
(skup svih brojeva x takvih da je a < z < b)
pozitivna beskonac¢nost (neodredeno i proizvoljno velik broj)
negativna beskonacnost (neodredeno i proizvoljno mali broj)
apsolutna vrijednost broja x

funkcija f s domenom D i kodomenom K
vrijednost funkcije f u varijabli x
uobicajene oznake varijabli

uobicajene oznake konstanti

kompozicija funkcija g i f (djeluje po pravilu g o f(x) = g(f(z)))

inverzna funkcija funkcije f

(prva) derivacija funkcije f s varijablom
brojevi x postaju sve blizi broju ¢

limes od f kad z tezi u ¢

lijevi limes od f kad z tezi u ¢

desni limes od f kad x tezi u ¢

brojevi x postaju proizvoljno mali odnosno veliki

neodredeni integral funkcije f

razlika F(b) — F(a)

imaginarna jedinica

kompleksan broj s realnim dijelom z i imaginarnim dijelom y
kompleksno konjugirani broj od z

trigonometrijski oblik kompleksnog broja z

eksponencijalni oblik kompleksnog broja

239
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V2 V3 vektorski prostor svih vektora u ravnini odnosno prostoru koji
su karakterizirani svojom duljinom, smjerom i orijentacijom

V2(0), V3(O)  vektorski prostor svih radij-vektora u ravnini tj. svih
orijentiranih duzina koje spajaju ishodiste s tockama ravnine
odnosno prostora

o vektor u jednom od prostora V2, V3, V2(0), V3(0)
f nulvektor u jednom od prostora V2, V3 V2(0), V3(0)
\7|, v duljina vektora ¥ u jednom od prostora V2, V3, V2(0), V3(0)
a, B9, .. skalari (u kontekstu vektorskih prostora)
[z, ], ( ; ) koordinatni prikaz vektora u dvodimenzionalnom prostoru
x
[x,y, 2], ( Y koordinatni prikaz vektora u trodimenzionalnom prostoru
z

7w skalarni produkt vektora u jednom od prostora V2, V3, V2(0), V3(0)
1 ortogonalnost, okomitost
- = — . . 3. 13
1,79,k vektori standardne ortonormirane baze za prostore V° i V°(O)
U xW vektorski produkt u V3 i V3(0)
(W, 7, ) mjesoviti produkt u V3 i V3(0)
{e1,€2,...,en,}  kanonska baza za R"™
W= [A, B,C] vektor normale ravnine u prostoru
¥ = [a, b, ] vektor smjera pravca u prostoru
z; j-ta nepoznanica u sustavu
aj koeficijent i-te jednadzbe sustava linearnih jednadzbi uz j-tu nepoznanicu

ili element matrice A koji se nalazi u i-tom retku i j-tom stupcu
b; slobodni ¢lan u i-toj jednadzbi sustava linearnih jednadzbi
A B, C, ... matrice
M n skup svih matrica s m redaka i n stupaca
(- nulmatrica s m redaka i n stupaca
M, skup svih kvadratnih matrica s po n redaka i stupaca
I, jedini¢éna matrica u M,
At matrici A transponirana matrica
A* kompleksnoj matrici A hermitski konjugirana matrica
A1 matrici A inverzna matrica
det A determinanta matrice A
trA trag kvadratne matrice A
R skup odnosno vektorski prostor uredenih n-torki realnih brojeva
cn skup odnosno vektorski prostor uredenih n-torki kompleksnih brojeva
/1, Q, ... linearan operator

ka(\) karakteristiéni polinom operatora prikazanog matricom A
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V3 stehiometrijski koeficijent sudionika J neke reakcije

g, [J] mnozinska koncentracija sudionika J neke reakcije

£ doseg reakcije

g g{ parcijalna derivacija prvog reda skalarne funkcije f po varijabli x;

aggﬂ parcijalna derivacija drugog reda skalarne funkcije f, prvo po x;, pa onda po x;

gi’; parcijalna derivacija drugog reda skalarne funkcije f, dvaput po istoj varijabli x;

graZLd f=Vf gradijent skalarne funkcije f

Hf(X) Hesseova matrica skalarne funkcije f u tocki X

I, fdA dvostruki integral funkcije dviju varijabli f po podruéju A

IIf,, fav trostruki integral funkcije triju varijabli f po podruéju V

(r,0,0) sferne koordinate

JF, H Jakobijan vektorske funkcije F' = (Fy, ..., Fy,) od n varijabli z1, ..., 2,
nabla-operator

V-F=divF divergencija vektorske funkcije F'

VX F=rotF rotacija vektorskog polja F : Q C R? — R3

df(X) diferencijal funkcije f u tocki X

w=Mdz+Ndy+... diferencijal

f,y fds krivuljni integral prve vrste skalarne funkcije f po krivulji v

f7 Mdx+ Ndy+... krivuljni integral druge vrste vektorskog polja F' = (M, N,...) po krivulji v

$ krivuljni integral po zatvorenoj krivulji

U unutrasnja energija

S entropija

H entalpija

A Helmholtzova energija

G Gibbsova energija

an, opdi ¢lan niza

(an)7 (an>n7 (an)neﬂ\l niz

lim,, s Gn, lim, a,, lima,,  limes niza

S any Y an red odreden nizom (a,,)

Yol —c)" red potencija oko tocke ¢

F(f) Fourierov transformat funkcije f
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Formule

Jednadzba pravca u ravnini kroz tocke (z1,y1) 1 (22, y2)

Y2 — 1
y—yp=="——(r—x1)
To — X1

Jednadzba pravca u ravnini kroz tocku (zo, yo) kojemu je koeficijent smjera a
Y — Yo = a(z — xo)
Rjesenja kvadratne jednadzbe az? + bx + ¢ = 0

—b+ Vb% —4dac
Tiog= —(Ff——
’ 2a

Tjeme kvadratne funkcije f(x) = az? + bz + ¢ ima koordinate

73 dac — b?
2a’  4da

Standardne oznake za logaritamske funkcije
Inz =log,x, logx =logyz
(e~ 2,71)

Formule za eksponencijalnu i logaritamsku funkciju

al‘
a®tV =a%aq¥, a* YV =—

a¥
log, a® =x, a8 =g
x
log,(zy) = log, « + log, y, log, m =log,x —log,y, log,z¥ =uylog,x

log,a=1, log,1=0

log; x
g log, a lo _ b
“ » 0BaT log, a

Opca potencija
U(I)U(m) _ 61}(:1:) Inu(z)

Hiperbolne funkcije

et —e ?* et +e "
h - h =
shz 5 , chx 5 ,
chz
the = — the = —
iz ST tha

Formule za trigonometrijske funkcije
cos?z +sin?z =1

243
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7r _ . (T
cos = —z) =sinz, sin(—- —x)=cosz
2 2
sin(2z) = 2sinzcosz, cos(2x) = cos® & — sin® x
sin(x £+ y) = sinx cosy £ cosx siny
cos(z + y) = cosxzcosy Fsinxsiny
sin x ¢ cos T 1

tgxr = , ctgax = — = —
cos T sinx tgx

Tablica derivacija

f(z) f'(2)
C 0
z" nan !
a” a®lna
loga z T 111 a
sin cos T
Ccos T —sinx
tgx cos12 z
Ctg z - sinl2 T
arcsin x 11—11-2
arccos T -~
arctg x 1 Jrlwz
arcctg x vl
shx chzx
chx shx

Pravila deriviranja

(f(@) +9(x)) = f'(2) +4'(x), (Cf(x)) =Cf'(x)

(f(2)g(2))" = f(x)g'(x) + f'(2)g(@),
(gof)(x) =g (f(x)- f'(x)
)

Jednadzba tangente na graf funkcije f u tocki (¢, f(c)
y—fle)=f'(c) (x—¢)

Jednadzbe kruznice polumjera R sa sredistem u ishodistu:

- u Cartesiusovim koordinatama: 2% + 3% = R?

- parametarske jednadzbe: x = Rcost, y = Rsint

- u polarnim koordinatama: r = R

Formule za prijelaz iz polarnih u Cartesiusove koordinate u ravnini i obrnuto

x=rcos?, y=rsind
r=+vz2+y? U= arctgg.
x
Definicija neprekidnosti funkcije f u tocki ¢

fle) = lim f(z)

Tr—cC
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Definicija derivacije funkcije f u tocki ¢

F(0) — tim £@) = 1)

T—cC T —cC

Pravac y = L je horizontalna asimptota funkcije f ako

lim f(z)=1L

z—+00

Pravac x = ¢ je vertikalna asimptota funkcije f ako

lim f(z) = +o0

r—ct

Pravac y = kx + [ je kosa asimptota funkcije f ako

@, -
Lm T =k lim (f(z) k) =1
Tablica neodredenih integrala
K Kx+C
o 2@+t
za# 1| &g +C
1 In|z|+C
a® 1?:;1 +C
sin x —cosz + C
cos T sinz 4+ C
ot arctgr + C
11_:52 arcsinz + C

Linearnost integriranja (za neodredene integrale)

[ @ +g@) do= [ f)do+ [ gw)az,

/Kf(m) dx = K/f(x) dx.
Newton-Leibnizova formula (F' je neka antiderivacija od f)
b
[ f@de = F@l;

Linearnost integriranja (za odredene integrale)

/ " (f(@) + ge)) do = / ' fla)az + [ o),

b b
/ Kf(z)dz = K/ f(x)dx.
Svojstva odredenih integrala

/:f(x)dxzo,

/abf<x>dx=—/baf<x>dx,
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/abf(x)dz_ch(x)dx+/cbf(x)dx

Formula parcijalne integracije za neodredene i odredene integrale

/udv:uvf/vdu,
b b
/udv:uvm—/ vdu

Metoda supstitucije za neodredene i odredene integrale

/f z)dz ={y = g(z }—/f ) dy,

g(b)

/f )de = {y = g(a >}=/g(a) f(y) dy

Nepravi integrali se neogranicenim podru¢jem integriranja

[ swa =Rggloo/_;f<x>dx
/a e dw—Rgrfm/ fa

/+oof(x)dx— U f@)de / f(z)da,

oo 0

Brzina reakcije v i koncentracija izvedenih pretvorbi x

dx 1 de

V== —+ —

dt v dt’
c=cy+rx

(pritom je c¢g pocetna i ¢ trenutna koncentracija bilo kojeg sudionika reakcije, ¢iji stehiometrijski
koeficijent je v).
Formule za rac¢un s kompleksnim brojevima

i*=-1
(x+yi) + (@ +y'i) = (+2") £ (y+y)i
(x4 yi) - (2" +y'1) = (za’ —yy') + (2’ + 2"y)i
r+yi=1x—yi

|z + yi| = Va2 + y?

1 T — 1y

T4y  x24y>

2P =22

Formule za rac¢un s kompleksnim brojevima u trigonometrijskom i eksponencijalnom obliku

z=x+iy=|z|(cosf +isinh) = |z|e?, tgh = £7
x
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22" = |2||2'|(cos(0 + 0') + isin(6 + 0)) = |z||2'|" )

z

_ |Z| . / A ‘Z| i(0—0")
= |Z/|(c05(9 6") +isin(6 — 0")) = |z’|€

2" = |2|"(cos(nB) + isin(nh)) = |z|"e™?

2 2
{‘/Z:{C/E(cose—i_nkﬂ—i—isine—i_nkW) :k:O,1,2,...,n—1}:

60+4+2km

= {{"/Eei n :k=0,1»2>«~»n_1}
Pravila vektorskog racuna u prostorima V2, V3, V2(0), V3(0)
(T + )+ @ =7+ (T + )

T+0=0+7=1
TH(-)=-T+7=0
T+ =0+
o- ﬁ =0-7 = ﬁ
1-v=7

oV + W) =a? +ad
(a+B8)V =a¥ + 7

() ¥ = a(87)

Skalarni produkt u prostorima V2, V3, V2(0), V3(0) (¢ je kut izmedu vektora ¥ i )

VW = | V||| cos

T V0 T-T=0sT=0,
T W=0-7,
U (VW) =" -V + W,
(@) - W =a(V ).
7 =VT -7
T1Wev - d=0
VW] < |V [

Vektorski produkt u prostorima V3 i V3(0) (¢ je kut izmedu vektora ¥ i w; smjer od ¥ x W je
okomit na oba vektora ¥ i W, a orijentacija mu je odredena pravilom desne ruke)

7 x W| = || |W|sing
Ux(W+WA)=U X+ xd
(T+W)xU=UXxU+Wxd

(T x W)= () x W
T (UTxW)=0, (VxW)-W=0

UXW=-0xT

Tx0=0x7=0

TxT =10




248 POGLAVLJE 7. OSNOVE LINEARNE ALGEBRE

T T) xT = (T (7T
(T x0) (@ xw)=(T D) (0 -0)—(T-w

W) (@)
T x WP = [V WP - (T W)
Mjesoviti produkt u prostorima V3 i V3(0)
(4,7, @)= - (V x W).
(U, 7, W)= (V,d, W) = (&, «, 7).
Pravila racuna s vektorima u koordinatnom obliku
[21, 22, ]+ [y, 92, .- = [w1 + 1,22 + 2,
alxy, xe,. .| = [axy, azs,. . ]
[21,22, .. ] [y1, 92, .. ] =211 + 2202 +
l[x1,22,...]| = /23 + 2%+ ...
T w
[z,y,2) x &', ¢, 2| = yz' — vz, 2’2 — a2/, 2y =2yl =] = ¢y =2
oy 7

(posljednje tri formule vrijede samo ako su koordinate birane obzirom na ortonormiranu bazu)
Udaljenost dvije tocke u prostoru (ako je koordinatni sustav ortonormiran)

dT.T) = /(&' =) +(y —y)* + (= - 2)?

Opéa jednadzba ravnine u prostoru

Az +By+Cz+D =0
Segmentni oblik jednadzbe ravnine u prostoru

Parametarski oblik jednadzbe ravnine u prostoru

r = x9+ vt +wys,

Y = Yo + vat + was,
z = zg + v3t + wss,
t,s e R

Jednadzba ravnine u prostoru koja prolazi tockom (2o, 4o, z0) 1 ima vektor normale 7 = [A, B, C]

Az —x0) + B(y — yo) + C(z — 20) =0
Uvjet paralelnosti ravnina

%
Hxn =0

A:A=B:B =C:C
Uvjet okomitosti ravnina

%
wen' =0

AA"+ BB ' +CC' =0
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(druga formula vrijedi samo ako je koordinatni sustav ortonormiran)
Parametarski oblik jednadzbe pravca u prostoru (s vektorom smjera ¥ = [a, b, c] koji prolazi tockom

(fﬂo,ymzo))

T = x9 + at,

y = yo + b,

2 =2z9+ct,
te R

Kanonski oblik jednadzbe pravca u prostoru

—Zo Y—Y 22— 20
a b c

Jednadzba pravca u prostoru koji prolazi totkama (zg, yo, 20) 1 (21, ¥1,21)
x=x0+ (21 — 29)t,

y =y + (y1 — vo)t,
z =20+ (21 — 20)t,
teR.

Uvjet paralelnosti pravaca

Uvjet okomitosti pravaca

wl
w

=0
ad + b +cc =0

(druga formula vrijedi samo ako je koordinatni sustav ortonormiran)

Uvjet okomitosti pravca na ravninu

_)
T xH =0

a:A=b:B=c:C

Uvjet paralelnosti pravca s ravninom

- =0

aA+bB+cC =0

(druga formula vrijedi samo ako je koordinatni sustav ortonormiran)
Udaljenost tocke (xg, Yo, z0) do ravnine Az + By +Cz+ D =0

_ |A$0+By0 + Czo + D|
W == e

Laplaceov razvoj determinante po i-tom retku:
n
det A = Z(—l)’ﬂaij det Aij7
j=1
Laplaceov razvoj determinante po j-tom stupcu:

det A = Z(*l)“rjaij det Az]
i=1
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Karakteristi¢ni polinom operatora prikazanog matricom A:
ka(A) = det(A — AI).

Homogene diferencijalne jednadzbe 3y’ = f(y/t) se na jednadzbu sa separiranim varijablama svode
supstitucijom
y:if’u,7 yl :tu/-i-u.

Rjesenje nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda y' + f(t)y = g(t) se iz rjeSenja
yi = Ce " (F je neka antiderivacija od f) pripadne homogene jednadzbe 3 + f(t)y = 0 dobiva
metodom varijacije konstante: C' shvatimo kao funkciju varijable ¢ te y(t) = C(t)e F® i y/(t) =
C'(t)e PO +C(t)e B (— f(¢)) uvrstimo u polaznu jednazbu '+ f(t)y = g(t) ¢éime dobivamo jednazbu
C'(t) = g(t)e"® iz koje se C odreduje integriranjem.

Homogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koeficijentima asy” + a1y’ +
agy = 0 rjesava se pomoéu njene karakteristi¢ne jednadzbe asx?+ayx+ag = 0. Ovisno o diskriminanti
D = a? — 4apay imamo sljedeée oblike opéeg rjesenja jednadzbe asy” + a1y’ + agy = 0:

D >0 dvarealnarj. kar. j. 1,22 y(t) = Cre®1t + Coe®2t,
D =0 jedno realno rj. kar. j. = y(t) = Cre*t + Coze®t,
D <0 dvakompl. rj. kar. j. a £ bi  y(t) = e*(Cy cos(bt) + Cy sin(bt)).

Odredivanje partikularnog rjesenja nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda s kons-
tantnim koeficijentima asy” + a1y’ + agy = f(¢) metodom neodredenih koeficijenata:

e Akoje f(t) polinon@ stupnja n pretpostavlja se da je yp polinom istog stupnja, ali s neodredenim
koeficijentima.

e Ako je f(t) oblika e, pretpostavlja se da je yp oblika Ae? s nepoznatim A.

e Ako je f(t) oblika e pommnoZen s polinomom stupnja n, pretpostavlja se da je yp oblika Ae
pomnozen s polinomom stupnja n s nepoznatim A i koeficijentima polinoma.
e Ako je f(t) oblika e (asin(bt) + Bsin(bt)) (Sto ukljucuje oblike sin(bt), cos(bt), e sin(bt) i
e cos(bt)), pretpostavlja se da je yp = e**(Asin(bt) + Bsin(bt)) s neodredenim A i B.
Odredivanje partikularnog rjesenja nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda s kons-

tantnim koeficijentima aoy” + a1y’ + apy = f(¢) metodom varijacije konstanti: u homogenom rjesenju
yg = Cry1 + Cays se pretpostavi da su C; 1 Cy funkcije od t; C i C% odreduju iz sustava

Ciy1 + Cay2 = 0,
az(Clyr + Coya) = f(1).
Zakon brzine reakcije reda n sa samo jednim reaktantom A:

1 d[A]

T ko [A]™.

Lancano pravilo za parcijalne derivacije — slucaj kompozicije skalarne funkcije f koja ovisi o n varijabli
s vektorskom funkcijom (z1,...,x,), gdje su z; = x;(¢) realne funkcije jedne varijable ¢

Lancano pravilo za parcijalne derivacije —slucaj kompozicije skalarne funkcije f dviju varijabli s
vektorskom funkcijom dviju varijabli (z,y) = (x(u,v),y(u,v)):

oy _of ox of oy

ou Oxr Odu Oy Oou’

26Konstantnu funkciju smatramo polinomom stupnja nula.
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of _of or of o
ov  Oxr Ov Oy Ov

Eulerovo ciklicko pravilo

ox 6y % B
Ay 0z O
Hesseova matrica skalarne funkcije f u tocki X:
% f *f °f
@(X) 81312612 (X) tee 61‘12(91771 (X)
o f o°f o°f
o2 . 22 . 92 .
(’)arnafxl (X) axn,gxg (X) e ﬁ(X)
Gradijent skalarne funkcije f:
of of af \'
df = = e
grad f = Vf <8$ "Oxy T Oy,

Postupak odredivanja lokalnih ekstrema skalarne funkcije f:
e Prvo se odrede stacionarne tocke, tj. elementi X iz domene od f takvi da je V f(X) nulvektor.

e Ako je X stacionarna tocka, ona je tocka lokalnog minimuma ako su sve glavne minore od
H f(X) pozitivne.

e Ako je X stacionarna tocka, ona je tocka lokalnog maksimuma ako predznaci minora Hesseove
matrice H(f)(Xy) alterniraju pocevsi s negativnim.

Fubinijev teorem:

b d J .
fla,y)dedy = Fay)dy | do = e an)
[abjx[cd xy rdy = /a</c (l' y) y) X ‘/c</a (37 y) .T) y
b d q
f(z,y,2)dzdydz = ( ( f(a,)d)d>d.
[a,b] x[e,d] x[p,q] By /a /c /p z,y,z)dz | dy | dz

Formule za prijelaz iz sfernih u Cartesiusove koordinate:
T =rcos¢sinb,

Yy = rsin¢sin 6,
z =rcosf.

Jakobijan vektorske funkcije F' = (Fy,..., F,) od n varijabli 1,...,2,:

JF = det (8F )
Ox;

Zamjena varijabli u viSestrukim integralima:

N O(u,v)
(', y")

r=u(@y),y = v(@'y), F = (wv) = [[ f =[] f(.y) dway,
S A

T = u(xl7yl Z/) y = v(xl7yl7 Z/)’Z = w(x/’y/’zl)7F = (u’ ,U’ w) :>

(z,y, 2)
oy, 2')

dudvdw = flz,y,2)dedydz.
i
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Nabla-operator: gradijent, divergencija, rotacija

of of afy

grad f(X) = Vf(X) (3361 925 Om.

V(f+9)=Vf+Vy,

V(af) =aVf,
V(fg) = fVg+gV/,
div F(X Z 835

V- (F+G)=V-F+V.-G,
V- (aF)=aV-F,
V- (fF)=(Vf) - F+ f(V-F),

e
i 5k

rot F(X) =V x F(X) = % gT]; % ,
F, F, F,

VXx(F+G)=VXxF+VxG,
V x (aF) =aV x F,

V x (fF) = (V) x F + f(V x F),
Vx(FxG)=(V-G)F+ (G -V)F—(V-F)G—(F-V)G,
V- (FxG)=(VXF)-G-F-(VxGQG),
V(F-G)=Fx(VxGQ)+Gx (VX F)+(F-V)G+(G-V)F.

Djelovanje Laplaceovog operatora na skalarnu funkciju

V.Vf=V?

Gradijent, divergencija, rotacija i Laplaceov operator u sfernim koordinatama (za funkcije triju vari-

jabli)
_[(of 1of 1 Of
vi= (87" r o0’ 7"811198(;5)

10 (w0F\ 1 0 (L ofy . 1 of
vf_r 29 \" or +7’25111089 Smoae _|_7"251r126(9<z527

- , . 1 0F,
V-F= T(r FT) rSineae(bln6F9)+TSiH9 a¢’
1 (. OF,\ . 1( 1 8F. 0 .
VXxF= Tsin¢ <8¢(Sln¢)F()) 80) T+ ; (sind) 80 8T(TF0)> ¢+
1 3 aFr A

Diferencijal funkcije

dx’i(yhyQa s 7y7l) =Y
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Krivuljni integrali prve vrste skalarne funkcije f

b
/ fds = / FO@)I (0] dt,

/ fds = / @), y OB + D)2 dt,

b
/ fds = / F (), (), 2 ()T B + G OF + (7 (0)2 dt

/Wfds/vfds
/%wzfds—/%fds—k/yzfds

l(’y)z[yds

Krivuljni integrali druge vrste vektorskog polja F' = (Fy,..., F,)

n b
/ZFl’dzi:/ (F(y(t), () dt

Duljina krivulje v : [a,b] — R™

b
/M(fc,y)derN(w,y)dy:/ (M (x(t), y(£)a' () + N(x(t),y(t))y'(t)) dt

a

Prvi i drugi glavni stavak termodinamike
dU = dw + dg

dq
ds = -

Entalpija, Helmholtzova i Gibbsova energija

H=U-+pV
A=H-TS
G=H-TS

Metoda najmanjih kvadrata— aproksimacija afinom funkcijom

n n n n
2
Sg2 = E xy, Sz = E Tiy Spy = E TiYi, Sy = E Yi
i=1 i=1 i=1 i=1

253



254

Limesi nizova

limaq™ =

Suma geometrijskog reda (za |q| < 1):

2 aq"

n

Taylorov red funkcije f:

POGLAVLJE 7. OSNOVE LINEARNE ALGEBRE

NSzy — Sz 8
o= y y

NSg2 — §2
8428y — Sz5zy
b= —"—75—
NSg2 — S2
0, -1<g<1,
a, q=1,
~+00, q>1,a9>0, ,
—00, qg>1,a9<0,
neodreden, ¢ < —1
lim — =0, zak>0,
—+ocon
1 n
lim <1 + ) =e.
n—-+oo n
9 a
=a+aq+aqg” +...= .
I—¢q
o0
F™(e) n
T(x) Z T(m —o)".

n=0

Greska aproksimacije funkcije f oko tocke ¢ Taylorovim polinomom 7, (x):

SO !
Ro(w) = 2 (2 — o),
(z) (n+1)! (@=c)
za neki t izmedu ¢ i x.
Vazniji Maclaurinovi redovi:
1 = (
1_x:;z":1+z+x2+:c‘3+..., ze(—1,1),
1 =
= —Dh"=1-— 24 € (—1,1),
T ;( 'x x4 —a’+ x € )
+oo o
1 ¢ = " e (—1,1),
ey =3 (0)e et
+°°9:” x? 2B
n=0
+oo
B _ (=" 2n+1 _ e ab ot
blnx—z%m = —5“1‘5—?—%.., r € R,
+oo n 2 4 6
B (-1) om T T T
= ni1® 2 3 2t
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Fourierov red funkcije f zadane na [—L, L]:

+oo

F@) = 23 (Aufale) + Bagn(2)).

n=1

1
Ap = Z<fvfn>7

1
Bn:Z<f7gn>7 TLGN,

fonlw) = cos (T2,

L
. nmwx
gn(w) =sin (7F7)
+oo
f(z) = Z Cnn (),
(bn(x) _ einmc/L
A A.—iB, A, +iB,
CO - 2 ) Cn - 2 I —-n 2
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Kazalo

¢, d0} 26

afina funkcija,

akceleracija, [168]

algebarske funkcije, 20} [36]
antiderivacija, [I43]

aplikata, 212]

apscisa, [IT] 212]

apsolutna vrijednost, [9]

apsolutna vrijednost kompleksnog broja, 183

argument kompleksnog broja, [L88
Arhimedova spirala,
arkus-funkcije, [47]

arkus-kosinus, 48
arkus-kotangens,

arkus-sinus,

arkus-tangens,

Arrheniusov zakon,

asimptota, [2§]
asocijativnost, [7]

baza prostora, 203}
Bernoullijeva lemniskata,

beskonaé¢ni limesi, [116

bijekcija,

bitni prekid,

Bolzano-Weierstrass-ov teorem,
Bornova interpretacija valne funkcije,

brzina, [69]
brzina reakcije, [69] B8] [167]

ciklometrijske funkcije, [47]

de Moivre-ova formula,

decimalni zapis,

derivabilne funkcije, [132]

derivacija, [67]

derivacija inverzne funkcije,
derivacija kompozicije funkcija,
derivacija kompozicije funkcije,
derivacija kvocijenta funkcija, [74]
derivacija produkta funkcija, [74}
diferencijalna jednadzba drugog reda,
diferencijalna jednadzba prvog reda,
dimenzija prostora, [203]

direktna resetka, 229

direktni prostor, [229
diskretne varijable,
domena,

donja Darbouxova suma, |148
donja integralna suma, (148
doseg reakcije,

druga derivacija,
duljina vektora,

eksponencijalne funkcije, [37]

eksponencijalni oblik kompleksnog broja, [193]

ekstremi, [77]
elektricni rad, [I6§

entalpija, [I70]

Eulerova formula, [193]

funkcija,
funkcija gustoce vjerojatnosti,

gama-funkcija, [163

geometrijska sredina,

glatke funkcije, [[33]

globalni maksimum, [77]

globalni minimum,

gornja Darbouxova suma, [148
gornja integralna suma, |14

graf funkcije,

granice odredenog integrala,

heksagonski kristalni sustav, 223
Henderson-Hasselbachova jednadzba, [A1]
Hiperbolna spirala,

hiperbolne funkcije,

horizontalna asimptota,

horizontalne asimptote, [120

identiteta,

imaginarna jedinica, [181

imaginarna os, [I82]

imaginarni dio kompleksnog broja,
implicitno deriviranje,
infinitezimalni racun, [67]

injekcija, [1§]

integrabilna funkcija, [149]

integrirani zakon brzine reakcije, [90]
integriranje racionalnih funkcija,
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inverzna funkcija, kvadratna funkcija,
ishodiste, kvadratna jednadzba,
ispitivanje toka funkcije, [84]
L’Hépital-ovo pravilo,
jedini¢na Celija, 222] L’Hospital-ovo pravilo,
jednadzba pravca, 213 Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti,
jednadzba stanja idealnog plina, Lagrangeov teorem srednje vrijednosti,
jednadzba tangente na graf funkcije, lan¢ano pravilo, [76]
jednostrani beskonaé¢ni limesi, limes funkcije u tocki, [I11} [T12]
jednostrani limesi, limes kompozicije funkcija, [125
limes kvocijenta funkcija, [125
kanonskg baz.a,' § limes produkta funkcija,
kanonski oblik jednadzbe pravca, 219 limes razlike funkcija, [[25
Kartezijev koordinatni sustav, limes slijeva, [[T4
kemijska kinetika, limes zbroja funkcija, [125]
kemijski rad, limes zdesna,
kodomena, limesi u beskonacnosti, [120
koeficijent brzine reakcije, [90] linearna algebra,

koeﬁC%J:ent.smj?ra, linearna kombinacija, [181
koeficijenti polinoma, linearna kombinacija vektora, [202] 211]
Ko'hlraus.chov zal.qon, linearna supstitucija, [[56] [L60]
kolinearni vektori, [202 linearne funkcije

)

komplanarni vektori, [202] linearno nezavisan skup,
kompleksne funkcije, [187] linearno zavisan skup,
kompleksno konjugirani broj, linearnost deriviranja,
kompozicija funkcija, linearnost integriranja, [146} [I53]
komutativnost, [7] In, [A0]

konkavna funkcija, 10;;

konstanta integriranja, [I45]
konstante,

konstantna funkcija,
kontinuirane varijable,
konveksna funkcija,

logaritamske funkcije,
logaritamsko deriviranje,
lokalni maksimum, [77]
lokalni minimum, [77]

koordinate, [TT} [204] Maxwellova raspodjela,
koordinate osi, [220 metoda supstitucije za integrale,
koordinatne osi, Millerovi indeksi,

koordinatne ravnine, mimoilazni pravei, 220]

koordinatni sustav, mjedoviti produkt vektora, [209]
korijent, [32] [35] mnozenje vektora skalarom,
korjenovanje, molarni toplinski kapacitet, [170

kose asimptote, monoklinski kristalni sustav, P23
kosinus, monomi, 25]

kosinus hiperbolni, mrezne ravnine, 225]

kotangens, [47]

kotangens hiperbolni, 2] nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunjakovskog,
kristalna resetka, nejednakost trokuta, [L85

kristalni sustav, neodredeni integral,
kristalni sustavi, 223 neodredeni izrazi,
kristalografska baza, neodredeni izrazi kod limesa,
kriti¢na tocka, [7§| neparna funkcija, [I7]

kriti¢ne tocke, [L33] nepravi integrali,
krivulja u prostoru, neprekidna funkcija,

krivulje u ravnini, [94] neprekidnost u tocki, [129]

kubi¢ni kristalni sustav, neutralni element, [7]

kvadranti, Newton-Leibnizova formula,
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nezavisne i zavisne varijable,
nultocke funkcije,
nulvektor, [201]

ocekivana vrijednost slu¢ajne varijable, [I71]
obrnuta proporcionalnost,

odredeni integral,
odredivanje globalnih ekstrema,
odredivanje lokalnih ekstrema,
oduzimanje vektora, [201]

ograni¢ena funkcija, [147]

okomitost praca na ravninu, [221
okomitost pravaca, [220)

okomitost ravnina, [215

opda potencija, [£]]

op¢a jednadzba ravnine, 213

orbitala, [I70]

ordinata,

orijentacija vektora, [200

orijentirana duzina, [199

ortogonalna projekcija, 207]
ortogonalni vektori,
ortogonalnost funkcija, [171
ortonormirana baza, [206

osnovni teorem infinitezimalnog rac¢una, [152

Ostwaldov zakon, [50]

padajuca funkcija, [I7] [68]

paralelnost pravaca, 220]

paralelnost pravca i ravnine, [221
paralelnost ravnina, [215)

parametarske jednadzbe pravca,
parametarske jednadzbe ravnine, [216)
parametarski zadane funkcije, [97]
parcijalna integracija, [154]

parna funkcija,

periodi¢nost, [44]

ploha,

po dijelovima neprekidna funkcija, [I32]
pocetni uvjeti, 80|

podintegralna funkcija, [145

polarne koordinate u ravnini,
polinomi,

poloviste duzine, 213|

potenciranje,

pravokutni koordinatni sustav,
prekid druge vrste, [131

prekid prve vrste, [131

prikaz vektora u bazi, 203

primitivna funkcija, [[43]

prirodna domena,

problem povrsine,
proporcionalnost,

prosjecna vrijednost funkcije, [166]
prosjecna vrijednost slu¢ajne varijable,
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racunske operacije, |Z|

racionalne funkcije, [28]
rad, [16§]

radijalna gustoca vjerojatnosti, [171
radijan,

rastav na parcijalne razlomke,
rastuca funkcija,

ravnotezna koncentracija,
reakcija drugog reda,
reakcija nultog reda,

reakcija prvog reda,

realna os, 182

realne funkcije, [T4]

realne funkcije jedne varijable, [14]
realni dio kompleksnog broja, [L81
realni vektorski prostor, (199
recipro¢na resetka,
recipro¢ni prostor, [229]

red reakcije,

red velicine,

reprezentant vektora, [200
restrikcija funkcije,

reverzibilna ekspanzija, [169
reverzibilna kompresija,
Riemann-integrabilna funkcija, [I49]
Riemannov integral,

rjesenje diferencijalne jednadzbe,
rompski kristalni sustav,

segmentni oblik jednadzbe ravnine, [213]
sinus, [44] (5]

sinus hiperbolni, [42]

skalar, [199]

skalarni produkt vektora,
skok,

skup, [0]

skup cijelih brojeva, [7]

skup kompleksnih brojeva, [181
skup prirodnih brojeva, [7]

skup racionalnih brojeva, [7]

skup realnih brojeva, [7]

slika funkcije,

slobodni ¢lan, 21} 24] [26]

smjer vektora, [200

spirala,

stacionarna tocka,
stehiometrijski koeficijent,
stupanj polinoma, [25]

stupanj slobode,

subdivizija intervala,
suprotni vektor, [201

surjekcija,

svojstva odredenog integrala,

tabli¢no integriranje, [146]
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tablica derivacija,

tangens, 7]

tangens hiperbolni, 2]

tangenta, [68] [71]

temeljni period,

temeljni zakon recipro¢ne resetke, [232
teorem o implicitnoj funkciji,

teorem srednje vrijednosti za integrale, [160]
tetragonski kristalni sustav, 223]

tocka infleksije,

totka prekida,

torus, 218

transcendentne funkcije, [20] [36]
transformacije grafova, [I§]

trigonometrijske funkcije,
trigonometrijski oblik kompleksnog broja, [188
trigonski kristalni sustav, 223

triklinski kristalni sustav, [205]

ubrzanje, [L68

udaljenost dvije tocke u prostoru, 212
udaljenost tocke od ravnine, 221
uklonjivi prekid, [T31]

unitarni prostor, [205]

unutrasnja energija, [I70]

uredeni par,

uvjet normiranja, [I77]

valna duljina, [44]

valna funkcija,

van der Waalsova jednadzba,
varijable, [f]

vektor, [199]

vektor normale ravnine, [214

vektor smjera pravca,

vektorski produkt vektora,
vektorski prostor, 210} 211]

vertikalna asimptota,

veza derivabilnosti i integrabilnosti, [151
veza derivabilnosti i neprekidnosti,
viSestruka nultocka polinoma,
vodedi koeficijent (kvadratna f.),
vodeéi koeficijent (polinoma),
volumni rad,

Weissovi parametri, [225]

zaokruzivanje,

zavisne i nezavisne varijable,
zbrajanje vektora, 200} [204]
znacajne znamenke, [9]
znanstvena notacija, [9]
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