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Poglavlje 1

Sustavi linearnih jednadzbi

1.1 Linearne jednadzbe

Definicija 1 (Linearna jednadzba s jednom nepoznanicom). Linearna jednadzba s
jednom nepoznanicom x je jednadzba koja se moze zapisati u obliku

ar =10
gdje su a i b zadani brojevi. Rjesenje jednadzbe je svaki broj cije uvrstavanje u jednadzbu
na mjesto nepoznanice x daje istinitu numericku jednakost.

Primjer 1. Jednadzba 8 — 3(x — 4) = —2x — 6 je linearna jer ju moZemo svesti na
oblik ax = b:
8r —3(x —4) = —2x — 6,

8r —3x + 12 = —2x — 6,
Tr = —18.
Rjesenje jednadzbe ax = b je nultocka funkcije f(z) = ax — b, tj. sjeciste grafa te
funkcije s osi apscisa. Moguca su tri slucaja:
e Jedinstveno rjesenje (ako a # 0): pravac y = ax — b sijece os apscisa u nultocki
xr = % koja je rjesenje nase jednadzbe.
e Nema rjesenja (ako a =01 b # 0): pravac y = ax — b je paralelan s osi apscisa.

e Beskonaéno mnogo rjesenja (ako a = b = 0): pravac y = ax — b se podudara s
osi apscisa pa je svaki realan broj x rjeSenje nase jednadzbe.

Primjer 2. Jednadzbe
8r —3(x—4) = -2z — 6,

8r—3(x—4)=5x—6

8r —3(x —4) =bx + 12

su redom primjert za tri gore navedena slucaja. Grafovi odgovarajucih afinih funkcija
za koje te jednadzbe predstavijaju traZenje nultocki prikazani su slikom [1.1].
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4 POGLAVLJE 1. SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI

Slika 1.1: Linearne jednadzbe s jednom nepoznanicom mogu imati jedinstveno rjesenje
(crveni graf), nemati rjesenja (plavi graf) ili imati beskonaéno mnogo rjesenja (zeleni
graf).

Slika 1.2: Pravac 2z — by = 3.

Definicija 2 (Linearna jednadzba s dvije nepoznanice). Linearna jednadzba s dvije
nepoznanice x iy je jednadzba koja se moze zapisati u obliku

ar +by =c

gdje su a, b i ¢ zadani brojevi. Broj ¢ zove se slobodni ¢lan, a a i b su koeficijenti
jednadzbe. Rjesenje jednadzbe je svaki uredeni par brojeva cije uvrstavanje u jednadzbu
na mjesto brojeca x 1y daje istinitu numericku jednakost.

Primjer 3. Jednadzba 2x — by = 3 je linearna jednadzba s dvije nepoznanice. Uredens
par (4,1) je jedno njeno rjesenje, a par (1,1) nije rjesenje te jednadzbe.

Geometrijski, linearnu jednadzbu s dvije nepoznanice (to¢nije: skup njenih rjesenja)
mozemo interpretirati kao pravac u ravnini (tj. kao njegovu implicitnu jednadzbu).
Pravac je skup od beskonacno tocaka te svaka linearna jednadzba s dvije nepoznanice
ima beskona¢no mnogo rjesenja. Ako je a = 0, pravac ax + by = ¢ je paralelan s z-osi,
ako je b = 0 paralelan je s y-osi.

Primjer 4. Jednadzbi 2z — 5y = 3 odgovara pravac kojem je to implicitna jednadzba,

1. pravac kroz tocke (O, —%) 1 (%, O) ; to je pravac s eksplicitnom jednadzZbom y = %m—g
(vidi sliku[1.9).
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Slika 1.3: Ravnina 2x — by + 2z = 3.

Definicija 3 (Linearna jednadzba s tri nepoznanice). Linearna jednadzba s tri ne-
poznanice x, y, z je jednadzba koja se moZe zapisati u obliku

axr +by+cz=d

gdje su a, b, ¢ i d zadani brojevi. Broj d zove se slobodni ¢lan, a a, b i ¢ su koefici-
jenti jednadzbe. Rjesenje jednadzbe je svaka uredena trojka brojeva ¢ije uvrstavanje u
jednadzbu na mjesto nepoznanica x, y 1 z daje istinitu numericku jednakost.

Primjer 5. Jednadzba 2x — 5y + z = 3 je linearna jednadzba s tri nepoznanice. Trojka
(4,1,0) je jedno njeno rjesenje, a trojka (1,2,1) nije rjesenje te jednadzbe.

Geometrijski, skup rjesenja linearne jednadzbe s tri nepoznanice mozemo interpre-
tirati kao ravninu u prostoru, dakle svaka linearna jednadzba s tri nepoznanice ima
beskonaéno mnogo rjesenja (vidi sliku [1.3)).

Definicija 4 (Linearna jednadzba s n nepoznanica). Linearna jednadzba s n ne-
poznanica i, Ta, ..., T, je jednadzba koja se mozZe zapisati u obliku

121 + oo + ...+ apt, = b

gdje su ay,as, ..., a,,b zadani brojevi. Broj b zove se slobodni ¢lan, a ay,as, ..., a,
su koeficijenti jednadzbe. Rjesenje jednadzbe je svaka uredena n-torka brojeva cije
wvrstavange u jednadzZbu na mjesto napoznanica x; daje istinitu numericku jednakost.

Primjer 6. Jednadzba 2z, + 9 — dxs — 4xy + x5 = 0 je linearna jednadzba s pet
nepoznanica. Uredene petorke (1,1,1,0,2) i (0,0,0,0,0) su dva od njenih rjesenja, a
petorka (1,2,1,2,1) nije rjesenje te jednadzbe.

Zadatak 1. Koliko najvise nepoznanicia moze imati jedna linearna jednadzba koja ima
jedinstveno rjesenje?

Ako linearna jednadzba s 2 ili visSe nepoznanica ima sve koeficijente osim jednog
jednake nuli, opisite skup njenih rjesenja!



6 POGLAVLJE 1. SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI

Mozemo ukratko re¢i da je linearna jednadzba s odredenim nepoznanicama jed-
nadzba kojom iskazujemo da odredena linearna kombinacija tih nepoznanica ima od-
redenu vrijednost (jednaku slobodnom ¢lanu). Pritom, nije dobro reéi da je slobodni
¢lan ,onaj broj desno od jednakosti u jednadzbi”. Naime, iako je u sredenom obliku
uobicajeno slobodni ¢lan pisati desno od znaka jednakosti, bolje je naglasiti njegov
smisao: to je konstantni ¢lan jednadzbe, tj. ¢lan koji ne sadrzi nijednu od nepoznanica
(gdje pod ¢lanom izraza mislimo na aditivni ¢lan, tj. podizraz koji je pribrojen ostatku
promatranog izraza).
1t Ponovimo bitno. .. Linearne jednadzbe s odredenim brojem nepoznanica su jed-
nadzbe koje se mogu zapisati u obliku u kom je zbroj tih nepoznanica pomnozenih
s nekim (konstantnim) koeficijentima jednak odredenog konstantnoj vrijednosti (slo-
bodnom ¢lanu). Rjesenje linearne jednadzbe s n nepoznanica je svaka uredena n-torka
brojeva ¢ije uvrstavanje na mjesto nepoznanica daje istinitu numericku jednakost. Li-
nearne jednadzbe s jednom, dvije ili tri nepoznanice mozemo geometrijski predociti kao
tocku na pravcu, pravac u ravnini odnosno ravninu u prostoru. ®)

1.2 Swustavi linearnih jednadzbi

Definicija 5 (Sustav linearnih jednadzbi). Sustav linearnih jednadzbi je skup od ko-
nacno mnogo linearnih jednadzbi s istim nepoznanicama za koje trazimo zajednicko
rjesenje. RjeSenje sustava je svaka uredena n-torka brojeva koja zadovoljava sve jed-
nadzbe sustava.

Ako sustav ima m jednadzbi s n nepoznanica, zovemo ga m X n-sustavom. Sustavi
kod kojih su svi slobodni ¢lanovi jednaki nuli zovu se homogeni sustavi, a ostali se zovu
nehomogeni sustavi.

Primjer 7. Primjer (homogenog) sustava s dvije jednadzbe i tri nepoznanice je sustav
r+y+z=0,
—2z+y=0.

Njegovo rjesenje je npr. trojka (0,0, 0) jer zadovoljava obje jednadzbe, a trojka (1,—1,0)
nije rjesenje sustava jer zadovoljava samo prvu jednadzZbu.

Sustavi linearnih jednadzbi ¢esti su u primjenama, primjerice u stehiometrijskim
zadacima:

Primjer 8. U wvodi je otopljeno 0,6190 grama smjese natrijeva klorida @ kalijeva klorida
te je dodan srebrov mitrat. Istalozilo je 1,3211 grama srebrova klorida. Treba odrediti
masene udjele natrijeva v kalijeva klorida u polaznoj smjesi.

Molarna masa NaCl je 58,45 g mol™!, molarna masa KCl je 74,56 ¢ mol™!, a
molarna masa AgCl je 143,34 g mol~!. Neka je v masa NaCl v smjesi, a y masa
KCl w smjesi. Iz uvjeta zadatka proizlazi sustav od dvije linearne jednadzbe s dvije
nepoznanice:

r+y=0,6190g
143,34 143,34
58.45 © T 7456

y=13211g.



1.2. SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI 7

2+ y=80,x+3y=90 x+2}':4,2x+4}':8 X+2y=-42x+4y=8
\ e
=+ ™ \
(a) (b) (©)

Slika 1.4: 2 x 2-sustavi s jedinstvenim rjesenjem(lijevo), s beskona¢no mnogo rjesenja
(sredina) i bez rjesenja (desno).

Zadatak 2. Postavite sustav linearnih jednadzbi za sljedecéi problem: neka smjesa se
sastoji od tri sastojka, od kojih svaki sadrzi dusik i sumpor. Analitickim metodama je
utvrdeno da je maseni udio dusika u smjesi 4,38%, a sumpora 1,06 %. Nadalje, utvrdeno
je da je maseni udio dusika u prvom sastojku 8,20%, maseni udio sumpora u drugom
sastojku 2,40%, a tredi sastojak smjese sadrzi 2,80% dusika i 1,00% sumpora. Odredite
masene udjele sastojaka u smjesi.

Kao sto smo rekli, jedna linearna jednadzba s dvije nepoznanice predstavlja pravac u
ravnini, dakle dvije takve jednadzbe predstavljaju dva pravca. Kako trazimo zajednicka
rjeSenja jednadzbi, slijedi da u slucaju 2 x 2-sustava trazimo presjek dva pravca u
ravnini. RjeSenja 2 x 2-sustava su tocke sjecista tih pravaca zapisana koordinatno.

Iz geometrije ravnine jasno je da imamo tri moguénosti:

e Pravci se sijeku u jednoj tocki (x,y)—sustav ima jedinstveno rjesenje;

e Pravci su podudarni—sustav ima beskona¢no rjesenja (sve tocke tog jednog
pravca su rjesenja).

e Pravci su paralelni i razli¢iti— sustav nema rjesenja;

Te tri situacije ilustrirane su slikom

U slucaju vise jednadzbi s dvije nepoznanice imamo vise pravaca u ravnini kojima
trazimo zajednicke tocke, no opet imamo iste tri moguénosti za ukupni broj rjesenja
sustava:

e Svi pravei idu kroz jednu tocku (X, Y') —sustav ima jedinstveno rjesenje (X, Y);

e Svi pravci su podudarni— sustav ima beskonacno rjesenja (sve tocke tog jednog
pravca su rjesenja).

e U ostalim slucajevima nema tocke koja bi bila zajednicka svim pravcima — sustav
nema rjesenja.
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Slika 1.5: 3 x 3-sustavi s jedinstvenim rjesenjem.

(a) (b)

Slika 1.6: 3 x 3-sustavi s beskona¢no mnogo rjesenja: tri travnine koje se sijeku u pravcu
(moguce je i da se neke dvije od njih podudaraju) ili tri ravnine koje se podudaraju.

S druge strane, jedna linearna jednadzba s tri nepoznanice predstavlja ravninu u
prostoru, dakle tri takve jednadzbe predstavljaju tri ravnine. Kako trazimo zajednicka
rjeSenja jednadzbi, slijedi da u slucaju 3 x 3-sustava trazimo presjek tri ravnine u
prostoru. RjeSenja 3 x 3-sustava su tocke sjecista tih ravnina zapisana koordinatno.
Opet imamo tri moguénosti:

e Ravnine se sijeku u jednoj tocki (z,y, z) —sustav ima jedinstveno rjesenje;

e Sve tri ravnine se podudaraju ili se dvije ravnine podudaraju i trec¢a ih sijece ili
sve tri prolaze istim pravcem — sustav ima beskonaéno rjesenja (u prvom slucaju
sve tocke te jedne ravnine su rjeSenja, a u drugom i tre¢em su rjeSenja tocke
presje¢nog pravca).

e U ostalim slucajevima (npr. tri razlicite paralelne ravnine) nema rjesenja.

Sustavi s tri nepoznanice mogu imati npr. dvije jednadzbe—u tom slucaju ge-
ometrijski ekvivalent su dvije ravnine u prostoru (mozemo li tada dobiti jedinstveno
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Slika 1.7: 3 x 3-sustavi bez rjesenja: tri medusobno paralelne ravnine (od kojih se
eventualno dvije mogu podudarati), dvije paralelne ravnine koje treca sijece, po dvije
ravnine se sijeku u pravcu koji nije zajednicki svima trima.

rjesenje?). Opcenito, sustav m jednadzbi s 3 nepoznanice interpretiramo kao trazenje
presjeka m ravnina u prostoru. No, Sto se tice moguceg broja rjeSenja, nema nista
novoga. Opcenito vrijedi:

Teorem 1. Svaki sustav linearnih jednadzbi ima ili jedinstveno rjesenje ili nema rje-
senja ilt ima beskonacno mnogo rjesenja.

1t Ponovimo bitno. .. Sustavi linearnih jednadzbi sastoje se od vise linearnih jed-
nadzbi kojima trazimo zajednicka rjeSenja. Homogeni sustavi su oni u kojima sve
jednadzbe imaju slobodne clanove jednake nuli. Sustavi linearnih jednadzbi ili nemaju
rjeSenja ili im je rjesenje jedinstveno ili imaju beskonacno mnogo rjesenja. ©

1.3 Metoda supstitucije

Metoda supstitucije primjenjuje se i za druge, a ne samo za linearne, sustave jednadzbi.
Ona se sastoji u tome da iz jedne jednadzbe izrazimo jednu od nepoznanica i uvrstimo
dobiveni izraz na mjesto te nepoznanice u ostalim jednadzbama. Time smo smanjili
broj jednadzbi i broj nepoznanica za jedan. Nastavljamo s daljnjim supstitucijama
sve dok ne dodemo do samo jedne jednadzbe (ili pak kontradikcije). Metoda je vrlo
zgodna za male sustave, osobito za 2 x 2-sustave. Kod sustava veéih od 3 x 3 postaje
jako nepregledna te su uobicajene druge metode.

Primjer 9. Rijesimo sustav iz primjera [§ metodom supstitucije. Iz prve jednadzbe je
y =0,6190g — x pa uwvrstavanje u drugu jednadzbu daje

2,452z + 1,922(0,6190g — x) = 1,3211 g

1z cega dobijemo
r=0,2479¢g
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te
y=0,3711g.
Kako su bili trazeni maseni udjeli, dobivamo
0,2479
NaCl) = - = 0,4005 = 40,05
w(NaCl) = 5750 = 0 05%
i 0,3711
KCl) = - = = .
w(KCl) 0.6190 0,5995 = 59,95%
Primjer 10. Riyesimo sustav
Ty =7,

6752 + 300y = 2850

metodom supstitucije. 1z prve jednadzbe je y = 7—x pa wvrstavanjem u drugu jednadzbu
dobivamo redom

675z + 300(7 — x) = 2850,
375x = 750,
r = 2.

Kako je sustav imao dvije nepoznanice, rjesenje mora biti ureden par. Drugu vrijednost
odredimo iz formule supstitucije tj.

y=7—x=7—2=25.
Dakle, rjesenje sustava je (2,5).

Primjer 11. Sustav

T+ 2y = —4,
20 +4y =0
rjesavamo metodom supstitucije. Iz prve jednadzbe je x = —4 — 2y sto daje

2(—4—2y) +4y =0,
tj. =8 = 0. Slijedi da sustav nema rjesenja.
Primjer 12. Sustav
dx 4 2y = 6,
—8r — 4y = —12
riesavamo metodom supstitucije. Iz prve jednadzbe je y = 3 — 2x Sto daje

—8xr —4(3 —22) = —12

t5. —12 = —12. Ta jednakost sigurno vrijedi, dakle je druga jednadzba bila suvisna.
Preostaje nam samo jednadzbe y = 3—2x, dakle sustav ima beskonacno mnogo rjesenja
oblika (x,3 — 2x) s proizvoljnim x € R.

1t Ponovimo bitno... Metoda supstitucije sastoji se u izrazavanju jedne od nepoz-
nanica iz jedne jednadzbe sustava i njenom uvrstavanju u ostale jednadzbe sustava.
©
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1.4 Gaussova metoda eliminacija

Gaussova metoda eliminacija sastoji se u postepenom ponistavanju (eliminiranju) veéine

koeficijenata sustava koriste¢i odredene operacije zvane elementarne transformacije.

Kako se nepoznanice tokom rjesavanja sustava ne mijenjaju, sam postupak mozemo

uciniti preglednijim ako ga izvodimo tabli¢no, tj. tako da pisSemo samo tablicu koefici-

jenata i slobodnih ¢lanova, a pamtimo koji koeficijenti idu uz koje nepoznanice.
Uvodimo sljedece oznake:

e koeficijent uz nepoznanicu z; u i-toj po redu jednadzbi oznacavamo s a;;;
e slobodni ¢lan u i-toj po redu jednadzbi oznacavamo s b;;
e broj jednadzbi oznacavamo s m, a broj nepoznanica s n.

Definicija 6 (Matrica sustava linearnih jednadzbi). Matrica sustava

a1y +aprs  Faizrs +--- +apr, = b
a91T1 —HZQQZEQ +a23353 + e —ngnl'n = bg
as1T1 —|—CL32$2 —|—a33x3 —+ .- —|—Cl3n33'n = b3
A1l FAma%2  +0p3Ts +00 Fapaln = by
je tablica oblikd]

aixz a2 aiz - a1y | by

ag1 Ag22 A23 - agy | ba

as;  aszy asz - Gz | b3

Am1 Am2 Qm3  * - Amn bm

Primijetimo:
e retci matrice sustava odgovaraju pojedinim jednadzbama;

e stupci matrice sustava (osim zadnjeg) odgovaraju nepoznanicama;

zadnji stupac matrice sustava odgovara slobodnim ¢lanovima;

okomita crta odvaja taj stupac od ostalih i predstavlja niz znakova jednakosti;
e ako je sustav tipa m X n, njegova matrica ima m redaka i n + 1 stupac.

Primjer 13. Matrica

1 -1 2|2
0 1 =31
8 =24 1010
2 1 1|7

!Formalno, matrica sustava je samo dio ovako definirane matrice lijevo od okomite crte, a matrica
koja je ovdje nazvana matricom sustava pravilno se zove prosirenom matricom sustava.
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predstavlja sustav s cetirt jednadzbe i tri nepoznanice:

T —Ty H2x3 =
T —3133

8]71 —24:ZL‘2 —f-]_OJZg
2[E1 +T9 +r3 =

Il
N O~ N

Cilj Gaussove metode eliminacija je matricu sustava svesti na oblik iz kojeg je lako
ocitati rjesenje. Kako je najlaksSe ocitati rjesenje sustava oblika

Ty = X17
To = X27
T, = Xy
kojemu pripada matrica sustava
1 00 0] Xy
010 0] Xy
000 -+ 1]X,

cilj nam je dobiti matricu sto slicniju posljednjoj: u dijelu lijevo od okomite crte na
dijagonali (pozicijama kojima su jednaki redni broj retka i stupca) jedinice, a iznad i
ispod dijagonale nule.

mijenimo skup njegovih rjeSenja, oc¢ito ne mozemo primjenjivati sasvim proizvoljne
operacije.

Definicija 7 (Elementarne transformacije). Dozvoljene operacije koje u Gaussovoj
metodi eliminacija smijemo primijeniti na matricu sustava zovu se elementarne tran-
sformacije. Ima ih tri:

e Zamjena dva retka (¢lan po ¢lan);

e MnozZenje nekog retka brojem koji nije nula (mnoZenje svih clanova retka tim
brojem);

e Pribrajange jednog retka drugom (élan po ¢lan).

Tim operacijama se doduse mijenja matrica sustava, ali ne i skup rjesenja. Izmedu
uzastopnih matrica koje dobivamo u Gaussovoj metodi eliminacija piSemo znak ~ (i
govorimo o ekvivalentnim matricama sustava).

Zamjena redaka matrice sustava je dozvoljena jer odgovara zamjeni redoslijeda jed-
nadzbi, Sto oc¢igledno ne mijenja rjesenje sustava.
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Primjer 14.

1 -1 22 1 -1 22
0 1 -3|1 0 1 —3|1
8 —24 100 | | 2 1 1|7
2 1 1|7 8 —24 100

Lako je zakljuciti i zaSto su druge dvije operacije dozvoljene: ako su neka dva broja
jednaka (L = D), onda su jednaki i njihovi umnosci s nekim treéim brojem (La = Da);
ako su dvaput po dva broja jednaka (L; = D; i Ly = Ds), onda su jednaki i njihovi
zbrojevi i razlike (Ly £ Ly = Dy + Dy).

Kako mnozenje retka brojem razlicitim od nule odgovara mnozenju jednadzbe tim
brojem, to takoder ne mijenja rjesenja te jednadzbe pa time ni cijelog sustava. Kako
je dijeljenje brojem « # 0 isto $to i mnozenje brojem [ = é, slijedi da ova elementarna
transformacija dozvoljava i dijeljenje retka brojem koji nije nula.

Primjer 15.

1 -1 2]2 1 -1 22
0 1 =31 0 1 =31
2 1 1|7 {2 1 17
8 —24 10(0 /) - 4 -12 5|0

Pribrajanje jednog retka drugom odgovara zbrajanju dvije jednadzbe sustava, $to
takoder ne mijenja skup rjesenja.

Primjer 16.

1 -1 2|2 ~+drugi redak 1 0 —1(3
0 1 —3|1 0 1 —-3|1
2 1 1|7 o2 1 1|7
4 —12 5|0 4 —12 5|0

Bududi je oduzimanje nekog retka od nekog drugog isto Sto i mnozenje jednog retka
s —1 te zatim pribrajanje tom drugom retku, slijedi da kombinacija ove i prethodne
elementarne transformacije dozvoljava i oduzimanje jednog retka od drugog. Nadalje,
primijetimo da elementarne transformacije dozvoljavaju dodavanje i oduzimanje pro-
izvoljnog visekratnika jednog retka nekom drugom retku.

Primjer 17. Zelimo li recimo trostruki drugi redak oduzeti od cetvrtog, to je dozvoljeno
jer je ekvivalentno sljedecem redoslijedu elementarnih transformacija:

1. Drugi redak pomnozimo s —3.

2. Tako izracunati novi drugi redak dodamo cetvrtom retku.

3. Drugi redak podijelimo s —3, ¢ime ga vracamo u oblik prije prvog koraka.

Na konkretnom primgjeru to bi izgledalo ovako:
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0 -1 2|2 0 -1 2| 2
~1 -3 -3 3|3 |~11 1 1|-1
0 —-15 213 0 —-15 2| 3

U Gaussovoj metodi eliminacija sustav s jedinstvenim rjeSenjem prepoznat ¢emo po
tome Sto ¢emo matricu sustava elementarnim transformacijama uspjeti svesti na oblik

100 -+ 0]X;

1 0 - 0]Xy
001 -+ 0]Xs
000 -+ 1]X,
000 0
000 --- 0]0

Nulretci (retci u kojima su samo nule) ne moraju postojati. Oni odgovaraju suvisnim
jednadzbama, tj. jednakostima 0 = 0. U ovom slucaju rjeSenje polaznog sustava je
n-torka (z1,za,...,x,) = (X1, Xo, ..., Xp).

Cramerov sustav je sustav s jedinstvenim rjesenjem koji je tipa n X n
(dakle, ima onoliko jednadzbi koliko ima nepoznanica).

Primjer 18. Elementarnim transformacijama se sustav

1 -1 212
0 1 =3]|1
8 —24 100
2 1 117
moze svesti na oblik
1 0 03
01 01
0 0 1|0
00 00
te taj sustav ima samo jedno rjesenje: (3,1,0) tj. x1 =3, xo =1, 3 = 0.

Primijetimo da sustavi koji imaju manje jednadzbi nego nepoznanica ne mogu imati
jedinstveno rjesenje —ili ga uopc¢e nemaju ili ih je beskonacno mnogo.

Sustave bez rjesenja uvijek prepoznajemo po tome sto se u nekom trenutku rjesavanja
pojavi kontradiktorna jednadzba, tj. jednakost oblika @ = 0 gdje je # broj razlicit od
nule. U Gaussovoj metodi eliminacija to je vidljivo tako §to se u nekom trenutku
postupka kao neki od redaka matrice sustava dobije redak oblika

(00 ... 0/&)
s & # 0. Taj redak odgovara kontradiktornoj jednadzbi

0xy 4+ 0xy + -+ -+ 0z, = M.
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Homogeni sustavi uvijek imaju bar jedno rjesenje (sve nepoznanice jednake 0) te je
ova situacija nemoguca za homogene sustave. Spomenuto rjesenje homogenog sustava
(0,0, ...,0) zove se trivijalno rjesenje.

Primjer 19. Ako na matricu sustava
10 =3 2 1|0
02 -1 3 1|1
2 2 =7 7 3|5

primijenimo elementarne transformacije (prvi redak pomnozimo s 2 i zatim prvi i drugi
oduzmemo od treceg), dobit éemo

20 -6 4 2]0
02 -1 3 1|1
00 0O0O0[4

te sustav nema rjesenja.

U Gaussovoj metodi eliminacija sustav s beskonatno mnogo rjesenja prepoznat
¢emo po konacnoj matrici koja je oblika

100 .- 0Q VA€
010 - 0 Q Q1 X,
001 .- 0O Q1 X3
000 1 O - Q1 Xk
000 0 010
oo00-- 00 -+ 0]0
Pritom su sa © i Xj,..., X} oznaceni bilo kakvi brojevi. Broj k (broj jedinica na

dijagonali koji nam je na kraju preostao) je manji od broja nepoznanica n (tj. imamo
bar jedan stupac tipa O —takve stupce zvat ¢emo ,umetnuti stupci”). Naravno, k ne
moze biti ve¢i od broja jednadzbi polaznog sustava niti od broja nepoznanica. I ovdje
nulretci ne moraju postojati.

U slucaju zavrsne matrice koja ukazuje na postojanje beskonacno mnogo rjesenja,
rjeSenje oc¢itavamo na sljedeéi nacin: nepoznanicama koje odgovaraju umetnutim stup-
cima pridruzujemo slobodne parametre (svakoj svoj)—te varijable mogu poprimati
proizvoljne vrijednosti. Vrijednosti nepoznanica koje odgovaraju stupcima lijevo od
umetnutih (prvih & nepoznanica) ovise o tim parametrima; tu ovisnost zapisujemo
tako da kona¢nu matricu ponovno prevedemo u oblik jednadzbi.

Primjer 20. Sustav
1 -1 2 0|2
0 1 -3 2|1
2 1 =5 6|7
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se elementarnim transformacijama moZze svesti na oblik

L0 -12)3 10 -1 2|3
01 =321 )~ 4 5/])
00 000

Treci i cetvrti stupac su ,umetnuti” pa vrijednosti xs i x4 mogu biti proizvoljne. Pisemo:
r3=teR, xy =5 € R. Zavrsna matrica odgovara sustavu

r1 — X3+ 214 = 3,
I2—3$3+4$4:1
te je rjesenje sustava
r1=3+t—2s5, 20=14+3t—-2s,23=t€e R, x4y =s€R.

Iako je nacelno dozvoljeno provodenje elementarnih transformacija u bilo kojem
redoslijedu, postoji algoritam koji daje redoslijed koji je za veé¢inu sustava najefikasniji.
Taj algoritam zove seE| Gaussova metoda eliminacija. Pritom pozicije matrice sustava
oznacavamos (i, j): i-ti redak, j-ti stupac. Nadalje, iako time mijenjamo broj jednadzbi
sustava, ali ne i njegova rjesenja, dozvolit ¢emo brisanje nulredaka iz matrice sustava.

1. Uzmi sljedeéi po redu (i-ti) stupac. Ako je ovo pocetni korak, uzmi prvi stupac
(1 =1). Ako bi trebalo uzeti stupac slobodnih élanova, STOP — gotovo je.

2. Ako je na dijagonalnoj poziciji (4,4) nula, zamjenom i-tog retka s nekim retkom
ispod njega dovedi broj razli¢it od nule na tu poziciju. Ako to ne mozes postiéi,
STOP — gotovo je.

3. Pomo¢u ,kljuénog elementa” (broja na poziciji (i,7)) ponisti ostatak stupca: sva-
kom retku u kojem iznad/ispod kljuénog elementa nije nula, dodaj odgovarajuéi
visekratnik ¢-tog retka.

4. Ukoliko si dobio kontradiktornu jednadzbu, STOP! Sustav nema rjesenja.
5. Ukoliko si dobio nulredak, mozes ga pobrisati iz matrice sustava.

6. Vrati se na prvi korak.

Ukoliko je postupak stao iz razloga navedenih u prva dva koraka, sve retke u kojima
je na poziciji (¢,7) broj razli¢it od 1 podijelimo tim brojem i na kraju o¢itamo rjesenje.

Ako tokom rjesavanja naidemo na nulstupac (stupac u kojem su samo
nule), ignoriramo ga, a pripadna nepoznanica sigurno ima proizvoljnu vrijednost, koja
pritom nije povezana ni s jednom od vrijednosti drugih nepoznanica.

20vdje opisani algoritam zapravo se zove Gauss-Jordanova metoda eliminacija. Razlika izmedu
Gaussove i Gauss-Jordanove metode je u tome $to se u Gaussovoj metodi ponisStavaju samo elementi
ispod dijagonale, dok se u Gauss-Jordanovoj metodi poniStavaju elementi ispod i iznad dijagonale
matrice sustava.
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p-ksilen m-ksilen o-ksilen etilbenzen Ak
A/ pm | el /Lmol™ | el /Lmol™ |el/Lmol™|el /L mol™!
12,5 1,502 0,0514 0 0, 0408 0,1013
13,0 0,0261 1,1516 0 0,0820 0,09943
13,4 0,0342 0,0355 2,532 0,2933 0,2194
14,3 0,0340 0,0684 0 0,3470 0,03396

Tablica 1.1: Tablica uz primjer [21]

Primjer 21. Beer-Lambertov zakon za sustav s vise komponenti koji se spektroskopski

analizira glasi:
k
A= E EiCil,
i=1

gdje je A apsorbancija, | je duljina puta, €; je molarni apsorpcijski koeficijent, a c;
je mnozinska koncentracija pojedine komponente (sumira se po svim komponentama).
Pri nekoj spektroskopskoj analizi dobivent su podaci prikazani tablicomrﬂ.

Beer-Lambertov zakon nam daje sustav iz kojeg moZemo odrediti nepoznate koncen-
tracije komponenti:

1,502¢; + 0,0514c, + 0,0408¢4 = 0,1013 M,

0,0261c; + 1,1516¢2 + 0,0820c4 = 0,09943 M
0,0342¢; + 0,0355¢2 + 2,532¢3 + 0,2933¢4 = 0,2194 M
0,0340¢; + 0,0684cs + 0,3470c4 = 0,03396 M.

Ocigledno bi bilo mukotrpno ,rucno” rjesavati takav sustav. Za ovakve realisticne
primjere koriste se gotovi programi (primjerice Mathematica) u koje je ugradena neka
varijanta Gaussove metode eliminacija.

1t Ponovimo bitno... Dozvoljene operacije u Gaussovoj metodi eliminacija su ele-
mentarne transformacije koje primjenjujemo na matricu sustava. Matrica sustava je
tablicni zapis koeficijenata jednadzbi sustava i slobodnih ¢lanova u kojem retci odgova-
raju pojedinim jednadzbama, a stupci pojedinim nepoznanicama. Postoje tri vrste ele-
mentarnih transformacija: zamjena dva retka matrice sustava, mnozenje retka matrice
sustava brojem razlicitim od nule i pribrajanje jednog retka matrice sustava drugom.
Cilj Gaussove metode je na dijagonali matrice sustava dobiti jedinice, a ispod i iznad
dijagonale nule. Nulretke koji se pojave u algoritmu mozemo brisati jer predstavljaju
jednadzbe 0 = 0. Ako se tokom eliminacija pojavi redak u kojem su svi koeficijenti
osim onog u zadnjem stupcu nula, taj redak predstavlja kontradiktornu jednadzbu i
sustav nema rjeSenja. Ako je konaCna matrica sustava potpuno eliminirana, tj. do na
stupac slobodnih ¢lanova sadrzi na dijagonali samo jedinice, a izvan dijagonale samo
nule, sustav ima jedinstveno rjeSenje. Ako ne nastupi nijedan od prethodna dva slucaja,
sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja. ©

3Izvor: http://www.ch.ic.ac.uk/harrison/Teaching/Sheet1.pdf
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1.5 Izjednacavanje kemijskih reakcija pomocéu sus-
tava linearnih jednadzbi

Kao $to znamo, kemijske jednadzbe se pisu u obliku R — P (reaktanti — produkti).
Uz svaki reaktant i produkt zapisuje se broj zvan stehiometrijski koeficijent; stehiome-
trijski koeficijenti u danoj kemijskoj jednadzbi opisuju omjere mnozina pojedinih re-
aktanata i produkata. Primjerice, jednadzba CH,(g) + 2 O,(g) — CO,(g) +2H,0(g)
nam, medu ostalim, kaze da pri gorenju metana za svaki 1 mol metana i 2 mola kisika
nastaje 1 mol ugljikova dioksida i 2 mola vode. Po dogovoru, stehiometrijski koefi-
cijenti reaktanata uzimaju se s negativnim, a stehiometrijski koeficijenti produkata s
pozitivnim predznakom. Tako su u gornjem primjeru stehiometrijski koeficijenti me-
tana, kisika, ugljikovog dioksida i vode redom —1, —2, 11 2.

Ukoliko samo znamo reaktante i produkte, jednadzba reakcije nije izjednacena dok
ne odredimo stehiometrijske koeficijente svih reaktanata i produkata. Pritom mora
vrijediti da za svaku vrstu atoma ili iona broj jedinki s lijeve strane jednadzbe mora
biti jednak broju jedinki s desne strane. Postoje razni nacini izjednacavanja kemijskih
jednadzbi. U slucaju da su poznati svi reaktanti i svi produkti, problem se moze svesti
na rjesavanje sustava linearnih jednadzbi.

Recimo da promatramo gorenje etanola C,H;OH(1), dakle reakciju etanola s ki-
sikom. Poznato je da u toj reakciji nastaju ugljikov dioksid i voda (vodena para).
Potrebno je stoga odrediti stehiometrijske koeficijente u jednadzbi

CyH5OH(1) + Oy(g) — CO4(g) + HyO(g).

Za svaki od elemenata E € { C, H, O} u reakciji postavlja se po jedna linearna jed-
nadzba u kojoj se odgovarajuc¢i nepoznati koeficijent x; mnozi s brojem E-ova u odgo-
varaju¢em reaktantu/produktu:

C: 25131+l’3:0
H: 61L’1—|—21E4:0 .
O: x1+2x3+2x3+24=0

Prva jednadzba izrazava da je ukupna promjena broja atoma ugljika u reakciji jednaka
nuli—nisu niti nestali niti nastali novi atomi ugljika. Pritom je 22, < 0 jer x; opisuje
broj jedinki etanola koje ulaze u reakciju i u njoj se trose pa je x; < 0, dok je x3 > 0
jer opisuje koliko jedinku ugljikova dioksida je nastalo u reakciji. Slicno druga i treca
jednadzba izrazavaju da se broj atoma vodika odnosno kisika ne mijenja.

Uoc¢imo: problem izjednacavanja kemijskih jednadzbi se svodi na homogeni sustav
linearnih jednadzbi (objasnite zasto sustav mora biti homogen!). Za takve sustave
znamo da imaju bar jedno rjesenje: svi z; = 0 (tj. svaku zamisljenu reakciju je moguée
uravnoteziti na trivijalan nac¢in: tako da nijednog sudionika nema ®). Broj jednadzbi
sustava jednak je broju elemenata (ili drugih odabranih osnovnih komponenti, primje-
rice iona) koji se pojavljuju u reakciji. Broj nepoznanica jednak je broju sudionika
reakcije.
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Obicno je cilj odrediti tocno jedno netrivijalno rjesenje s pozitivnim cjelobrojnimﬁ
komponentama, i to obiéno ono koje ima svojstvo da su x;-ovi relativno prosti (tj.
najmanji mogudi).

Rjesenje gornjeg sustava dano je s 1 = —%t, Ty = —t, x3 = %t, xy=1t,t€R. Da
bi svi x; bili prirodni brojevi, potrebno je da je ¢ € N visekratnik od 3. Najmanji takav
je t = 3 koji daje rjesenje z1 = —1, zo = —3, v3 = 2, x4 = 3. Izjednacena jednadzba
je stoga

C,H-OH(1) + 30,(g) — 2CO,(g) + 3H,O(g).

1+ Ponovimo bitno. .. Izjednacavanje kemijske jednadzbe svodi se na rjesavanje ho-
mogenog sustava linearnih jednadzbi u kojem su nepoznanice stehiometrijski koefici-
jenti sudionika reakcije. Broj jednadzbi sustava jednak je broju elemenata ili drugih
odabranih osnovnih jedinki (primjerice iona) od kojih su sastavljeni sudionici reakcije.
©

1.6 Zadaci za vjezbu

1. Metodom supstitucije rijesite sustave linearnih jednadzbi:

(a)

20 +y =3,

—3r+4y=1.
(b)

r—3y=4,

20 — 6y = —2.

()

r+2y+3z=1,
—2r 4+z=0,
r4+2y—2=0.

).

=

Rjesenje: (a) (x,y) = (1,1); (b) sustav nemarjeSenja; (c) (z,4,2) = (3, 15,
2. Geometrijski interpretirajte sustave iz Zadatka 1. i njihova rjesenja.
Rjesenje: (a) dva pravca u ravnini sijeku se u tocki (1, 1);
(b) pravci su paralelni i razliciti;

(¢) tri ravnine u prostoru sijeku se u tocki (%, 1—16, i)

3. U kojem omjeru treba pomijesati 78%-tnu otopinu s 48%-tnom otopinom tvari
A da bismo dobili 66%-tnu otopinu?

RjeSenje: 3:2.

4Ponekad, vezano za konvencije o standarnim oblicima nekih vrsta reakcija, dozvoljavamo raci-
onalne koeficijente. U takvim slucajevima obi¢no je odgovaraju¢om konvencijom propisano da neki
od reaktanata ima stehiometrijski koeficijent —1 odnosno da neki od produkata ima stehiometrijski
koeficijent 1.
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4. Gaussovom metodom eliminacija rijesite sustave linearnih jednadzbi
(a)
SL’1+2$2+3$3:3,
—233'1 + T3 = -2 s
$1+2.T2—£IZ'3:3,

—T1 +2$2—|— 12.273 =1.

201 + 39 + 1las + 514 = 2,
T1+ 2o+ 513+ 214 =1,
2201 + 9 + 313 + 224 = —3
r1+ 29+ 323 +4rs = —3 .

T1— DTy —8xz3+ x4 =3,

3rx1+ 10— 33— DTy =1,

r1 —Tx3+2x4=-5,
11xe + 2023 — 924 = 2.

To+x3=1,
211 + 29 =2,
201 + 229 + 23 =3,
dxy + 3x0+ 23 =5,
201 4+ 319 + 223 =4 .

3x1 +4x0 + 13 — 14 = 2,
T1—To+ 223+ x4 =0,
200 — 319 — w3 — x4 = —1,

51 + 229 + 323+ 2204 = 13 .

Ty — bro — 203 — 4wy = 8,
=371 + 229 + w3 + 224 = -3,
201 — X9 —x3+ 224 =1,
—x + x5+ 224 = —1,

—To+ 23+ 224 =3 .
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(2)

311 + 3x9 — 63 — 224 = —1,
61 + 2o —2x4 = -2,
611 — Twg + 21wy + 4204 = 3,
921 + 4z9 +2x4 =3,
1201 — 629 + 2125+ 224 = 1.

21‘1—$2+2x3—121’4:—1,
4$1—2JJ2—$3+$C4:5,
61’1—3I2—I3—ZE4:9,

2[L’1—JZ2—ZL‘3+3$4=1.

201 + 20+ 423+ 24 =0,
3r1+ 229 —x3 — 624, =0,
Txy + 4x9 + 623 — Dy =0,
T + 8x3+ Tz, =0.

T1+ 229+ 323+ 204 + 25 =3,
—211 4+ 3+ x4 — D25 = —2,
r1+ 219 — 23+ 624 + 025 = 3,
—x1 4+ 229 + 1203 — b2y — 1225 =1 .

Rjesenje: (a) zy=x3=1, 23=0. (

(c) sustav nema rjeSenja.  (d) z; = 3(1+¢), zo=1—1t, z5=t€R.
(e)xy =2, 29=1, 23=-3, 24=5. )z =—-1+41t 29=-3+t,
13=t€R, 24 =0. (g)xlzg, Ty = —4, :L’3:—1—51, mz%.
(h) sustav nema rjesenja. (i) &1 =2y =124 =1t € R, 23 =—t.

(Dax1=14+t—2s, 29=1—-3t—s, x3=t+s, x4y=t€R, z5=5€R.
5. U ovisnosti o parametru A € R rijesite sustave linearnih jednadzbi

(a)

3$1+2.Z'2—|—J]3:—1,
7ZE1+6$2+5$3:)\,
51’1+4I2+3$3:2.

b)IEl:—Z, .T2:07 IL’3:1, I‘4:—1.

21
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POGLAVLJE 1. SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI

931—|-{E2+)\[L'3:2,
3xy + 4y + 223 = A,
201 + 3090 —x3=1.

T +3l’3:—3,
21‘1+)\$2+$3:—2,
.1'1-'-21'2—)\373:1.

AT+ 2o+ 23 =1,
l’1+)\l’2+l’3:1,
1’1+.’172—|—)\.T3:1.

201+ 329 + 3+ 224 = 3,
8r1 + 1209 + Txs + Ay =9,
dxy + 629 + 323 + 424 =5,
6x1 + 922+ D13+ 624 =7 .

Rjesenje: (a) A=5 = zy=4—1t, 2o =3(11-4t), z5=t € R, A #5 =
sustav nema rjesenja. (b) A=3 = x; =5—-10t, 29 = -3+ Tt, x3 =t € R;
)\7£3:>I1:3k+6, I2:—2]{3—4, T3 =—1.

(¢) A= —5 = sustavnemarjesenja; A =2 = x3 = —3—3t, 1y = 2+gt, T3 =
LER A£ -5, A#£2 = o= -0 gy = A gy=—L . (d) A=
—2 = sustav nemarjeSenja; A=1 = z;=1—t—s5, o=t € R, z3=5 € R;
)\7&—2,)\7&1:>l'1:l'2:l'3:%_~_2.

e) =8 = a1 =t€R, 29 =5s€R, 3 =-1, 24 =2—1-—
)\%8:>l'1:tE|R, %2:%(4—2t),$3:—1,$4:0.

N

53

. Pomocu sustava linearnih jednadzbi izjednacite kemijske jednadzbe

(a) CO, +H,0 — O, 4+ C4H,,04

(b) Mg(OH), + HCl — H,0 + MgCl,

(¢c) NaHCO; — Na,CO,4 + CO, + H,0O

(d) HNO; + I, — HIO,; + NO + H,O

(e) K,Fe(CN)y4 + H,SO, + H,O0 — K,SO, + FeSO, + (NH,),S0, + CO

Rjesenje:
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—~

b) Mg(OH), + 2 HCl —s 2H,0 + MgCl,
¢) 2NaHCO; — Na,CO, + CO, + H,O
)
)

D~

d) 10HNO, + 31, — 6 HIO, + 10NO + 2 H,0
e) K,Fe(CN),+6H,S0, + 6 H,0 — 2K,S0, + FeSO, + 3 (NH,),S0, + 6 CO

—~






Poglavlje 2

Matrice

2.1 Vrste matrica

Matrica sustava je posebni slucaj matrice koji koristimo za pregledan zapis sustava
linearnih jednadzbi, no opéi pojam matrice je bitno Siri.

Definicija 8 (Matrica). Matrica je svaka pravokutna tablica realnih ili kompleksnih
brojeva. Brojevi u matrici zovu se njenim elementima. Matrice c¢iji elementi su realni
brojevi zovemo realnim matricama, a one s kompleksnim elementima su kompleksne
matrice. Matrica je reda (tipa) m x n ako ima m redaka i n stupaca.

Matrice ogranicavamo okruglim ili uglatim zagradama, a oznacavamo ih velikim
slovima latinske abecede. Ako je A realna matrica tipa m x n pisemo:

Ae My,
ili A € M,,,(R). Dakle, M,,,, = M, »,(R) je skup svih realnih matrica tipa m x n.
Skup svih kompleksnih matrica tipa m x n se oznacava s M, ,(C).

Primjer 22. Matrica A = ( 0 —1 2

21 3)jetipa2><3:/16]\42,3.

Ako je matrica oznacena slovom A, broj (element matrice) koji se nalazi u i-tom
retku i j-tom stupcu oznacavamo s a;;. Pise se A = [a;;]. Uvijek se prvo navodi indeks
retka, a onda indeks stupca. Matrice A i B su jednake matrice ako su istog tipa i
a;j = by za sve i, .

Primjer 23. Ako je A € Mys matrica iz primjera 23, onda je a1 =1, ags = 2, a as
ne postoji jer matrica nema treceq retka.

Definicija 9 (Dijagonala matrice). Dijagonalu matrice éine brojevi kojima je indeks
retka jednak indeksu stupca, tj. elementi ay;.

Definicija 10 (Vrste matrica). Matrice koje imaju jednako mnogo redaka i stupaca
(m = n) zovu se kvadratne matrice. Za kvadratnu matricu s n redaka i stupaca kazemo

25



26 POGLAVLJE 2. MATRICE

da je reda (tipa) n. Skup svih kvadratnih matrica reda n oznacava se s M, = M,(R)
odnosno u kompleksnom sluc¢aju s M, (C).

Matrice koje imaju jedan stupac (n = 1) zovu se matrice-stupci (stupéane matrice).
Matrice koje imaju jedan redak (m = 1) zovu se matrice-retci (retéane matrice).

Nulmatrice su matrice kojima su svi elementi nule. U svakom skupu M,, ,, (odnosno
M,,.n(C)) postoji po jedna nulmatrica, koju ¢emo oznacavati s Oy, .

Jedinicne matrice su kvadratne matrice kojima su elementi na dijagonali jedinice,
a ostali nule. Jedinicnu matricu reda n oznacavat cemo s I,,.

Dijagonalna matrica je svaka kvadratna matrica kojoj su svi elementi izvan dijago-
nale nule (a;; =0 za i # j).

Gornjetrokutasta matrica je kvadratna matrica kojoj su svi elementi ispod dijagonale
nule (a;; = 0 za i > j), a donjetrokutasta matrica je kvadratna matrica kojoj su svi
elementi iznad dijagonale nule (a;; =0 za i < j).

Primjer 24. Matrica
1 -3
am ()P )em

je kvadratna matrica reda 2, matrica
B = 89 S M3 1

je stupcana matrica, a
C=(2 —4 5+i —2i 0)€ Mj;(C)
je kompleksna matrica-redak.

Primjer 25. Matrica
100
[3 - O ]_ O € M3
0 01
je jedinicna matrica reda 3, a matrica

0000
O“‘(o 00 o)EMM

je nulmatrica tipa 2 X 4.

Primjer 26. Matrica

50 0
A=10 0 O € Ms
0 0 =3
je dijagonalna, a matrica
-2 0 0 0
9 1 0 0
B=1 9 1 4 oM
0 -1 -1 1

je donjetrokutasta.
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Primijetimo da su dijagonalne matrice istovremeno gornje- i donjetrokutaste.
1t Ponovimo bitno... Pravokutne tablice brojeva zovemo matricama. Skup svih
realnih matrica s m redaka i n stupaca oznacavamo s M,, ,,. Element matrice A koji je
u i-tom retku i j-tom stupcu oznacavamo s a;;. Elementi a1, ag, ... Cine dijagonalu
matrice. U svakom skupu M, , je s 0,,, oznaCena matrica kojoj su svi elementi nule
i koju zovemo nulmatricom tipa m x n. Matrice kojima je broj redaka jednak broju
stupaca zovu se kvadratne matrice. U svakom skupu M,, kvadratnih matrica s n redaka
i n stupaca s I, je oznacena jedini¢na matrica; to je matrica koja na dijagonali ima
jedinice, a ostali elementi su joj nule. ®

2.2 Algebra matrica

Ako matrici A zamijenimo retke i stupce (,,preklopimo ju preko dijagonale”), dobivamo
njenu transponiranu matricu A*. Preciznije:

Definicija 11 (Transponirana matrica). Transponirana matrica matrice A = [a;;] €
My, je matrica A* € M, ., koja na poziciji (i,7) ima aj;. Ista definicija vrijedi i za

Ae M, ,(C).

Primjer 27.
2 1 3\ _ f _01
0 -1 2 a

(AD) = A.

Vrijedi:
Definicija 12 (Simetricna matrica). Realnu matricu zovemo simetricnom ako je jed-
naka svojoj transponiranoj matrici, tj. ako je a;; = aj; za sve i, j.

Kako transponiranje zamjenjuje broj redaka i stupaca, vidimo da simetri¢ne matrice
moraju biti kvadratne.

Primjer 28. Matrica

-2 1 3
A= 1 -1 2
3 2 5

je simetriéna.

Kod kompleksnih matrica simetri¢nost obi¢no nije zanimljiva, veé¢ srodno svojstvo
hermitske konjugiranosti:

Definicija 13 (Hermitska matrica). Za matricu A € M, ,(C) njena hermitski konju-
girana matrica je matrica A* € M, ,,(C) koju iz A dobijemo tako da ju transponiramo
i sve elemente kompleksno konjugiramo (tj. na poziciji (i,7) u A* je @j;).

Kompleksna matrica je hermitska ako je jednaka svojoj hermitski konjugiranoj ma-

trici (dakle, ako je A = A*).
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I hermitske matrice moraju biti kvadratne. Pritom za dijagonalne elemente vidimo
da mora vrijediti a;; = a;;, tj. svaki dijagonalni element mora sam sebi biti kompleksno
konjugiran; to znaci da dijagonalni elementi hermitske matrice moraju biti realni.

Primjer 29. Matrica
12 1+ ?
A= 1—-1 -3 243

—i 2=3t 0
je hermitska.
Ponekad se koriste i antisimetricne matrice (matrice sa svojstvom A = —A) i
antihermitske matrice (kompleksne matrice sa svojstvom A* = —A).

Zadatak 3. Provjerite da antisimetricne i antihermitske matrice moraju biti kvadrat-
ne, da na dijagonali antisimetricne matrice moraju biti nule © da na dijagonali anti-
hermitske matrice moraju biti c¢isto imaginarni brojevi.

Matrice su matematicki objekti koji imaju mnoge slicnosti s brojevima. Uz odredene
uvjete, one se mogu zbrajati i oduzimati, mnoziti brojem, mnoziti medusobno. Ipak,
postoje i mnoge razlike. Tako, primjerice, nije moguce jednu matricu dijeliti s drugom,
a 1 operacije koje se mogu izvoditi ¢esto su kompliciranije ili imaju neka druga svojstva
nego odgovarajuce operacije s brojevima.

2.2.1 Zbrajanje matrica i mnozenje matrica skalarom

Matrice se mogu zbrajati i oduzimati ako su istog tipa. To se radi tako da se zbrajaju
odnosno oduzimaju elementi na istim pozicijama:

[ai;] + [bi] = [ai; + by].
[ai] — [bi;] = [ai; — bij].

Rezultat zbrajanja odnosno oduzimanja matrica tipa m X n je matrica istog tipa.

0 -1 2 21 1

320 1 0 6
(2 0 3)’A_B_(—2 —2 1)'

Svojstva zbrajanja matrica sli¢na su svojstvima zbrajanja brojeva medusobno. Tako
za sve matrice A, B,C € M,,,, (odnosno A, B,C € M,,, ,(C)) vrijedi

Primjer 30. AkojeA:(2 13 iB:(l ! _3>, onda je A+ B =

e komutativnost: A+ B =B + A,
e asocijativnost: (A+ B)+C =A+ (B+ (),

e nulmatrica istog tipa je neutralni element za zbrajanje: A+40,,, = 0, ,+A = A,
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e svaka matrica ima suprotnu matrica: A 4+ (—A) = —A+ A = 0,,, (suprotna
matrica je matrica —A koju iz A dobijemo tako da svim elementima promijenimo
predznak).

Vrijedii A — B = A+ (—B): to je zapravo definicija oduzimanja matrica.
Svaka matrica moze se mnoziti brojem (skalarom). To se radi tako da se svaki njen
element pomnozi tim brojem:
afa;;] = [aay].
Mnozenje matrice skalarom ne mijenja tip matrice. Pritom, za realne matrice pod
skalarima podrazumijevamo realne brojeve, a za kompleksne matrice se kao skalari
uzimaju kompleksni brojevi.

. (2 1 3 - aa_ [ 6 =3 =9
Primjer 31. AkoyeA—(O 1 2),ondaje 3A—( 0 3 —6)'

Svojstva mnozenja matrica skalarom slicna su svojstvima mnozenja brojeva medu-
sobno. Tako za sve skalare «, 5 € R i matrice A, B € M,,,, (odnosno «a, f € C i matrice
A, B € M,,, »(Q)) vrijedi

e 1- A=A,

e 0-A=0,,, (nulmatrica),

e distributivnost: (o + 8)A =aA+ A1 a(A+ B) =aA+ abB,
e kvaziasocijativnost: a(SA) = (af)A.

Usporedimo li gore navedena svojstva sa svojstvima zbrajanja vektora i mnozenja
vektora skalarom (vidi poglavlje o klasi¢noj algebri vektora) vidi se da su jedine razlike u
tome §to se ovdje svojstva odnose na matrice A, B, C istog tipa, a tamo su se odnosila
na ,vektore-strelice” o, w, W. Kazemo da svaki skup M, , ¢ini po jedan (realni)
vektorski prostor, a skup M,,,,(C) ¢ini (kompleksni) vektorski prostor.

2.2.2 MnozZenje matrica

Mnozenje matrica medusobno je kompliciranija operacija od zbrajanja i mnozenja ska-
larom, a i uvjet kad mozemo mnoziti dvije matrice je neobic¢niji. Razlog takvom
relativno kompliciranom pravilu mnozenja vezan je za primjene matrica— drugacije
definirano mnozenje ne bi omogucavalo nijednu od uobi¢ajenih primjena matrica.

Upozorimo prvo da kod mnozenja matrica osim na sam uvjet mogu li se dvije
matrice pomnoziti svakako treba paziti na redoslijed.

Matrica-redak A € M, i matrica-stupac B € M,,; mogu se mnoziti u redoslijedu
A- B samo ako je m = n (matrica-redak A je Siroka koliko je matrica-stupac B visoka).
Rezultat takvog mnozenja je matrica iz M;. Pravilo za mnozenje takvih matrica je
dano s

b

b
(aras ...ap) - :2 = (a1by + asby + ... a,by).

by
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To ¢e nam biti op¢e pravilo za mnozenje retka sa stupcem: redom mnozimo odgova-
rajuce ¢lanove te dobivene produkte zbrojimo.

Primjer 32.

(15 -30)-

2
o =2e5 14 (-3) 640 (~2) = (-10).

-2

U slucaju da je prva matrica u poretku A - B matrica-stupac (A € M,,;), a druga
matrica-redak (B € M, ,,), izracunavanje produkta A- B je moguée neovisno o tom jesu
i m i n jednaki ili ne. Rezultat ¢e biti matrica tipa m X n (tj. imat ¢e redaka koliko
prva, a stupaca koliko druga matrica produkta). Pravilo za mnozenje takvih matrica
je dano s

aq a1b1 albg e albn
a9 a2b1 a2b2 Ce agbn

(brby ... by) =
A ambi ambs ... anb,

Primjer 33.
2 2 10
1 1 )
6 | 6 30
-2 -2 —10

Opcenito, dvije matrice A i B mozemo mnoziti u redoslijedu A - B ako su ulancane:
to znaci da prva mora imati onoliko stupaca koliko druga ima redaka. Drugacije re¢eno:
produkt A - B matrice A € M, s B € M,,, je smislen ako je k = p. U tom slucaju
rezultat je matrica tipam xn (A-B € M,,,) kojoj element na poziciji (i, j) racunamo
mnozenjem i-tog retka od A s j-tim stupcem od B (po pravilu opisanom za mnozenje
matrice-retka s matricom-stupcem). Formalno: ako je ¢;; element na poziciji (i, j)
matrice A - B, on je jednak

k
Cij = E iy
=1

U prethodnom smo pravila mnozenja pisali za matrice s realnim elementima, no pravila
za mnozenje kompleksnih matrica su ista.

Neka, ali ne i sva, svojstva mnozenja matrica medusobno slicna su svojstvima
mnozenja brojeva. Tako vrijedi

e asocijativnost: A (B-C) = (A- B)-C za matrice A tipdl|m x p, B tipa p x ¢ i
C tipa ¢ X n;

'Umjesto da svuda precizno pisemo tipove matrica mozemo reéi: formule vrijede kad god su matrice
koje se u formuli mnoze odgovarajuée ulancane.
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e mnozenje nulmatricom daje nulmatricu: A-0,x = Ok 1 Ogm - A = Ok, za A tipa
m X n;

e mnozenje jedinicnom matricom ne mijenja matricu: A-1I, = [, - A= Aza A
tipa m X n;

kvaziasocijativnost: (aA)-B =a(A-B)zaa € R, Atipam x ki B tipa k X n;

distributivnost prema zbrajanju: A- (B+C)=A-B+A-Ci(B+C)-D =
B - D+ C - D za matrice A tipam X p, BiC tipapxniD tipan x k.

Za mnozenje kompleksnih matrica vrijede ista svojstva, samo su skalari o komplek-
sni.

1 2 0 0 1 2
Primjer 34. 0 1 ( _21 63 ) =1 -1 =3 ],a ( _21 _63 ) 0 1
-1 0 -2 —6 -1 0

nema smisla.

Primjer 35. Produkt
nema smisla, kao ni

Primjer 36.

je razlicito od
I 2 6\
0 3 -1 3 /)
12 2 6 (00
3 6 -1 -3 /) \0o0)"

Iz prethodnih primjera vidljive su dvije bitne razlike mnozenja matrica i mnozenja
brojeva:

Primjer 37.

e Kod mnozenja brojeva ne treba paziti na redoslijed, dok je kod mnozenja matrica
to potrebno. Mnozenje matrica nije komutativno, tj. ne mora vrijediti A -
B = B - A (moguce je da od produkata A- B i B - A samo jedan ima smisla, a
cak i ako su oba smislena, opéenito je A- B # B - A).
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e Ako mnozimo nenul brojeve uvijek dobivamo broj razli¢it od nule tj. kod brojeva
iz xy = 0 mozemo zakljuciti da je bar jedan od brojeva z i y jednak nuli. Kod
mnozenja matrica moze se dogoditi da mnozimo dvije matrice koje nisu
nulmatrice i dobijemo nulmatricu, tj. iz A - B = 0,,,, ne mozemo zakljuciti
da je bar jedna od matrica A i B nulmatrica.

t Ponovimo bitno. .. Osnovne algebarske operacije s matricama su zbrajanje i odu-
zimanje matrica, mnozenje skalarom i mnozenje matrica medusobno. Dvije matrice is-
tog tipa zbrajamo odnosno oduzimamo tako da zbrojimo odnosno oduzmemo elemente
na istim pozicijama. Matricu mnozimo skalarom tako da joj sve elemente pomnozimo
tim skalarom. Dvije ulancane matrice A i B (A ima stupaca koliko B ima redaka)
mozemo mnoziti u redoslijedu A - B; rezultat je matrica koja ima redaka koliko i A,
stupaca koliko i B, a na poziciji (i,7) u A - B je rezultat mnozenja i-tog retka od A
s j-tim stupcem od B. Pritom redak mnozimo sa stupcem da redom mnozimo prvi
element retka s prvim elementom stupca, drugi s drugim itd., a zatim te umnoske poz-
brajamo. Mnozenje matrica nije komutativno i moguce je umnozak dvije matrice od
kojih nijedna nije nulmatrica bude nulmatrica. ©

2.3 Inverz matrice

Kod mnozenja realnih brojeva vrijedi

tj. 1 je neutralni element za mnozenje brojeva. Svojstvo A- I, = I,,,- A = A za matricu
A tipa m x n upucuje na to da bi jedini¢na matrica trebala biti analogon broja 1 u
kontekstu matrica.

Drugo bitno svojstvo broja 1 vezano za mnozenje brojeva je da za svaki broj x # 0
postoji broj 27! (kojeg racunamo kao 1/z) takav da je

Postavlja se pitanje mozemo li slicnu jednakost napisati za matrice, tj. mozemo li reci
da za matrice A koje nisu nulmatrice postoji neka matrica koju bismo mogli oznaciti s
A1 takva da produkti A- A1 A7! - A daju jediniénu matricu? Ako to nije moguée
napraviti za sve matrice A, za koje jest?

Prema prethodnom, zelimo imati dva svojstva:

A-I=1-A=A

A- A=A A=1

gdje je u sve cetiri jednakosti I ista jediniéna matrica, dakle recimo reda n (I = I,,).
Ako je A tipa m x n, da bismo mogli izracunati A- A~! mora A~! imati n redaka, a da
bismo mogli izra¢unati A=! - A mora A~! imati m stupaca, dakle da bi oba produkta
imala smisla, A~! mora biti tipa n x m. Rezultat prvog od ta dva produkta je tipa



2.3. INVERZ MATRICE 33

m x m, a rezultat drugog je tipa n x n. Zelimo li da vrijedi A- A~! = A~! . A slijedi
da mora biti m = n, tj. Ai A~ moraju biti kvadratne istog reda.

Zakljucujemo: jednakosti A-I =1-A=AiA-A1t=A"1. A=1T dolaze u obzir
samo za kvadratne matrice. Stoga jedini¢ne matrice mozemo shvatiti kao poopéenje
broja 1 na matrice, ali samo na kvadratne.

Definicija 14 (Inverzna matrica). Za kvadratnu matricu A € M, njen inverz (inverzna
matrica od A) je, ako postoji, kvadratna matrica B € M, (dakle, istog reda) takva da
vrijedi

A-B=B-A=1,.
Ako takva matrica B postoji, jedinstveno je odredena te se oznacava s A~' (a matricu
A zovemo invertibilnom ili reqularnom matricom).

Moze se dokazati da je u definiciji dovoljna samo jedna od jednakosti A- B = I, ili
B-A=1,, tj. moze se dokazati da ako vrijedi jedna, onda vrijede obje.

Buduéi da nulmatrice imaju svojstvo da pomnozene s bilo kojom matricom (s kojom
su ulancane) daju nulmatricu, o¢ito nulmatrice nisu invertibilne.

Bismo li mogli definirati dijeljenje B : A kvadratnih matrica istog reda kao B - A1
ako A nije nulmatrica? Imalo bi smisla kad bi svaka kvadratna matrica koja nije
nulmatrica imala inverz.

1 2

Primjer 38. ca A =
rimjer 38. Matrica A (3 6

) je kvadratna @ nije nulmatrica. Pretpostavimo

da je wnvertibilna. Tada moZemo naci matricu B takvu da je B = ( ‘; i ) 1 AB =
BA = I;. Pogledajmo jednakost AB = I:

1 2 (o2 _ r+2y z+2v (10
3 6 y v) \3zx+6y 32z4+60 ) \0 1 )°

Trebalo bi dakle rijesiti sustav s cetiri nepoznanice (elementi matrice B)

42y =1,
3xr + 6y =0,
z+2v =0,
3z +6v = 1.

Rjesavanjem cemo dobiti kontradiktorne jednakosti, dakle sustav nije rjesiv. Znaci da
ne mozemo odrediti elemente matrice B te matrica A nije invertibilna/

Nazalost, osim nulmatrica postoji jos mnogo— beskonacno mnogo! — kvadratnih
matrica koje nisu invertibilne. Stoga nije moguce definirati dijeljenje matrica.

Primijetimo da smo u prethodnom primjeru imali zadanu matricu A, pretpostavili
smo da je invertibilna, elemente njenog inverza B proglasili smo nepoznanicama te
izjednacavanjem AB s I smo dobili sustav linearnih jednadzbi za odredivanje elemenata
matrice B. Matrice A i B su bile reda 2 te smo dobili sustav tipa 4 x 4. To ¢e vrijediti
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i opéenito: za odredivanje inverza matrice A € M, potrebno je rijesiti sustav od n?
linearnih jednadzbi s n? nepoznanica, koje su elementi inverza B. Sustav se postavlja
izjednacavanjem AB = I,. Ako taj sustav ima jedinstveno rjeSenje, matrica A je
invertibilna, a ako taj sustav nema rjesenja nij

-2 0 1
Zadatak 4. Postavite sustav za odredivanje inverza matrice A = 1 0 -1
4 2 1

Ako jos bolje pogledamo primjer [38 primijetit ¢emo da smo sustav 4 x 4 mogli
rastaviti na dva 2 x 2 sustava (jedan za prvi stupac matrice B, drugi za drugi stupac).
Pritom su ti sustavi imali iste koeficijente (i to tocno elemente matrice A), ali razlicite
stupce slobodnih ¢lanova. Nadalje, sustav za odredivanje prvog stupca od B kao slo-
bodne ¢lanove imao je prvi stupac jedinicne matrice, a sustav za odredivanje drugog
stupca od B kao slobodne ¢lanove imao je drugi stupac jedini¢ne matrice.

Primjer 39. Sustav za odredivanje A~' iz zadatka @ rastavlja se na tri 3 X 3 sustava
kojima su matrice sustava oblika

-2 0 1 a
1 0 =110 |,
4 2 1 c
a 1
gdje je b kod odredivanja prvog stupca od A=Y jednak | 0 |, za drugi je to
c 0
0 0
1 ], azatreéi | O
0 1

Dakle: odredivanje A™! ekvivalentno je rjesavanju n sustava tipa n x n (po jedan
za svaki stupac od A™1), pri ¢emu su lijeve strane (koeficijenti) svih tih sustava iste
(to su toéno elementi matrice A), a stupci slobodnih ¢lanova su redom stupci jedini¢éne
matrice. Sustav za odredivanje j-tog stupca od A~! kao stupac slobodnih ¢lanova ima
j-ti stupac od I,,. Kako u Gaussovoj metodi eliminacija redoslijed operacija ne ovisi
o stupcu slobodnih ¢lanova, znaci da je za svaki od tih sustava racun jednak osim u
stupcu slobodnih ¢lanova. Stoga se ti sustavi mogu rjesavati paralelno.

Postupak odredivanja inverza je prema prethodnom sljedeéi: postavimo matricu
sustava

(AlLn)

Na nju primjenjujemo Gaussovu metodu eliminacija za rjesavanje sustava sve dok ne
dobijemo oblik
(In|B) .

U tom slucaju je A~! = B. Ako u toku postupka na lijevoj strani (lijevo od okomite
crte) dobijemo redak u kom su samo nule, postupak staje i A nema inverza.

2Kod sustava za odredivanje inverza ne moze se dogoditi da imaju beskona¢no mnogo rjesenja.



2.3. INVERZ MATRICE 35

Primjer 40. Inverz matrice A iz zadatka [ dobivamo eliminacijom

-2 0 1 100 100 -1 -1 0
1 0 -11010]~...~[01TO0] 5/2 3 1/2
4 2 1 0 01 001 -1 =2 0
-1 -1 0
teje At =| 5/2 3 1/2 |. Toénost racuna provieravamo preko definicije: AA™! =
-1 -2 0

Is.

Za kvadratne matrice reda 2 postoji jednostavna formula za rac¢unanje inverza:

a b\ 1 d —b
c d Cad—be\ —c a )

Provjerite sami da je formula to¢na. Iz formule je vidljivo: ( Z

tocno ako je ad — bc # 0.

Z ) je invertibilna

Primjer 41.

(é 2>=%<_75 [1’>:(_;/7 1(/)7>‘

U primjenama se Cesto pojavljuju matrice kojima su inverzne matrice jednake nji-
hovoj transponiranoj ili hermitski konjugiranoj matrici:

Definicija 15 (Ortogonalne i unitarne matrice). Realna kvadratna matrica zove se
ortogonalna matrica ako joj je inverz jednak transponiranoj matrici, tj. ako vrijedi
A-At=1.

Kompleksna kvadratna matrica zove se unitarna matrica ako joj je inverz jednak
hermitski konjugiranoj matrici, tj. ako vrijedi A - A* = 1.

/2 —/3/2 0
Primjer 42. Matrica | v/3/2 1/2 0 | je ortogonalna.
0 0 1

1t Ponovimo bitno... Za kvadratnu matricu njoj inverzna matrica je, ako postoji,
kvadratna matrica istog reda koja pomnozena s polaznom matricom daje jedini¢nu
matricu. Matrice koje posjeduju inverznu matricu zovu se regularne. Odredivanje
inverzne matrice matrici A svodi se na rjesavanje sustava linearnih jednadzbi u kojima
su koeficijenti elementi matrice A, a stupci slobodnih ¢lanova su redom stupci jedini¢ne
matrice. ©



36 POGLAVLJE 2. MATRICE

2.4 Determinante

Vidjeli smo da je matrica A = < CCL 2 ) je invertibilna to¢no ako je broj ad —bc razlicit
od nule. Taj broj zove se njenom determinantom. Pise se:

det A = ad — bc,
odnosno
a
c

b
d

‘:ad—bc.

Primjer 43.
2 5
‘_1 3’—2-3—(—1)-5—11.

Kako 11 # 0, matrica ( _21 g ) je invertibilna. Determinanta matrice ( ? g ) Jje

nula pa ona nije invertibilna.

Determinanta matrice 3 je takoder broj, ali se drugacije ra¢una nego za matrice
reda 2. Jedno popularno pravilo za racunanje determinanti matrica reda 3 (vrijedi
samo za takve matrice!) je Sarrusovo pravilo:

11 Q12 Q13
Q1 (Ggzz Oagz3
Q31 Cgp O3z

= 41022 A33+12023031 + 0130001 A3z —031 Qa3 —032 G301 — 03391 017

Primjer 44.

-2 0 1 -2 0 1 -2 0
1 0 -1|=}1 0 -1 1 0 =
4 2 1 4 2 1 4 2

=—2.0-140-(-1)-4+1-1-2—1-0-4—(=2)-(-1)-2—-0-1-1=—2.

Determinante se mogu racunati samo za kvadratne matrice. Ako se radi o kvadrat-
noj matrici A, njena determinanta se oznacava s det A odnosno kao

ai;y ... QAip

ap1 ... QApp

Opcenito, determinanta kvadratne matrice A € M, se definira kao zbroj svih izraza
oblika (—=1)"ay; agj, - - - anj,, gdje je o : {1,...,n} — {1,...,n} permutacija (tj. pre-
raspored) brojeva 1,...,n u redoslijed ji,...,7,. S i(0) se oznacava broj inverzija u
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permutaciji, tj. koliko puta se pojavi situacija da se manji broj nade iza vec¢eg u redos-
lijedu 71, ..., j,. lako se uz malo truda vidi da se u definiciji determinante sumiraju i
oduzimaju svi moguci produkti elemenata matrice takvi da nikoja dva elementa nisu
uzeta iz istog stupca ili retka, ocigledno je ta definicija vrlo neoperativna. Stoga ¢emo
kao definiciju uzetiE| sljede¢u: determinanta kvadratne matrice je broj det A koji se
temeljem Laplace-ovog razvoja pridruzuje toj matrici. Laplaceov razvoj determinante
moze se racunati po nekom (i-tom) retku:

det A = (=1)"ay; det Ay,
j=1
ili po nekom (j-tom) stupcu:
det A = Z(—l)”jaij det Azy
i=1

Pritom je s A;; oznacena matrica koju iz A dobijemo brisanjem i-tog retka i j-tog
stupca. Primjerice, Ao je matrica koju iz A dobijemo brisanjem prvog retka i drugog
stupca. Iz formula je vidljivo da se Laplaceovim razvojem ra¢unanje determinante
matrice svodi na rac¢unanje determinanti manjih matrica. Smisao gornjih formula moze
se izreci i rijeCima:

Laplaceov razvoj po nekom retku/stupcu izrac¢unava determinantu matrice A € M,
tako da svaki element tog retka/stupca pomnozi s determinantom matrice koju bismo iz
A dobili tako da iz nje pobrisemo redak i stupac promatranog elementa. Tako dobijemo
n brojeva, koje zatim naizmjeni¢no zbrojimo i oduzmemo. Kod razvoja po neparnim

retcima/stupcima alterniranje zbrajanja i oduzimanja je + — + — 4+ — ..., tj. uzmemo
prvi od dobivenih n brojeva, oduzmemo mu drugi, dodamo treci itd. Kod razvoja po
parnim retcima/stupcima alterniranje zbrajanja i oduzimanja je — + — 4+ — + ..., tj.

uzmemo prvi od dobivenih n brojeva i promijenimo mu predznak, dodamo mu drugi,
oduzmemo treci itd. Redoslijed za pravilno alterniranje predznaka mozemo zapamtiti
i preko sheme

+ -+ -

-+ - +

+ - + -

- 4+ - +

Konkretno, za matricu reda 3 njenu determinantu razvojem po prvom retku racunamo
ovako:

ailz a2 ais
ag1 QA22 Q23 | = Q11
az1 asz g3

Q22 A23
32 a3z

3Zapravo se radi o teoremu: iz permutacijske definicije determinate se dokazuje da se ona moze
racunati Laplaceovim razvojem.
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Primjer 45.

5 —1 -3

11 2 1 2 1
21 25‘ ‘—(—1)‘ ‘+(—3)‘ ':
0 o 4 ~2 4 0 4 0 —2

=5-(1-4—(-2)-1)4+1-(2-4—-1-0)—3-(2-(—=2)—1-0) = 50.
Primjer 46. Za

2 7 0 1
2 -1 0 5
A= 0 -1 -1 -1
3 2 -3 4

izracunajmo det A razvojem po prvom stupcu. Imamo
det A=2- detA11 -2 detAgl +0- detA31 -3 detA41 =
= 2det All — 2det A21 — 3det A41.

-1 0 5 7 0 1
Dalje jedet Ajy =] =1 —1 —1|=32,detAy;=| -1 —1 —1|=—-44idet Ay =
2 -3 4 2 -3 4
7 0 1
-1 0 5 |=236paje
-1 -1 -1

det A=2-32—2-(—44) — 3-36 = 44.

Kako se iz prethodnog primjera moze vidjeti, koli¢ina racuna se smanjuje ako je
u retku (ili stupcu) po kojemu razvijamo poneka nula. Stoga se preporuca da se
determinanta matrice racuna razvojem po onom retku ili stupcu u kojem je najvise
nula.

Primjer 47.

25 0 2
11 02|
01 =5 2|
31 -10
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Iz definicije Laplaceovog razvoja odmah se vidi: Ako se u kvadratnoj matrici
neki redak ili stupac sastoji samo od nula, onda joj je determinanta nula.
Specijalno vrijedi:

det(0,) = 0.

Uzastopnim razvojem po prvom retku odnosno stupcu dobije se i sljede¢e: Deter-
minanta gornjetrokutaste, donjetrokutaste ili dijagonalne matrice jednaka
je produktu elemenata na dijagonali. Specijalno, vrijedi:

det(I,) = 1.

Vrijedi i: Ako su u matrici dva retka proporcionalna (ili dva stupca),
determinanta joj je nula.

Primjer 48.

2 0 5 123 591025
0 1 1234 2 00000
=2.1-(=5)-3=-30, |91 -5 2 7|=0
00 -5 2
00 o 3 31 -1 19 4
2 4 54 —4 —9

Iz Laplaceovog razvoja se vidi da vrijedi i

Teorem 2. Determinanta transponirane matrice jednaka je determinanti polazne ma-
trice, tj. det(A") = det A. Determinanta hermitski konjugirane matrice jednaka je
kompleksno konjugiranoj determinanti polazne matrice, tj. det(A*) = det A.

Efekti elementarnih transformacija na determinante su sljededi:

Teorem 3. Zamgjena dva retka (ili dva stupca) mijenja predznak determinante. Ako
matrici neki redak (ili stupac) pomnozimo nekim brojem «, determinanta dobivene
matrice je o puta determinanta matrice prije tog mnozengja. Ako jedan redak pribrojimo
nekom drugom (ili jedan stupac drugom stupcu), determinanta se ne mijenja.

Posljedi¢no, determinanta se ne mijenja niti kad visekratnik nekog retka dodamo
drugom (ili visekratnik nekog stupca dodamo drugom stupcu). Napomenimo ovdje da
ne vrijedi det(aAd) = adet A (kazemo da determinanta nije homogena). Iz gornjeg
teorema moze se dokazati da vrijedi det(aA) = o™ det A.

Prethodni teorem se moze iskoristiti za pojednostavljivanje izracunavanja determi-
nanti velikih matrica.

Primjer 49.

39 10 2 5 11 -5 2 7
41 5 2 -1 41 5 2 -1
11 -5 2 7|=—-139 10 2 5|=
31 -1 5 4 31 -1 5 4
2 4 2 -4 -9 24 2 -4 -9
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6 25 —4 -—16

6 20 =4 —161=—1 o 1y 1 47|
—2 MellT 2 12 -8 —23
2 12 -8 —23

I
|
co oo

(zadnji korak bio je razvoj po prvom stupcu, a sad dvostruki prvi red dodan drugom,
ceturti dodan trecem)
-3 25 —6 -—29
- 07 —-16 —74 |
0 26 -9 —40
2 12 -8 =23

(prvi red puta 2, cetvrti puta 3)

—6 50 —12 -—-58
11| 075 16 —T4|
T 23| 026 -9 —40 |
6 36 —24 —69
(prvi red dodan cetvrtom)
—6 50 —12 58
11| 075 —16 —74 1| -6 -
- .- — (<6)=--|26 -9 —40|=
2°3] 02 -9 —40 2 3| g0 _a6 _127
0 86 —-36 -—127
(prvi stupac dodan treéem)
75 —16 1
=126 -9 —-14 |=
86 —36 —41
(prvi red oduzet od treceg)
75 —16 1
=126 -9 —-14 |=...=-8079.
11 —20 —42

Svojstvo da determinanta promijeni predznak pri zamjeni redaka ili stupaca isko-
risteno je pri formalizaciji Paulijevog principa u kvantnoj mehanici.

Primjer 50 (Slaterova determinanta). Paulijev princip glasi: Ukupna elektronska
valna funkcija, koja ukljucuje i spin, mora biti antisimetricna na izmjenu bilo kojeq
para elektrona. Jednostavnija formulacija je: mikoja dva elektrona u istom atomu ne
mogu imati iste sve kvantne brojeve. To svojstvo se izvodi iz nemogucnosti razlikovanja
elektrona.

Valne funkcije su funkcije koje indirektno opisuju vjerojatnost da se neki elektron
nade u nekoj tocki prostora. Ako atom ima n elektrona, svaki od mjih je opisan po
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jednom valnom funkcz'jo U1, s, ... . Zelimo li opisati ukupnu valnu funkeiju koja
opisuje svih n elektrona istovremeno, najjednostavnija ideja bila bi definirati ju kao
produkt svih valnih funkcija pojedinih elektrona, no tako definirana ukupna valna funk-
cija omogucavala bi razlikovanje elektrona pa nije prihvatljiva. Primjerice, za slucaj
dva elektrona 1 1 2 (moZemo ih poistovjetiti primjerice s njihovim pozicijama, tj.
radij-vektorima), mogucée su dvije valne funkcije sustava: 11(1)o(2) i 11(2)1h2(1).
Zbog memogucnosti razlikovanja elektrona slijedi da me moZemo dati prednost jednoj
od te dvije funkcije, pa se kao ukupna valna funkcija uzima jedna od dvije funkcije
Y1 (1)1ha(2) % 1p1 (2)he(1). Cestice kojima odgovara opis pomocu antisimetricne vari-
jante (promjena redoslijeda mijenja predznak valne funkcije) v (1)1)o(2)—1h1(2)1he(1) =
Gi(1) ¢4(2)
Uo(1) ¥a(2)
simetriéna varijanta 11 (1)e(2) + 11 (2)1e(1) zovu se bosoni (primjerice fotoni).

Poopéenjem gornje ideje dobiva se da je za sustav od n elektrona (ili opclenitije
fermiona) ukupna valna funkcija dana tzv. Slaterovom determinantom

(1) Y1(2) ... Y(m)

2]]' 22 2(M
¢(1,2,...,m)—ﬁ w() w<) ¢<)

Un(1) ¢n(2) ... tn(n)

Slijede dva vazna teorema o determinantama.

zovu se fermioni (to su primjerice elektroni), a one kojima odgovara

Teorem 4 (Binet-Cauchy). Determinanta produkta matrica jednaka je produktu deter-
minanti.
det(A - B) = det(A) - det(B).

Napomenimo ovdje da ne vrijedi det(A + B) = det(A) + det(B) (kazemo da deter-
minanta nije aditivna).

Posljedica Binet-Cauchyjevog teorema je da je determinanta inverzne matrice reci-
pro¢na determinanti polazne matrice. Naime, iz A - A~ = I, slijedi det(A4 - A™!) =
det(I,,) = 1. Po Binet-Cauchyjevom teoremu lijeva strana zadnje jednakosti je det(A) -
det(A™') pa je ,

det(A™) = T A

Iz toga se vidi da vrijedi:

Teorem 5. Ako je matrica reqularna, determinanta joj je razlicita od nule i obrnuto:
ako je det A # 0, onda je A invertibilna.

Kako je za ortogonalne matrice A® = A™!, a znamo det(A") = det A, zakljucujemo
da za ortogonalne matrice vrijedi

B 1
T det A

40vdje podrazumijevamo da je u valnu funkciju uklju¢en podatak o spinu, tj. da se radi o produktu
orbitale i spinske valne funkcije.

det A = det(A") = det(A™1)
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.
(det A)* = 1.

Kako su elementi ortogonalne matrice realni, slijedi da joj je i determinanta realan
broj pa dobivamo: determinanta ortogonalne matrice je uvijek ili 1 ili -1. Sli¢no se
moze provjeriti da je determinanta unitarne matrice uvijek kompleksan broj apsolutne
vrijednosti 1.

Kako smo vidjeli neke slucajeve kad je lako vidljivo da je determinanta matrice jed-
naka nuli, zaklju¢ujemo: matrice koje imaju nul-redak, nul-stupac, dva proporcionalna
retka ili dva proporcionalna stupca nisu invertibilne.
3t Ponovimo bitno... Determinanta je broj koji se po odredenim pravilima pri-
druzuje kvadratnoj matrici. Moze se racunati Laplaceovim razvojem po proizvoljnom
retku ili stupcu matrice. Kvadratna matrica je invertibilna to¢no ako joj determinanta
nije nula. Zamjena dvaju redaka (ili stupaca) matrice mijenja predznak determinante,
pribrajanje visekratnika jednog retka (ili stupca) drugom retku (stupcu) ne mijenja
determinantu, a mnozenje retka ili stupca matrice nekim brojem daje matricu ¢ija
determinanta je jednaka determinanti polazne matrice pomnozene tim brojem. Deter-
minanta produkta matrica jednaka je produktu njihovih determinanti. Determinanta
svake nulmatrice je 0, a determinanta dijagonalne matrice jednaka je produktu njenih
dijagonalnih elemenata. Determinanta ortogonalne ili unitarne matrice ima apsolutnu
vrijednost 1. ©

2.4.1 Cramerovo pravilo za rjeSavanje sustava

Cramerov sustav je n xn sustav s jedinstvenim rjesenjem. Komponente rjesenja takvog

sustava lako se opisuju preko determinanti: ako su nepoznanice x1, s, ..., x,, onda je
D;
za sve i, gdje je D determinanta matrice koeficijenata sustava (matrice A = [a;;]),

a D; je determinanta matrice koju iz A dobijemo tako da joj i-ti stupac zamijenimo
stupcem slobodnih ¢lanova. Kako smo ve¢ vidjeli kod primjena inverza na rjesavanje
sustava, vidi se i ovdje: n X n sustav je Cramerov tocno ako mu je matrica koeficijenata
invertibilna, tj. determinanta joj nije nula.

Ove formule imaju dosta nedostataka. Prakti¢ne su samo za 2 x 2 i 3 X 3 sustave
jer za vete m X n sustave zahtijevaju mnogo vise rac¢unanja nego Gaussova metoda
eliminacija. Nadalje, u slucaju da je D = 0, nije vidljivo ima li beskona¢no mnogo
rjesenja ili ih uopée nema. Uz to, te formule nisu primjenjive na sustave kod kojih broj
nepoznanica nije jednak broju jednadzbi.

Primjer 51. Riesimo sustav
20 —y+2=2,

—r—y+3z=0,
r+2y—5z=1
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Cramerovim pravilom. Imamo:

2 -1 1 2 -1 1
D=|-1 -1 3 |=-1, D;=|0 -1 3 |=-4,
1 2 =5 1 2 =5
2 2 1 2 -1 2
Dy=|-10 3 |=-11, D3=| -1 -1 0 |=-5,
1 1 =5 1 2 1

pajer=(=4)/(=1) =4,y = (-11)/(=1) =11 iz = (=5)/(=1) = 5.

2.5 Trag matrice

Kvadratnim matricama se ¢esto pridruzuje jos jedan broj osim determinante. To je
trag matrice.

Definicija 16 (Trag matrice). Trag kvadratne matrice je zbroj njenih dijagonalnih
elemenata:
trA=a1; +as+ ...+ au.

2 7 0 1
.. . 2 -1 0 .
Primjer 52. Trag matrice A = 0 —1 -1 -1 |7 trA=2+(—1)+(-1)+4 =4.
3 2 -3 4

Glavna svojstva traga matrice su:
tr(A+B)=trA+trB

(aditivnost),
tr (0Ad) = atr A

(homogenost) te
tr (AB) = tr (BA),

tr (A") = tr A.
Pokazimo primjerice aditivnost:
tr (A + B) = (a1 + b11) + (age + baa) + ... + (apn + bun) =
= (a1 +ax+ ...+ ap)+ (b1 + b2+ ...+ byy) =tr A+ trB.
Zadatak 5. Dokazite svojstvo homogenosti traga.

Trag se ponajvise koristi u primjenama koje koriste analizu simetrija nekog objekta.
1t Ponovimo bitno... Trag kvadratne matrice je zbroj njenih dijagonalnih eleme-
nata. ©
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2.6 Matri¢éni pristup rjesavanju sustava linearnih
jednadzbi

Za sustav linearnih jednadzbi

a111 +CL121’2 +a13$3 + .- +CL1nl’n = b1
a1 T1  +agry Fasrs +--- +agr, = by
az1x1  +asre +assrs +--- +as,x, = b3
U1 T1 FmaTs  +Ap3Ts + 0 FOunT, = by

ozna¢imo A = [a;;] € M,,, (matrica koeficijenata sustava) i B = [b;] € M,,1 (stupac
slobodnih ¢lanova). Matricu sustavaf’] sad kratko mozemo zapisati kao

(A[B).
L1
S L2 :
Oznac¢imo jos X = ) € M, (stupac nepoznanica). Sad nas sustav mozemo
Tn
zapisati u obliku
A-X=B

Sustav
T1 — T2 = 17

T+ 21’2 =0
. : . 1 -1 L 1 .
ima matricu koeficijenata A = L stupac slobodnih ¢lanova B = 0 )"
stupac nepoznanica X = ( 21 > Imamo
2

o 1 -1 T - 1 — T2
AX—(l 2)(1’2)—($1+2$2>7
sto je jednako B tocéno ako je zadovoljen sustav x1 —xo =1, x1 + 229 = 0.

Sustav AX = B (tipa n x n) ima jedinstveno rjesenje to¢no ako je A invertibilna.
Tada je rjesenje dano formulom
X =A"B.

Gornju tvrdnju nije tesko dokazati:

AX =B

®Strogo matematicki, zapravo se A zove matricom sustava, a (A|B) proSirenom matricom sustava.
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slijeva pomnozimo s A~! i dobijemo
ATPAX = A7'B.

Kako je po definiciji A7 A = I i vrijedi IX = X (svojstvo mnoZenja matrica), gornja
je formula ekvivalentna formuli

X =A"'B.

lako zgodna, ta formula je prakticna samo ako je brze izracunati inverz (Gaussove
eliminacije s n stupaca slobodnih ¢lanova) nego rijesiti sustav (Gaussove eliminacije
iste matrice koeficijenata, ali sa samo jednim stupcem slobodnih ¢lanova). Dakle,
korisna je samo ako imamo bar n sustava s istom A i razli¢itim b-ovima.

No, kratki zapis sustava u matricnom obliku AX = B moze omoguciti dodatne
uvide u rjesavanje sustava linearnih jednadzbi. Primjerice, za homogene sustave je
B = 0,,1 pa je iz svojstava mnozenja matrica vidljivo da ako imamo dva rjeSenja X i
Y naseg sustava (uredene n-torke smo poistovjetili s matricama-stupcima tipa n x 1),
tj. ako je AX = AY = 0,,1, ondajei A(X+Y) = 0,,1 1 A(aX) = 0,,,. Zakljucujemo:
zbroj dva rjeSenja homogenog sustava je rjeSenje istog sustava i umnozak jednog rjesenja
homogenog sustava s proizvoljnim skalarom je takoder rjeSenje istog sustava. Kako
smo rjesenja predstavili matricama tipa m x 1, koje (kao i svaki drugi skup matrica
M, ) ¢ine vektorski prostor, zakljuéujemo: skup rjesenja homogenog sustava linearnih
jednadzbi je vektorski prostor (potprostor od M,y ).

Kod nehomogenih sustava to svojstvo ne vrijedi, ali se iz matricnog prikaza moze
zakljuciti: ako je AX = B neki sustav linearnih jednadzbi te ako njegovim pripadnim
homogenim sustavom zovemo sustav AX = 0,, 1, onda se svako rjeSenje sustava AX =
B moze dobiti kao zbroj nekog rjesenja Xy pripadnog homogenog sustava i jednog
(uvijek istog) konkretnog— tzv. partikularnog—rjesenja Xp polaznog sustava:

A(Xp +Xp) = AXy + AXp = 0,1 + B = B.

Posljedica ovog je da ako sustav ima vise od jednog rjesenja, ima ih beskona¢no mnogo.
Naime, kao $to ¢emo vidjeti u odgovarajuéem poglavlju, vektorski prostori (bilo realni
bilo kompleksni) koji sadrze vise od jednog elementa uvijek ih imaju beskona¢no mnogo.
3+ Ponovimo bitno. .. Sustav linearnih jednadzbi mozemo zapisati u obliku AX =
B, gdje je (A|B) matrica sustava (A je matrica koeficijenata, a B matrica-stupac
slobodnih ¢lanova), a X matrica-stupac nepoznanica. Ako je sustav tipa n X n i
A invertibilna, onda je rjeSenje dano formulom X = A~!B. Svako rjeSenje sustava
AX = B moze se zapisati kao zbroj jednog partikularnog rjesenja tog sustava s nekim
rjeSenjem pripadnog homogenog sustava AX = 0. ®

2.7 Zadaci za vjezbu

1. Odredite red i vrstu matrica:

4 3
(a) A= -1 2
2 5
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4 -1 -3
M B=[2 1 4
0 -5 6
1
(c) C=|{ 3
0
1 2 4 5
2 3 -2 -1
D=1, 5 o 3
5 -1 3 7
10
(e)E-(Ol).
3 -1 2
) F=(o0 2 4
0 0 1
—2.00 0
0 30 0
©G=1 0 04 o0
0 00 =5
2 L4y 3 24
(h) H— R T VR
3 2+i 0 5—4i

2—i 3—i 5+4i 10

Rjesenje: (a) A € Mso pravokutna. (b) B € Mj kvadratna.
(c) C € M3, stupcana. (d) D € M, simetricna.

(e) E =1y € M, jedini¢na. (f) F € Mj gornjetrokutasta.
(g) G € M, dijagonalna. (f) H € M4(C) hermitska.

2. Ispisite matrice

(a) A= [(Iij] €M273, aij:Zi—j.
(b) B = [bl]] EMQ, b”:()zaz#j, b”: (—]_)Z
(c) C=leyleMs, ci;=0zai<j cj=(+j)zai>j.

4 0 0
Rjeéenje:(a)Az(é g _11> (b)B:(_O1 (i) (c)C=1{ 9 16 0
16 25 81

3. Zadana je matrica
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Provjerite da je A = —A. Kako nazivamo takvu matricu?
Rjesenje: Antisimetricna matrica.

4. Izracunajte

W3 a)e(l L)

2 0 4
(b)y 1| -1 8 6 | —2I5.
0 12 4
2 11 51
(c) a0 1) 2 1
10
2
(d (1 -2 4 5)- !
-3
2
5 8 —4 3 =15
e) [ 6 9 =5 2 1 0
4 -7 3 6 4 5

-3 0 1
i () (0T 2 RS (93
Rjesenje: (a) (4 0 —6)' (b) 04 g _23 ()(10 3>.
7 —13 5
5 —10
(d) (=2). (e 166 —117 355 ) (f) ( 5 _5 ) )

. Zadane su matrice

1 2 2 —1 3 0
=(L5) (1) - (3 4)
Pokazite da matrice A i B ¢ine komutativni par u odnosu na mnozenje, a B i C

ne Cine (tj. da vrijedi A-B=B-AiB-C#C-B).

[ a 2B (10
=5 7) -(18)
Odredite parametre «, 8 € R tako da umnozak matrica A i B bude komutativan.
Rjesenje: a= -5, B =0.

. Zadane su matrice
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7. Rijesite matric¢ne jednadzbe

1 =2 4
(a) A-X=B, A=| 3 4 |, B=| 2
—2 5 -9

1 0 -1
b) X-C=D, C=12 1 0 , D=(-1 =3 1).
0 —1 1

2

Rjesenje: (a) X = ( 1

>eM271. (b) X=(1 -1 2)€eMy.

8. Odredite A~! (ukoliko postoji), ako je

(a)A:(g j)

-2 0 1
(c) A= 1 0 -1
4 2 1
1 11
@ A=[220].
2 1 1
1 0 1
(e) A=12 -1 1 |.
0 1 1
» 1 -1
Rjesenje: (a) A™! = ( _9 ) (b) Ne postoji A7L.  (c) At = g 3
12

9. Izracunajte

3 5
@ |55
-1 log, 10
1 -2 =3
(¢c)] 0O 1 2
-4 3 =2

O~ O
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4 -8 12
@] 2 o -3
—20 30 60
9 —4 6 3
0 3 0 5
© 19 o -1 7
00 0 4
100 1
210 1
®17 111
21 2 1
21 0 2 1
10 1 0 0
@12 0 1 1
10 1 0 1
1 2 -1 -1 -1
29 -3 1 0 5
1 -3 -2 -1 0
M) | 7 6 0 3 2
8 -7 5 4 3
3 9 6 2 0

Rjesenje: (a)2. (b)0. (c)—4. (d)1560. (e)—24. (f)—2. (g)—9. (e
0.

10. Koristeci tvrdnje teorema |3| izracunajte

(a)

(b)

()

A=W W N R W WO
DU R R 0O O N N
OO R NOO W H MR
RN U1 W O T

S W= O Ut

Rjesenje: (a) 0. (b) 100. (c) —4.

11. Neka za matricu C' € My vrijedi det(3C) = 4. Izratunajte det C.
Rjesenje: det C' = 2.
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12. Zadane su matrice

16
, B=

O O N
S = o

1
A=10
0

S NN
— o W

2
2
i neka vrijedi X - A = B. Koristeéi teorem [4] izracunajte det X.

Rjesenje: det X = 2.

13. Odredite parametar o € R tako da matrica A bude invertibilna, ako je

a 7 2
(a) A= 1 a 1
2 —4 «
2 1 1
by A= 2 o 1
2 1 «

Rjesenje: (a) a € R\ {-3,1,2}. (b) ae R\ {-2,1}.

14. Koriste¢i Cramerovo pravilo rijesite sustave linearnih jednadzbi

(a)

3x1 — 219 =05,
=211+ 19 = —2.
(b)
3x1 — 2%, =2,
—201+ 2 —x3 = -3,
—To+3x3=7.

211 — by +4x3+ 314 =4,
3x1 — 4xy + Txs + dry = 11,
4x1 — 929 + 83 + bry = 8,
—3x1 4+ 229 — dx3 + 324 = —3 .
Rjesenje: (a) xy =—1, 29=—4. (b)xz1 =0, 29 =—1, 23=2.

(c)ry=mg=23=24=1.

15. Izracunajte tr A za matricu A iz zadatka 8.
Rjesenje: (a) trA = 2. (b) trA = —=5. (¢) trA = —1. (d) trA = 4. (e)
trA=1.

16. Pokazite da vrijedi tr (AA") > 0, za proizvoljnu matricu A € M,,.
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17. Matricnim pristupom rijesite sustave linearnih jednadzbi

(a)
2017 — 319 = —4 |

—31’1 +5l’2 =95.

2$1+3l‘2+5$3:10,
3x1 + Ty +4x3 =3,
$1+21’2+2[E3:3.

T1+ 209 —x3+ x4 =—1,
2x1 4+ 519 — 13 + 214 = -2,
311 — X9 — 23+ 14 =9,

$1—ZE2+3.7)3—5$4:6.

Rjesenje: (a) 1= —5, zo=-2. (b)x1 =3, 29 = -2, 23=2.
(c)r1 =2, 29=—1,23=1, 24=0.

18. Odredite parametar A € R tako da homogeni sustav
Ty +x—23=0,

2IL‘1—I'Q+ZL‘3:O,
£L’1—$2+)\l’320.
ima i netrivijalno rjesenje.
Rjesenje: A =1.
19. Za koju vrijednost parametra A € R nehomogeni sustav

$1—$2+2$3+$421,

T —LL’3—|—JI4:2,
21’1—1‘2—51’3+)\l’4:3,
$2+)\l’3+$€4:1.

ima jedinstveno rjesenje?

Rjesenje: A € R\ {—1,0} .

20. Rijesite matri¢cne jednadzbe

(a) AX + B =3X 424, A:(l _2) , B:(2 _2).
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B (20 (10 (-1 -6
(b)AX+C_XB,A_<_11),B_<0_1>,C_<1 0),

0 1 -1
() XA+3;=A-2X, A=|2 -1 0 |.
1 0 -2

Rjesenje: (a) X:(‘ll (1]) (b) X:(i f),te[R. (c) X =

1 0 -5
0 —4 10 .
5 =5 1



Poglavlje 3

Vektorski prostori i linearni
operatori

3.1 Vektorski i unitarni prostori

Veéina nematematicara pod vektorskim prostorima podrazumijeva skupove ,,vektora-
strelica” uz uobicajena pravila racunanja s tim vektorima, a pod vektorima se obi¢no
podrazumijevaju objekti koji imaju iznos (duljinu), smjer i orijentaciju. lako tako
shvaceni vektori svakako predstavljaju jednu zanimljivu i u primjenama izuzetno vaznu
vrstu vektora, ogranicavanje na tako usko shvac¢anje vektora onemogucava razumijeva-
nje nekih naprednijih primjena linearne algebre, primjerice u kvantnoj fizici ili analizi
simetrija molekula i kristala.

Pojednostavljeno receno, skup ¢ije objekte znamo zbrajati i mnoziti brojevima (ska-
larima) tako da dobijemo istovrsne objekte i tako da vrijede uobicajena svojstva tih
racunskih operacija zovemo vektorskim prostorom, a njegove elemente vektorima. Uko-
liko za te vektore jos mozemo smisliti i operaciju mnozenja koja bi po dvama vektorima
pridruzivala skalar (i to tako da vrijede sva uobicajena svojstva skalarnog produkta),
onda nas vektorski prostor zovemo unitarnim prostorom.

Ono sto je bitno za vektore i vektorske prostore su dakle dvije operacije: zbrajanje
vektora i mnozenje vektora sa skalarima. Kako se u daljnjem neéemo ogranic¢iti na
,vektore-strelice”, objekte koje u nekom kontekstu gledamo kao vektore oznacavat
¢emo jednostavno v, w,u, . . ..

Uzmimo da je V neki (naravno: neprazan) skup ¢ije elemente zelimo zvati vekto-
rima. Ovisno o kontekstu, to moZe biti neki od skupova V3, V2, skulﬂ R™ ili C" (za
n prirodan broj), neki od skupova M, ,(R) ili M,,,(C), neki skup realnih funkcija s
istom domenom, ... Nadalje, ovisno o tome kakav vektorski prostor trebamo, potrebno
je utvrditi (odluciti se) koju vrstu brojeva ¢emo uzeti za skalare: realne ili kompleksne
brojeve. Vektori su elementi vektorskog prostora.

Da bismo V' zvali vektorskim prostorom, moraju biti definirane dvije operacije:
zbrajanje vektora i mnozenje vektora skalarom. Pritom, one moraju imati sljedeca

1Za skup A skup A" se sastoji od svih uredenih n-torki elemenata iz A. Primjerice, C3 se sastoji
od svih uredenih trojki kompleksnih brojeva.

53
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svojstva: zbroj dva elementa iz V' (dva vektora) mora opet biti element iz V (tj.
vektor), a umnozak elementa iz V' (vektora) sa skalarom mora biti element iz V' (dakle,
vektor), te moraju vrijedi svojstva koja smo u poglavlju o klasi¢noj algebri vektora
naveli kao tipi¢na svojstva tih operacija. Preciznije:

Definicija 17 (Vektorski prostor). Odabrani skup V' s odabranim skupom skalara (R
ili C) zove se vektorski prostor ako su definirane operacije + i - (zbrajanje vektora i
mnozenje vektora skalarom) tako da za sve elemente v,w,u iz V i sve skalare o, [
vrijede sljedeca svojstva:

v+weV av eV zatvorenost operacija + 1 -
v+w=w+0v komutativnost zbrajanja

l-v=w mnozenje jedinicom
v+w)+u=v+(w+u) (af)v=a(fv) asoctjativnost i kvaziasocijativnost
v+0=0+v=0 postoji neutralni element za zbrajanje
v+ (—v)=(—v)+0v=0 svaki element ima suprotni element
alv+w) =av + aw (a+ B)v=av+ pw distributivnost

Neutralni element za zbrajanje, oznacen s 0 € V', zove se nulvektor.
Vektorski prostor je realan ako su skalari realni brojevi, a kompleksan ako su skalari
kompleksni brojeuvi.

Iz gornjih svojstava mogu se izvesti i druga ocekivana svojstva, primjerice da je
0-v = 0 (mnozenje s nulom daje nulvektor), —v = (=1) - v, .... Preko suprotnog
vektora definira se i oduzimanje vektora: v — w = v + (—w).

Primjer 54. Skupovi V2, V3, V2(0) i V3(O) su primjeri realnih vektorskih prostora.

Primjer 55. U poglavlju o matricama smo vidjeli da svaki od skupova M, ,(R) odnos-
no My, (C) ¢ini realni odnosno kompleksni vektorski prostor uz zbrajanje i mnoZengje
skalarom kako je u tom poglavlju definirano. Posebno, skupovi M, 1 stupcanih matrica
cine vektorske prostore.

Primjer 56. Promotrimo skup R*. Njegovi elementi su oblika (z,y,z,w), gdje su
x,y, z,w realni brojevi. Uzmimo realne brojeve kao skalare i definirajmo:

(z,y, z,w) + (2", 4, 2\ 0') = (x + 2",y + o/, 2 + 2w+ w'),

a-(z,y,z,w) = (ax, 0y, az, aw).

Dakle, primjerice je (1,2,3,4) + (0,m,e,—1) = (1,2+ 7,3 +¢,3), a4-(0,1,—1,2) =
(0,4,—4,8). Obzirom na tako definirane operacije + i - skup R* je realni vektorski
prostor.

Potpuno analogno se definiraju zbrajanje i mnoZenje skalarom za elemente iz R™ 4
C": zbraja se po koordinatama, a skalarom mnozi tako da svaku koordinatu pomnoZimo
tim skalarom. Uz tako definirane operacije svi R™ ¢ C" su vektorski prostori.
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Primjer 57. Uzmimo skup svih neprekidnih funkcija s nekog intervala I u sku]ﬂ R.
Definirajmo da zbroj dviju takvih funkcija f i g na varijablu x € I djeluje po pravilu

(f +9)(x) = fz) + g(x),

a da umnozak funkcije f skalarom o € R na varijablu x € I djeluje po pravilu

(- f)(@) = a- f(z).

Uz tako definirane operacije skup svih neprekidnih realnih funkcija kojima je domena I
¢ini realni vektorski prostor. Analogno bi se definirao vektorski prostor realnih funkcija
koje su na I derivabilne ili integrabilne.

Gotovo sva terminologija vezana za ,,vektore-strelice” nepromijenjeno se prenosi na
ovako opcenitije shvacene vektore.

Definicija 18 (Linearna kombinacija). Linearna kombinacija (konacno mnogo) vek-
tora v,w,u, ... je svaki izraz (vektor) oblika av + fw + yu + . ... Skalare u linearnim
kombinacijama zovemo koeficijentima.

Jednoclane linearne kombinacije su viSekratnici nekog vektora v, tj. vektori aw.
Primjer 58. Linearne kombinacije vektora (1,2,3,4) 4 (0,1,0,1) iz R* su oblika
a-(1,2,3,4)+5-(0,1,0,1) = (o, 2a + 3, 3cv, 4o + B).

Primjer 59. Polinomi su linearne kombinacije monoma (u prostoru svih funkcija s R

uR).

Uz odredena dodefiniranja, koja necemo ovdje razradivati, za operacije
koje se rade pri izjednacavanju redoks-reakcija preko polujednadzbi oksidacije 1 reduk-
cije moze se reci: racuna se odredena linearna kombinacija polujednadzbi oksidacije 1
redukcije.

Slicno, Hessov zakon mozZemo formulirati © ovako: ako se meka reakcija moZe za-
pisati kao linearna kombinacija nekih drugih reakcija, onda je reakcijski gradijent bilo
koje ekstenzivne velic¢ine stanja (primgjerice, reakcijska entalpija ili reakcijska Gibbsova
energija) jednak linearnoj kombinaciji reakcijskih gradijenata te iste velic¢ine pojedinih
reakcija, i to s istim koeficijentima: ako je reakciju R moguce zapisati kao ), a;R;,

onda je AY =3 oA Y 2aY = H,G,. ...

Koje god vektore uzeli, uvijek je moguce naci njihovu linearnu kombinaciju koja
daje nulvektor. To je tzv. trivijalna linearna kombinacija u kojoj su svi koeficijenti
jednaki nuli. Je li to jedini nac¢in kako nulvektor zapisati kao linearnu kombinaciju
nekih vektora? To ovisi o tome jesu li ti vektori linearno zavisni ili ne.

Definicija 19 (Linearna (ne)zavisnost). Konacéan skup vektora {v,w,u,...} je line-
arno zavisan skup ako se (bar) jedan od vektora tog skupa moze zapisati kao linearna
kombinacija ostalih vektora. Skup vektora koji nije linearno zavisan zove se linearno
nezavisan skup.

2Analogne definicije se mogu preuzeti i za kompleksne funkcije, tj. funkcije s kodomenom C: sve
kompleksne funkcije s istom domenom ¢ine kompleksan vektorski prostor.
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Iz definicije vidimo: svaki skup vektora koji sadrzi nulvektor je linearno zavisan.
Naime, ako gledamo skup {0,v,w,...}, odmah vidimo da se jedan od tih vektora,
nulvektor, moze napisati kao linearna kombinacija ostalih: 0 = 0-v +0-w + ....
Nadalje, svaki jednoclan skup {v} s v # 0 je linearno nezavisan.

Primjer 60. Svaka dva proporcionalna vektora su linearno zavisna. Primjerice, vektori
(1,2,3,4) tei(1,2,3,4) = (i,2i, 3i,44) su linearno zavisni u C*.

Ako je skup {v,w, ...} linearno zavisan, primjerice jer se v moze zapisati kao line-
arna kombinacija ostalih vektora (v = aw + . ..), onda se nulvektor moze na jos jedan
(osim trivijalnog) nacin zapisati kao linearna kombinacija tih vektora: 0 = 1-v —aw —

. Dakle, mozemo rec¢i: skup vektora je linearno zavisan ako se osim na trivijalan
nacin (0-v+0-w +...) nulvektor moze zapisati kao linearna kombinacija tih vektora
na bar jos jedan nacin.

Kako provjeriti linearnu (ne)zavisnost nekog skupa vektora iz R™ (ili C*, M, i
sl.)? Najjednostavniji nacin je preko ranga matrice.

2 1 3
0 -1 2
tora (2,1,3) 7 (0,—1,2) u R®, a njene stupce kao tri vektora (2,0), (1,—1) i (3,2) u
R?.

Primjer 61. U matrici A = ) mozZemo njene retke shvatiti kao dva vek-

Definicija 20 (Rang matrice). Ako retke matrice (ili njene stupce) shvatimo kao vek-
tore, rang matrice je broj linearno nezavisnih redaka (odnosno stupaca) te matrice.

Nije ocito, ali moze se dokazati da cemo istu vrijednost ranga dobiti
ako u gornjoj definiciji uzimamo retke ili stupce.

Rang matrice odredujemo tako da matricu podvrgnemo elementarnim transforma-
cijamaﬂ sve dok ne postignemo da su u njoj svi elementi nule osim eventualno na
dijagonalnim mjestima. Broj nenul elemenata na dijagonali je rang matrice.

2 -2 3
Primjer 62. Rang matrice A = 4 —4 6 | je 2 (provjerite!) odnosno svaka dva
-3 3 1

njena retka © svaka dva mjena stupca su linearno nezavisna.

Ako je matrica tipa m X n njen rang ne moze biti ve¢i od manjeg od brojeva m i
n. Primjerice, matrica iz My 15 ne moze imati rang veci od 7.

Zelimo 1i za neke vektore utvrditi jesu li linearno zavisni ili ne, ukoliko su dani u
koordinatnom obliku, dovoljno je zapisati ih kao stupce matrice i odrediti joj rang.

Primjer 63. Ispitajmo jesu li vektori (1,—1,0,1), (2,1,1,1) 7 (0,1,0,1) linearno ne-
zavisni vektori iz R*. Dakle, treba odrediti rang matrice

1 20

-1 1
0 1
1 1

—_ O

3Kod odredivanja ranga matrice elementarne transformacije smiju se izvoditi i sa stupcima.
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Elementarnim transformacijama dobivamo:

1 20 1 00 100 100 100
111 10 1 00 1 00 1 010
o 1ol 1 o 1ol lot1to|[Tlo1o]|l ]loo01
1 11 1 01 00 1 000 00 0

te je rang matrice 3 (tj. onoliko koliko smo imali vektora). Stoga su zadani vektori
linearno nezavisni.

Definicija 21 (Dimenzija). Najveéi broj elemenata koje u danom vektorskom prostoru
moze imati neki linearno nezavisan skup vektora zove se dimenzija prostora. Ako se ta-
kav broj ne moZe odrediti govorimo o beskonacnodimenzionalnom vektorskom prostoru,
a inace o konacnodimenzionalnom.

Primjer 64. Realni vektorski prostori R™ su n-dimenzionalni realni vektorski prostor:.
Slicno, vektorski prostori C" su n-dimenzionalni kompleksni vektorski prostori.

Primjer 65. Realni vektorski prostori My, , su (m - n)-dimenzionalni realni vektor-
ski prostori. Slicno, vektorski prostori M, ,(C) su (m - n)-dimenzionalni kompleksni
vektorski prostori.

Primjer 66. Vektorski prostori realnih neprekidnih/derivabilnih/integrabilnih funkcija
s istom domenom su beskonacnodimenzionalni: ma koliko velik linearno nezavisan skup
vektora (funkcija) uzeli, uwvijek je mogucée naci jos neku funkciju koju mozemo dodati u
taj skup, a da on ostane linearno nezavisan.

Korisno je zapamtiti: svaki skup vektora koji sadrzi vise elemenata nego sto je
dimenzija prostora sigurno je linearno zavisan.

. 01 5 11 1 0 20 -3\ .({ -1 -1
Primjer 67. Matmce(_l 2),(0 0),<0 0),( 5 4>2<_1 _1)

su linearno zavisne jer se radi o pet matrica iz prostora My koji ima dimenziju 2-2 = 4.

Definicija 22 (Baza). Baza prostora je bilo koji linearno nezavisan skup vektora koji
ima onoliko elemenata kolika je dimenzija prostora.

Primjer 68. Kanonska baza za R™ je skup {e1, e, ..., e,} vektora iz tog prostora koji
su oblika: e; na i-toj poziciji ima broj 1, a na svim ostalim nule. Da je to baza vidi se
po tome Sto je prikaz

(x1,29,...,2,) = 21(1,0,0,...,0,0) + 22(0,1,0,...,0,0) + ... + 2,(0,0,0,...,0,1) =

=x1€61 + 1269 + ...+ THE,
mogué i jedinstven za svaki vektor (x1,a,...,x,) € R" odnosno (x1,xs,...,x,) € C".

U V3 smo primjerice odabirom neka tri vektora kao baze (recimo, kristalografske
baze) definirali §to su koordinate svih ostalih vektora te smo ih prikazivali uredenim
trojkama koordinata, a vektori baze su onda imali koordinate [1,0,0], [0,1,0] i [0, 0, 1].
U prostorima tipa R™ i C" pak prvo imamo n-torke, pa bazu koja se sastoji od elemenata
uz koje ¢e koordinate biti bas brojevi od kojih se n-torke sastoje zovemo kanonskom.
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Primjer 69. Matrice E;; € M, , koje na svim pozicijama osim (i, j) imaju nule, a na
toj poziciji imaju 1, ¢ine kanonsku bazu od M, .

Osnovno svojstvo baze prostora je da se svaki vektor moze prikazati kao linearna
kombinacija vektora baze, i to na jedinstven nacin. Takav zapis zovemo prikaz vektora
u bazi. Zelimo li odrediti koeficijente u takvom prikazu, potrebno je rijesiti sustav
linearnih jednadzbi koji proizlazi iz te definicije.

Primjer 70. Vektori (2,—1,0,1), (1,2,3,4), (1,1,1,0) 7 (0,1,0,0) su baza za R* jer
su linearno nezavisni (provjerite to preko ranga matrice!). Prikaz proizvoljnog vektora
(x,y, z,w) u toj bazi je po definiciji oblika

(r,y,z,w) = a(2,-1,0,1) + 5(1,2,3,4) + v(1,1,1,0) + 6(0,1,0,0) =

=QRa+ B+, —a+28+7+0,36+y,a+45).
Zelimo Ui recimo (1,0,0,0) zapisati u toj bazi, trebamo naci «, 5,7,9 takve da je
(1,0,0,0) = 2o+ B+, —a+28+v+ 0,30+, a+4p),
ty. rijesitt sustav
20+ B +v=1,
—a+28+7+86=0,
3+~ =0,
a+4p =0.

Buduci znamo da se radi o bazi, sigurno je da taj sustav ima jedinstveno rjesenje. Ono
12N0S1

13, 3
107710 10
Dakle, vektor (1,0,0,0) koji u kanonskoj bazi ima koordinate [1,0,0,0], obzirom na

; ; 2 1 3 i}
novu bazu ima koordinate [5, T57 700 101 -

2
(]1—5,/8——

Dimenziju studenti i druga bic¢a ponekad mijeSaju s brojem elemenata. U svakom
vektorskom prostoru vrijedi: ako prostor sadrzi bar jos jedan vektor osim nulvektora,
onda taj prostor sadrzi beskonacno mnogo elemenata. To je lako vidjeti: ako je v # 0
onda su za svaki skalar a (a njih ima beskonacno mnogo) vektori awv razli¢iti. Stoga
svaki vektorski prostor osim V' = {0} sadrzi beskona¢no mnogo elemenata, neovisno
o tom je li konacne ili beskona¢ne dimenzije. Dimenzija je pak najmanji broj vek-
tora potreban da kao njihove linearne kombinacije mozemo zapisati sve vektore —njih
beskona¢no mnogo.

Dva vektorska prostora su izomorfna ako do na smisao/vrstu vektora i operacija
s njima nema razlika medu njima. Smisao je slican kemijskom: izomorfnost znaci
jednakost struktura, ali dopusta razli¢itost sadrzaja.
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Primjer 71. Vektorski prostori R®, M31(R), V3 i V3(0) su izomorfni. Prva dva su
x
izomorfni jer iako su elementi prvog oblika (x,y, z), a elementi drugog oblika | vy |,
z
operacije se izvode po istim pravilima — razlika je samo u stilu zapisa. Putem koordi-
natizacije V3 odnosno V3(0) moZe se provjeriti da su i oni izomorfni s R>.
Opéenito, vektorski prostori R™ i M,,1(R) odnosno C™ i M,,1(C) su izomorfni.

Primjer 72. Svaki M,,, je izomorfan s R™" —to se vidi tako da matricu shvatimo
kao (m - n)-torku jednostavnim nabrajanjem njenih elemenata po retcima. Primjerice,
matrice ( Z 2 ) mozemo shvatiti i kao uredene cetvorke (a, b, c,d) bez da ima bitnih

promjena u zbrajanju i mnoZenju skalarom (zbroju dviju matrica odgovara zbroj odgova-
rajucih cetvorki, a produktu matrice skalarom odgovara produkt odgovarajuce cetvorke
s tim skalarom), pa su My i R* izomorfni.

Zapravo: svi realni vektorski prostori iste (kona¢ne) dimenzije su izomorfni pa stoga
prostore R™ ili M, 1(R) (ovisno o tom s kojim nam je trenutno jednostavnije raditi)
mozemo smatrati prototipovima realnih n-dimenzionalnih prostora.

. . . . . ‘ . 01 5 11 (1 0
Primjer 73. Recimo da nas zanima jesu li matrice ( 1 9 ), ( 0 0 ) 1 ( 0 0 )

linearno zavisne. Kako je My izomorfan s R*? = R*, zapravo treba ispitati linearnu
nezavisnost vektora (0,1,—1,2), (5,11,0,0) 7 (1,0,0,0).

Definicija 23 (Unitarni prostori). Vektorski prostor V' je unitaran ako je na njemu
definirana jos jedna operacija (skalarni produkt vektora, u oznaci (v, w)) sa svojstvima

(v,v) >0; (v,v) =0<0v=0,

<U7w> :m>
(U, v +w) = (u,v) + (u, w),
(v,a-w) = alv,w).

Pritom naravno ta svojstva moraju vrijediti za sve vektore v,w,u € V 1 skalare «.

Za realne vektorske prostore drugo svojstvo svodi se na komutativnost skalarnog
produkta:

(v, w) = (w,v).

Uz ranije opisan ,standarni” skalarni produkt vektora-strelica (koji je bio definiran
s (U, W) = || - |&f] cos p), dva u primjenama najcesée koristena skalarna produkta
opisana su sljede¢im primjerima.

Primjer 74. Na R™ i C" uobicajeno je skalarni produkt definirati s

(1, s 20), (Y1s -y Un)) = T1Y1 + -« - + TpYn.
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Primjer 75. Na vektorskom prostoru realnih funkcija integrabilnih na |a,b] (gdje neki
ili oba od a i b moZe biti i beskonacan) uobicajeno je skalarni produkt definirati s

(f,9) :/ f(z)g(z)dz.

Ako promatramo funkcije kojima je kodomena C (kompleksne funkcije), odgova-
rajuci skalarni produkt definira se s

b
() = [ 1 @g(e) da,
gdje je s f* oznacena funkcija koja je dana s f*(x) = f(x). Ovaj skalarni produkt je
vrlo cest u kvantnoj fizici i kemiji.

Primjer 76. U poglavlju o algebri vektora vidjeli smo da u slucaju vektora koji su
zadani koordinatama obzirom na ortonormiranu bazu njihov skalarni produkt racunamo
po pravilu [x,y, z] - [2',y, 2] = xa’ + yy' + z2'. Primjerice, skalarni produkt vektora
249 —5k swvektorom —i + j —?je [2,0,=5]-[-1,1,-1] =—-2+0+5=3.

Koristeéi izomorfnost prostora V3(O) (s ortonormiranom bazom { i, j,k}) i
/

x x

Ms 1, vidimo da za vektorev= | y | iv'=| v | njihov skalarni produkt mozemo
/
z z

1zracunati kao

(v,0")y =o' 0.

Zadatak 6. Nadite sve primjere koristenja skalarnog produkta integrabilnih funkcija u
poglaviju o primjenama integrala.

U svakom unitarnom prostoru moze se definirati norma (duljina) vektora preko
jednakosti:

[v]] = v/ (v, 0).

Primjer 77. UR"™ ¢ C" norma vektora se racuna formulom

(@1, .. z0)]| = \Ja2 + ... + 2.

Primjer 78. U vektorskom prostoru realnih funkcija integrabilnih na [a, b] norma vek-
tora (dakle, funkcije f : [a,b] — R) se racuna formulom

b
1] = / f2(z) da,

a u vektorskom prostoru kompleksnih funkcija integrabilnih na [a,b] norma vektora
(dakle, funkcije f : [a,b] — R) se racuna formulom

|!f||=\/ / f*(@) f(z) da = / ()2 da.
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Dva vektora unitarnog prostora zovu se ortogonalnim ako im je skalarni produkt
nula. Svaki skup vektora unitarnog prostora u kojem su svaka dva vektora ortogonalna
je linearno nezavisan.

Primjer 79. Vektori (1,—1,2,0,3) 4 (0,2,1,4,0) su ortogonalni u R> jer im je skalarni
produkt 1-0+ (—=1)-24+2-1+0-4+3-0=0.

Primjer 80. Retci (stupci) ortogonalne matrice, shvaéeni kao vektori, su svaki na
svakog ortogonalni.

Primjer 81. Vodikove 1s i 2s orbitale su ortogonalne. Naime, 1s orbitala je valna
funkcija

a 2s orbitala je valna funkcija

1 1 r
== 9_ 77"/(2a0).
Ve ™ \/ 8mral ( ao) ‘

Pritom su formule za obje valne funkcije dane u sfernim koordinatama. Njthov ska-
larni produkt je zapravo trostruki integral (o tom wvise kasnije), no kako su s orbitale
sferno simetricéne (ovise samo o udaljenosti r do jezgre), uvjet ortogonalnosti tih valnih
funkcija se pojednostavijuje na oblik

“+oo
/ 471'7“22,017070(7”)#)270,0 (’I“) dT’ = O
0

Faktor 47r? potjece od visestrukog integrala u sfernim koordinatama. Kako obje funkcije
sadrze multiplikativne konstante koje ne mogu utjecati na to je li gorngi integral nula,
dovoljno je provjeriti da je

+o0 r
/ r2e /a0 (2 — —) e/ (2a0) 4 = .
0 Qo
Racunamo:

+o0 r +oc0 1 +oo
/ 7,2 (2 . _) 6737"/(2(10) dr = 2/ 7,2€f3r/(2a0) dr — — 7,36737"/(2(10) dr =
0 aop 0 aop Jo

2! 1 !
—9.___ = . 3

B/Cm)y a0 B/@a)

n!

c ey +o00o —
Tu smo koristili formulu [;" r"e*" dr = 4.

Zadatak 7. PokazZite da su funkcije f, i g, definirane s
fn(z) = cos (nx),

gm(z) = sin (mx)

ortogonalne nad intervalom [—m, 7| za sve vrijednosti m,n € N.
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Baza unitarnog prostora zove se ortonormirana baza ako su svi vektori u njoj norme
1 i medusobno ortogonalni. Kanonske baze za R™ i C" su ortonormirane. U unitarnim
prostorima uvijek vrijedi i nejednakosﬁ:

[{v, w)| < |Jvl] - [[w]].

Jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori v i w kolinearni (tj. skup {v,w} je linearno
zavisan).

Za kraj, spomenimo i pojam potprostora. Potprostor je podskup S nekog vektor-
skog prostora takav da je zbroj svaka dva vektora iz S ponovno u S i takav da je
produkt skalara s vektorom iz S ponovno iz S.

Primjer 82. Skup svih rjesenja homogenog sustava linearnih jednadzbi s n nepoznanica
moZze se shvatiti kao potprostor od R"™ (vidi prethodno poglavije).

1t Ponovimo bitno. .. Vektorski prostori su skupovi na kojima su definirane opera-
cije zbrajanja njihovih elemenata te mnozenja njihovih elemenata skalarima (realnim
ili kompleksnim brojevima); pritom te operacije moraju zadovoljavati uobic¢ajena svoj-
stva. Elementi vektorskog prostora zovu se vektori. Neutralni element obzirom na
zbrajanje vektora zove se nulvektor. Unitarni prostor je vektorski prostor na kojem je
definirana operacija skalarnog produkta koja po dvama vektorima pridruzuje skalar i
ima uobicajena svojstva skalarnog produkta. Linearna kombinacija nekih vektora je
zbroj njihovih umnozaka s nekim skalarima. Skup vektora je linearno nezavisan ako se
nijedan element tog skupa ne moze zapisati kao linearna kombinacija drugih vektora
iz tog skupa. Maksimalni broj elemenata kojeg moze imati linearno nezavisan skup
u promatranom vektorskom prostoru zove se dimenzijom prostora, a linearno nezavi-
san skup koji ima elemenata kolika je dimenzija prostora zove se baza. Za danu bazu
prostora, svaki vektor iz tog prostora ima jedinstveno odredene koordinate obzirom
na tu bazu, tj. moze se na jedinstven nacin zapisati kao linearna kombinacija eleme-
nata te baze, a koeficijenti u toj linearnoj kombinaciji zovu se koordinatama vektora
obzirom na bazu. Prostor R" je n-dimenzionalan realan vektorski prostor i svi drugi
realni n-dimenzionalni vektorski prostori su mu izomorfni. Prostor R” se ¢esto proma-
tra kao unitaran obzirom na standardni skalarni produkt definiran ovako: dvije n-torke
mnozimo tako da im pomnozimo odgovarajucée koordinate i onda te umnoske zbrojimo.
Kanonska baza u R" ili M, ,, sastoji se od vektora kojima je tocno po jedna koordinata
jednaka 1, a ostale su 0. ©

3.2 Linearni operatori

Kako ste ve¢ primjetili, vektorski prostori su posebna vrsta skupova. Stoga se medu
funkcijama kojima su domene i kodomene vektorski prostori isticu one koje ,,postivaju
tu posebnost”.

4Nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunjakovskog.



3.2. LINEARNI OPERATORI 63

Definicija 24 (Linearan operator). Linearan opemtmﬂ je funkeija A -V — W (Vi
W su vektorski prostori, oba realni ili oba kompleksni) koja ima sljedeéa dva svojstva:

~

Aw+w) = A(v) + A(w)  (aditivnost),

A(Mw) = AA(v)  (homogenost)

za sve v,w €V i skalare A\. Ako je W = R odnosno W = C, linearan operator zovemo
linearnim funkcionalom.

Kod linearnih operatora nije uobic¢ajeno pisati A(v) veé se pise Av; glavni razlog je
Sto su linearni operatori poopéenje mnozenja vektora fiksnim brojem.

Primjer 83. Za svaki vektorski prostor V' funkcija IV >V koja ,mista ne radi”
(I(v) =v) i funkcija 0 : V — V koja svim vektorima pridruzuje nulvektor (O(v) =0)
su linearnt operatori — tzv. jediniéni © nuloperator.

Primjer 84. Neodredeni integral [ dx je linearan operator, kao i operator deriviranja
r— d
T dx

Primjer 85. Trag je linearan funkcional na M,,.

Primjer 86. PridruZivanje koje svim funkcijama f derwabilnim v ¢ = 1 pridruzuje
f'(1) je linearan funkcional jer je (f +¢)'(1) = f'(1) + ¢'(1) i (af)' (1) = a - f'(1).

Primjer 87. U kvantnoj mehanici se dinamicke veli¢ine klasicne mehanike (primgerice,
koordinata, brzina, kineticka energija, potencijalna energija, kolic¢ina gibanja) predstav-
ljagu linearnim operatorima koji djeluju na prostoru valnih funkcija. Tako je kvantna
kolicina gibanja (za gibanje po x-o0si) operator p, koji valnoj funkciji ¢ pridruzuje njenu
derivaciju po poziciji x pomnoZenu s —ih (piSe se p, = —ihd%). Dakle, p, wvalnoj
funkcigi o pridruzuje valnu funkciju p.op koja na svoju varijablu x djeluje po pravilu
ﬁrw(x> = _Zhwl(x) .

Potencijalnoj energiji V' u kvantnoj mehanici odgovara operator V' koji na valnu
funkciju djeluje tako da jednostavno pomnozimo potencijalnu energiju s valnom funk-
cijom: Vip(z) = V(x) - ¥(x).

Slicne formule vrijede i u slucajevima ovisnosti valnih funkcija o dvije ili tri koor-
dinate.

Osobito vaZan medu kvantnomehanickim linearnim operatorima je Hamiltonijan
(koji je kvantnomehanicka verzija ukupne energije). Prema gornjem, Hamiltonijan H
djeluje izmedu vektorskih prostora valnih funkcija i linearan je operator, tj. H (V+¢) =
ﬁw + ﬁ(b 7 ﬁ(aw) = odffw za sve valne funkcije 1 i ¢ i sve kompleksne brojeve .

Zadatak 8. Neka je zadan operator A=¢+ d% koji djeluje na prostoru derivabilnih
funkcija (s istom domenom i varijablom x). Pritom je s & oznacen operator koji funkciji
pridruzuje njen produkt s x. Dakle, Af(x) = (E+L)f@) =z fl2)+ Lf(zx) =
wf(x) + f'(z). Primjerice, A(asin(bz)) = ax sin(bz) 4 abcos(bz).

5Sam izraz ,,operator” obi¢no se koristi za bilo kakvu funkciju kojoj su domena i kodomena vektorski
prostori.
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Za primjene u kemiji, osobito kristalografiji, izuzetno su bitni operatori simetrije:
linearni operatori A : R® — R3 za koje vrijedi dodatno svojstvo da neki dio pros-
tora— molekulu ili kristal —preslikavaju na samu sebe. Drugim rije¢ima, ne vidi se
razlika izmedu te molekule ili kristala prije i poslije djelovanja operatora. Najvazniji
takvi operatori su jedini¢ni operator, centralna simetrija (inverzija) koja svakom vek-
toru pridruzuje suprotni (¢(v) = —v), zrcaljenje o obzirom na neku ravninu i rotacija
p za neki kut oko nekog pravca. Kad se oni koriste prirodno se poistovjecuju radij-
vektori tocaka sa samim tockama prostora (tj. operator djeluje na radij-vektor [z, y, 2],
a dobiveni novi radij-vektor daje koordinate tocke gdje je nakon djelovanja operatora
wzavrsila” tocka (x,y, z)). Matematicki re¢eno, presutno se koristi izomorfnost vektor-
skih prostora V3(0) i R3.

Primjer 88. Svejedno je zbrojimo li prvo dva vektora pa onda njihov zbroj rotiramo
oko z-ost za pravi kut u pozitivnom Smjemﬁ ili prvo svakog od njih zarotiramo oko z-0si
za pravi kut u pozitivnom smjeru te dobivene vektore zbrojimo (aditivnost). Takoder,
svejedno je da li prvo zarotiramo vektor pa dobiveni vektor produljimo/skratimo za neki
faktor ili prvo produljimo/skratimo vektor pa onda zarotiramo (homogenost).

Primjer 89. Zrcaljenje oy, obzirom na (z,y)-ravninu ne mijenja x iy koordinatu, a z
koordinati mijenja predznak. Dakle,

O-h(l‘a Y, Z) = (.T, Y, _Z)

Linearni operatori se uz uobic¢ajene uvjete na domenu/kodomenu mogu komponirati
(kompoz101ja linearnih operatora je linearan operator), s tim da je uobi¢ajeno umjesto
AoB pisati AB. Kao i kod drugih funkcija, komponiranje nije komutativno, tj. osim u
rijetkim slucajevima ne vrijedi AB = BA. U analizi simetrija molekula i kristala cesti
su sljede¢i komponirani operatori: rotoinverzije (kompozicije rotacija s inverzijama) i
rotorefleksije (kompozicije rotacija sa zrcaljenjem obzirom na ravninu okomitu na os
rotacije).

Primjer 90. U kvantnoj mehanici cesto je potrebno racunati komutatore. Komutator
operatora AiB je operator [A B] AB — BA. Komutator je nuloperator tocno kad
operatori AiB komutiraju (kad je AB = BA)

d L. . L. .. .
Primgerice, komutator operatora . 1 T je jedinicni operator I jer vrijedi

e8| 1) = @)= @) = o) o 0) = fla)4af (@) o] ) = f(o).

Dakle, za svaku funkciju (vektor) f vrijedi

d | A
[@7x:|f:lefv

SPozitivni smjer je smjer suprotan smjeru kazaljke na satu.
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Neki linearni operatori su invertibilne funkcije. Takve linearne operatore zovemo
izomorfizimima (vektorskih prostora). Inverzna funkcija linearnog operatora je uvijek
linearni operator. Taj inverzni linearni operator od A oznacavamo s AL Definicija
inverzne funkcije u kontekstu linearnih operatora poprima oblik AA' = ATA=1.

Korisno je zapamtiti i jedno zajednicko svojstvo svih linearnih operatora: linearni
operator nulvektor domene preslikava u nulvektor kodomendﬂ.

3.2.1 DMatrica linearnog operatora

Kad baratamo funkcijama koje djeluju izmedu skupova brojeva, uobicajeni su kratki
formalni zapisi pravila pridruzivanja koji nam omogucuju efikasno rac¢unanje vrijed-
nosti funkcije. Tako primjerice, umjesto da kazemo da neka funkcija racuna kvocijente
brojeva s njihovim prirodnim logaritmima, kratko pisemo f(x) = =

~ Inz-

Primjer 91. Funkcija koja svim realnim brojevima pridruzuje njihov dvostruki broj
moZe se zapisati kao f(x) = 2x. Ona je linearan operator: f(x +2') = 2(z + ') =
20 + 22" = f(z) + f(2) i f(ax) = 2(ax) = a(2x) = af(x). Zato se funkcije oblika
f(x) = ax zovu linearnim funkcijama, a kratko ih opisujemo kao mnoZenje s brojem a.

AkosuViW realn prostori dimenzije n odnosno m, linearan operator A : V. — W
moze se zamisliti kao mnozenje vektora iz M, ; slijeva s matricom A € M,,,, ¢ime
dobivamo vektor iz M, 1:

Av=A-v.

Ako znamo koju matricu uzeti u gornjoj jednakosti, onda rac¢unanje rezultata djelovanja
operatora A na razne vektore postaje jednostavno. No, postoji jedan problem: svakom
operatoru odgovara beskona¢no mnogo razlic¢itih matrica. Koju matricu ¢emo odabrati,
ovisi o tome koju smo bazu odabrali za prikaz vektora iz V i koju smo odabrali za
vektore iz W. Naime, V' i W se mogu shvatiti kao M, ; 1 M, 1, ali tek ako odaberemo
njihove baze i onda njihove vektore zapisujemo koordinatno u tim bazama.

- = = = - =
i—K, b=jicd=2i4+k.
%

Primjer 92. Neka je za V3(O) odabrana baza @
J, k} ima koordinate [5,4, —2] u

-
7

9

Uz tag odabir, ve_/gtor o koji u standardnoj bazi {
novoj bazi {d@, b, @Y} ima koordinate [3,4,1]:

9

e T I S N - o —
51 +4) =2k =ai —ak+p7+2yvi +vk =(a+2y)i +5j +(—a+v)k =
=sa+2y=5y—a=-2=4=~v=1,0=4,a=3.

_>
Dakle, ako nam je baza {E), b ,7} iz nekog razloga pogodnija za rad (primjerice, jer
nam je potrebna kao kristalografska baza za neki kristal monoklinskog sustava), onda
¢emo vektore iz V3(0) shvadati kao matrice iz Mz, koje su im koordinate obzirom na

3 )
tu bazu. Dakle, za vektor U éemo pisati | 4 |, a ne 4
1 —2

7Dqkaz je lagan i slijedi iz aditivnosti i homogenosti linearnih operatora: Ao = A(v —v) =

Av — Av = 0.
8 Analogna pravila vrijede za kompleksni slu¢aj, samo tada dobivamo kompleksne matrice.
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x
Za matrice Y € Ms;, (i slicno za ostale matrice-stupce) u daljnjem ¢emo
z
koristiti zgodniji zapis [z y z]*.

Ako smo odabrali baze By domene i By kodomene (dakle, ako znamo na koji
nacin smo V' poistovjetili s M, 1, a W s M,, ), onda je matrica A u jednakosti Av =
A - v jedinstveno odredena— ako je v opisan koordinatama obzirom na bazu By i tako
shvaéen kao matrica-stupac, rezultat mnozenja A - v biti ¢ée koordinatni zapis (u bazi
By ) vektora kojeg operator A . napravi” iz v. Krace: ako je v zadan koordinatama

obzirom na bazu u V, onda A - v predstavlja A(v) u koordinatama obzirom na bazu u
W.

Operatori na beskonacnodimenzionalnim prostorima ne mogu se prika-
zati matricama. Primjerice, ne postoji matrica operatora deriviranja. Stoga u nastavku
ovog poglavlja o matricama linearnith operatora podrazumijevamo da se bavimo samo
konacnodimenzionalnim prostorima.

Ako znamo da opemtorfl preslikava vektore baze domene u neke vektore
kodomene, cije koordinate u bazi kodomene znamo, onda su elementi matrice od A
obzirom na te odabrane baze tocno po stupcima poredane koordinate slika vektora baze
domene.
Primjerice, ako matrica

A=

(2 SN en i \v)
N O
NN

predstavlja neki linearan operator s R®* u R® gdje smo i za domenu i za kodomenu
odabrali istu bazu {a,b,c}, onda je a = (1,0,0)", b= (0,1,0)" i ¢ = (0,0,1)" ¢

R 1 2
Aa=A| 0 | = 0 = 2a — bc,
0 -5
X 0 1
Ab=A( 1 | =1 0 | =a+ 2,
0 2
X 0 0
Ac=A| 0 | =1 7 | =7b+4c.
1 4

Zanimljivo je da ipak postoji veza izmedu svih moguc¢ih matrica jednog te istog
operatora: sve su one slicne, tj. jedna iz druge se mogu dobiti primjenom elementarnih
transformacija. Preciznijd’} ako su A i B dvije matrice istog operatora, obzirom na
razli¢ite baze, onda postoji invertibilna matrica X takva da je B = X 1AX.

9Sli¢no, ali notacijski kompliciranije vrijedi i za operatore izmedu prostora koji su razli¢ite dimen-
zije, no ovdje dajemo samo varijantu za operatore izmedu dva prostora iste (kona¢ne) dimenzije.
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Primjer 93. Jedinicni opemtorf : Vo— V obzirom na bilo koju bazu uvijek kao
matricu ima jedinicénu matricu (to je jedina matrica koja mnoZenjem s bilo kakvom
matricom-stupcem odgovarajuée veli¢ine ne mijenja brojeve u njoj). Naravno, ako je
dimenzija od V' jednaka n, onda je matrica koja predstavlja I matrica I,,.

Nuloperator 0 : V. — W obzirom na bilo koji odabir baza ima nulmatricu (tipa mxn
ako je V' dimenzije n i W dimenzije n).

Primjer 94. Linearni funkcionali kao kodomenu imaju skup skalara, tj. jednodimen-
zionalan prostor. Stoga su matrice linearnih funkcionala matrice-retci. Primgjerice,
matrica traga kvadratnih matrica reda 8 (linearnog funkcionala tr : M3 — R) je

(10001000 1),

s tim da, pri koristenju te matrice za izracunavangje traga, matricu A € Mz moramo
shvatiti kao matricu-stupac 1z My 1 dobivenu nabrajanjem njenih elemenata po retcima
(koristimo izomorfnost deveterodimenzionalnih prostora Ms i Mgy ):

2
1
0
2 10 0
trl 007 |=(10001000T1)| 0o [=().
5 2 4 7
-5
2
4

Primjer 95. Kako neovisno o odabiru baze inverzija mijenja predznak svih koordinata
vektora, slijedi da inverzija © : R> — R3 obzirom na sve moguc’ﬂ odabire baza ima
matricu —Is.

Primjer 96. Zrcaljenje obzirom na (x,y)-ravninu s obzirom na standardnu bazu ima
matricu
10 0
Sey=101 0
00 -1
Prema tome, Zelimo li izracunati koordinate tocki (2, —5,—9) obzirom na (x,y)-ravninu
zrealnosimetricne tocke samo trebamo izracunati

1 0 O 2 2
01 0 -5 | =1 -5
00 -1 -9 9

Primigetimo da je to bilo ocekivano: samo se promijenio predznak z-koordinate.
Razmislite: kako bi izgledale matrice zrcaljenja obzirom na (x,z) i (y, z)-ravninu
(uz odabir standardne baze)?

10Podrazumijevat éemo da ukoliko je domena jednaka kodomeni biramo istu bazu za domenu i
kodomenu. Matematicki to nije nuzno, ali u primjenama su izuzetno rijetke situacije kad odabir nije
takav.
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Primjer 97. Rotacija oko z-osi za kut « u pozitivnom smjeru (obzirom na standardnu
bazu) ima matricu
cosae —sina 0
R,,= sinaa  cosa 0
0 0 1

Zelimo li znati gdje se nakon rotacije za kut o nalazi tocka s pocetnim koordinatama
(z,y,2), samo treba pomnoZziti matricu R, , s matricom [z y z]".

Razmislite: kako bi izgledale matrice rotacija za dani kut o oko x iy osi (uz odabir
standardne baze)? Izracunagte za 60° oko x-osi zarotirani poloZaj tocke (1,2,3).

Kako vidimo, korist od znanja matrice operatora je da ako znamo koordinate vek-
tora na kojeg operator djeluje obi¢nim mnozenjem matrica mozemo izra¢unati rezultat
tog djelovanja—jedini uvjet je da su baze u kojima zapisujemo vektore uskladene s
odabirom matrice. Stavise, kompoziciji operatora odgovara produkt matrica, a inverz-
nom operatoru odgovara inverzna matrica.

Primjer 98. Zelimo li izracunati poziciju tocke (s radij-vektorom r) nakon sto ju prvo
zarotiramo za 45° oko z-osi i zatim zrcalimo obzirom na (y, z)-ravninu, dovoljno je
izracunati produkt Sy . - R, 450 - 7.

Svaka rotacija (oko bilo koje osi kroz ishodiste i obzirom na bilo koju bazu) uvi-
jek je predstavljena ortogonalnom matricom s determinantom 1, a rotoinverzija je
predstavljena ortogonalnom matricom s determinantom -1. Stoga, Zelimo li provjeriti
predstavlja li kvadratna matrica A € M3 neku rotaciju oko neke osi, treba provjeriti je
li joj determinanta 11ije li AA! = I5.

0,36 0,48 —0,8
Primjer 99. Matrica A= | —-08 0,6 0 | je matrica neke rotacije (konkret-
0,48 0,64 0,6
no, za priblizno 74° oko pravea kroz ishodiste s vektorom smgera [—1,2,2], no to nije
bitno).
Stoga je njena inverzna, a ujedno i transponirana matrica, matrica rotacije za isti
kut oko 1ste osi, ali u suprotnom smjeru.

Neke velicine iste su za sve matrice jednog operatora. One se zovu invarijante
slicnosti ili invarijante operatora. Dvije najvaznije takve invarijante su determinanta i
trag: sve matrice istog operatora imaju jednake determinante i jednake tragove.

Teorem 6 (Kristalografska restrikcija). Rotacije koje tockama resetke pridruzuju is-
kljucivo tocke resetke mogu biti samo rotacije redovﬂ 1, 2, 8, 4 ili 6 (tj. za kuteve
360°, 180°, 120°,90° /i 60°).

Dokaz: Po definiciji resetke, sve njene tocke obzirom na odabranu bazu imaju cjelo-
brojne koordinate. Rotacija oko nekog pravca p mora biti predstavljena ortogonalnom

. . ~ . . o
Red rotacije za kut « koji se moze zapisati kao %
360°

reda 5 je isto Sto i rotacija za =5— = 72°.

s cijelim brojem n je n. Primjerice, rotacija
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matricom A € Mj. Ako je ta matrica odabrana obzirom na bazu resetke, buduéi ro-
tacija preslikava tocke resetke samo u tocke resetke, slijedi da su elementi matrice A
cijeli brojevi, dakle je i trag matrice A cijeli broj. S druge strane, odaberemo li neku
drugu bazu tako da z-os lezi na pravcu p, matrica nase rotacije imat ¢e oblik R, , iz
primjera (97, Ta matrica ima trag 1+ 2 cos . Kako trag ne ovisi o odabiru baze, slijedi
da je 1 4+ 2cos« cijeli broj. Kako je cosa broj izmedu —1 i 1, jedine moguénosti da
1 + 2 cos a bude cijeli broj su cosa = 0,1, —1, %, —%, tj. a = 90°,360°, 180°, 60°, 120°.

1t Ponovimo bitno. .. Medu funkcijama koje preslikavaju vektore u vektore posebno
su bitni linearni operatori; to su funkcije kojima su domena i kodomena vektorski pros-
tori i koje su aditivne i homogene. Aditivnost linearnog operatora znaci da je svejedno
zbrojimo li prvo dva vektora (u domeni) pa na njih djelujemo tim operatorom ili prvo
svakog od njih preslikamo u kodomenu pa njihove slike zbrojimo. Homogenost linear-
nog operatora znaci da je svejedno pomnnozimo li prvo vektor skalarom pa ga onda
preslikamo operatorom ili prvo preslikamo vektor pa mu sliku pomnozimo tim skala-
rom. Ako su domena i kodomena konac¢nodimenzionalni prostori s odabranim bazama,
linearan operator mozemo prikazati matricom (matrica linearnog operatora ovisi o oda-
branim bazama, ali za dani odabir baza je jedinstveno odredena). Ako je dimenzija
domene jednaka dimenziji kodomene, matrica linearnog operatora je kvadratna. Ako
je operator A prikazan matricom A onda lako ra¢unamo sliku bilo kojeg vektora: ako
je vektor = iz domene zapisan koordinatno (kao matrica-stupac) obzirom na bazu koju
smo pri formiranju matrice A odabrali za domenu, onda je produkt A - x vektor koji
je rezultat djelovanja operatora A na vektor x; pritom je A - x matrica-stupac Ciji ele-
menti su koordinate vektora A(z) obzirom na bazu koju smo pri formiranju matrice
A odabrali za kodomenu. Za dani linearni operator svi njegovi matri¢ni prikazi imaju
istu determinantu i isti trag. ©

3.2.2 Svojstveni vektori i svojstvene vrijednosti

Od posebnog znacaja u primjenama su vektori koje promatrani linearni operator presli-
kava u njima proporcionalne (kolinearne). Primjerice, kod rotacija oko osi koja prolazi
kroz ishodiste samo vektori kojima je smjer jednak smjeru osi nakon rotiranja ne pro-
mijene smjer. Takvi vektori zovu se svojstveni vektori, a koeficijent proporcionalnosti
izmedu svojstvenog vektora i njegove slike nakon djelovanja operatora zove se svoj-
stvena vrijednost. Preciznije:

Definicija 25 (Svojstveni vektori i svojstvene vrijednosti). Neka je AV SV line-
aran opemto. Vektor v # 0 zove se svojstveni vektor operatora A ako za neki skalar
A vrijedi

~

Av = .

U tom slucaju skalar A zovemo svojstvenom vrijednosti operatora A (koja pripada svoj-
stvenom vektoru v).

Primjer 100. Schrodingerova jednadzba ]:Izb = E je problem svojstvenih vrijednosti
Hamiltonijana: svojstveni vektori su valne funkcije, a pripadne svojstvene vrijednosti
su energije sustava.

120vdje je jako vazno da su domena i kodomena isti vektorski prostor.



70 POGLAVLJE 3. VEKTORSKI PROSTORI I LINEARNI OPERATORI

Zadatak 9. Koji vektori su svojstveni jedinicnom operatoru [:V Ve Koje su mu
svojstvene vrijednosti?

Zasto smo u definiciji zabranili nulvektor kao svojstveni vektor? Zato jer bi onda
svaki skalar bio svojstvena vrijednost:

A0 =0= )0

za sve skalare A. Primijetimo: ako je vektor v svojstveni vektor operatora A, onda su
svi njemu proporcionalni vektori w = pv takoder svojstveni za A:

A(pv) = pAv = pho = ).

Dakle, ako operator ima svojstveni vektor koji pripada nekoj svojstvenoj vrijednosti A,
ima ih beskona¢no mnogo. Stavise, skup svih svojstvenih vektora linearnog operatora
(koji pripadaju istoj svojstvenoj vrijednosti A) kad mu dodamo nulvektor ¢ini vektorski
prostor (tzv. svojstveni potprostor od V'), tj. za danu svojstvenu vrijednost zbroj dva
svojstvena vektora je svojstveni vektor i skalar puta svojstveni vektor je svojstveni
vektor.

Skup svih svojstvenih vrijednosti linearnog operatora zove se spektar. Kako odrediti
svojstvene vektore i vrijednosti? Za linearne operatore na konac¢nodimenzionalnim
prostorima to nije tesko: neka je AV 5V prikazan matricom A obzirom na neku bazu
od V. Definicijska jednakost sad poprima matriéni oblik Av = Av tj. (A — A\,)v =
0,1 (ako je n dimenzija prostora). Pitamo se dakle: ima li homogeni sustav opisan
matricom [A — AI,|0] rjeSenja (osim trivijalnog koje odgovara nulvektoru)? Ako da,
ta rjesenja su koordinate svojstvenih vektora. Ocigledno odgovor ovisi o A. Zbog veze
izmedu invertibilnosti i determinante slijedi:

Teorem 7. Ako je A € M, svojstvene vrijednosti bilo kojeg operatora opisanog ma-
tricom A su nultocke polinoma ka(X\) kojeg dobijemo izracunavanjem det(A — AI,,).
Taj polinom zove se karakteristicni polinom matrice A (odnosno operatora prikazanog
matricom A).

Svojstvent vektori, spektar i karakteristicni polinom su invarijante ope-
ratora , tj. u gornjem postupku uvijek dobivamo iste rezultate, neovisno o tome obzirom
na koju bazu smo odabrali matricu operatora.

Kako je svakom matricom A € M, definiran linearan operator A M,1 — My,
A(z) = A -z, esto se govori o svojstvenim vrijednostima kvadratne matrice (misleéi
na svosjtvene vrijednosti upravo definiranog operatora). Zgodno je zapamtiti: matrica
je invertibilna (regularna) toéno ako njen spektar ne sadrzi nulu.

Primjer 101. Odredimo spektar linearnog operatora R, ,:

cosa— A —sina 0
R..= sina cosa—A 0 = (1= A)(1—2Acosa+A?) =0
0 0 1—A
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daje
AL =1,

dok su druge dvije svojstvene vrijednosti kompleksne oblika cosa £ isina (za o = 0
one obje iznose 1, no za taj kut rotacija je jednostavno jedinicéni operator).

Primjer 102. Odredimo spektar i svojstvene vektore operatora A:R? - R? koji je
obzirom na neku bazu od R? prikazan matricom

a=(30)

‘2—A —4

Karakteristicni polinom je

o ‘:(/\+2)(A—3).

Njegove nultocke su \y = —2 i Ay = 3, dakle spektar naSeg operatora je skup {—2,3}.
Svojstvene vektore koji odgovaraju svojstvenoj vrigednosti 3 dobijemo rjesavanjem
homogenog sustava kojem je matrica koeficijenata A — 31 :

-1 —410 1 4]0
-1 —410 0 00

pa je x1 +4xy =0, tj. x1 = —4t, xo =t € R. Rjesenja (svojstveni vektori matrice, tj.
operatora A koji pripadaju svojstvenoj vrijednosti 3) su vektori iz R? oblika

(Il,xg) = (—4t, t) = t<—47 1)

Zadatak 10. Odredite svojstvene vektore operatora iz prethodnog primjera koji pripa-
daju svojstvenoj vrijednosti —2.

Primjer 103. Svojstvene vrijednosti dijagonalne matrice su brojevi na njenoj dijago-
nals.
Primgjerice, ako je

onda je

det(A—AD)=| 0 4=X 0 |=-A{d=N(=1-)
0 0 —1-2\

pa je spektar te matrice {0,4, —1}.

Jedna od vaznosti svojstvenih vektora i svojstvenih vrijednosti vezana je za pitanje
dijagonalizacije: linearan operator moze se dijagonalizirati ako mu je obzirom na neki
odabir baze domene i kodomene matrica dijagonalna. Pritom ¢e se ta baza uvijek sas-
tojati od svojstvenih vektora koji odgovaraju svojstvenim vrijednostima na dijagonali
(u odgovarajuéem redoslijedu).
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Primjer 104. U modelu krutog rotora koji se koristi za objasnjenje rotacijskih spek-
tara molekula, molekula se gleda kao skup jezgri na fiksnim medusobnim poloZajima
odredenim prosjecnom geometrijom molekule u odredenom elektronskom i vibracijskom
stanju. Kineticka energija T rotacije krutog tijela moZe se izracunati formulom

T= Ewtlw,

gdje je w vektor kutne brzine, a I tzv. tenzor inercije (kvadratna matrica reda 3 na cijoj
dijagonali su momenti inercije obzirom na odabrane koordinatne osi, a izvan dijagonale
su tzv. produkti inercije).

Matrica I se uvijek moze dijagonalizirati u nekoj bazi {a,b,c} — ti dijagonalni ele-
menti (svojstvene vrijednosti 1, < I, < I.) zovu se glavni momenti inercije, a vektori
baze {a,b,c} (odnosno odgovarajuce koordinatne osi) zovu se glavne osi inercije. Vri-
jedi:

T = %([awg + Lywp + Tw?),

gdje su wq,wy, w. koordinate od w obzirom na bazu {a,b,c}.

Temeljem te dijagonalizacije rotori se klasificiraju na linearne (I, = 0, I, = I.),
sferne (I, = I, = 1.), simetricne (dva jednaka glavna momenta inercije, treéi razlicit)
i asimetricne (sva tri glavna momenta inercije razlicita).

Definicija 26 (Simetricni i hermitski linearni operatori). Ako je V' realan (kompleksan)
unitaran prostor, linearan operator AV =V je simetrican (hermitski) ako vrijedi:
(Av,w) = (v, Aw) za sve vektore v,w € V.

Simetri¢ni i hermitski operatori imaju iskljucivo realne svojstvene vrijednosti. Za
slucaj konac¢nodimenzionalnih V' vrijedi: Sve matrice simetricnog operatora su sime-
tricne, odnosno sve matrice hermitskog operatora su hermitske. Simetri¢ne i hermitske
matrice se mogu dijagonalizirati (tj. postoji neka baza od V takva da je u njoj matrica
promatranog simetricnog odnosno hermitskog operatora dijagonalna, sa svojstvenim
vrijednostima na dijagonali).

Primjer 105. Jedan od postulata kvantne mehanike je me samo da se dinamicke
velicine §2 klasicne fizike u kvantnoj mehanici opisuju linearnim operatorima QO (na
prostorima valnih funkcija), nego i da se mjerenjem velicine ) za rezultat mogu do-
biti samo svojstvene vrijednosti operatora Q. Primjerice, kad bismo myjerili energiju
sustava, dobivali bismo svojstvene vrijednosti Hamiltonijana.

Da bismo se osigurali da mgjerne velicine budu realne, postavija se zahtjev: di-
namicke velicine Q) klasicne fizike se u kvantnoj mehanici opisuju hermitskim linearnim
operatorima Q.

U slucaju da istoj svojstvenoj vrijednosti odgovaraju dva ili vise linearno nezavisnih
svojstvenih vektora (tj. svojstveni potprostor ima dimenziju veéu od 1), tu svojstvenu
vrijednost zovemo degeneriranom.
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Primjer 106. Promotrimo linearan operator na R® koji obzirom na neku bazu ima
matricu

A=

=
S N O
—_ O

Njegov karakteristicni polinom je
Ea(N) = =A(2—\)?

pa su mu svojstvene vrijednosti A = 0 1 A = 2. Odredimo svojstvene vektore za svoj-
stvenu vrijednost 2, tj. rijesimo homogeni sustav s matricom A — 21:

-10 110 -1 0 1/0
000 00|~ 0 00[0|~(10 —=1/0).
1 0 —1]0 0 000

Rjesenje sustava su sve trojke (x1,o,x3) sa svojstvom x; —x3 = 0, 29 =t € R g
xr3 = s € R, tj. trogke oblika (s,t,s) = s(1,0,1)+t(0,1,0). Zat = 0 dobivamo svojstveni
vektor (1,0,1), a za s = 0 svojstveni vektor (0,1,0). Vektori (1,0,1) 7 (0,1,0) nisu
proporcionalni, dakle su linearno nezavisni, pa svojstvenoj vrijednosti 2 odgovaraju dva
linearno nezavisna svojstvena vektora. Prema tome, A\ = 2 je degenerirana svojstvena
vrijednost operatora prikazanog matricom A.

Primjer 107. U kvantnoj mehanici u slucaju degeneriranih svojstvenih vrijednosti go-
vorimo o degeneriranom stanju sustava. Primjerice, za energetske nivoe (svojstvene
vrijednosti Hamiltonijana) opisane glavnim kvantnim brojem n > 1 i azimutnim kvant-
nim brojem 0 < I < n dolazi do degeneracija, tj. postoji vise neproporcionalnih valnih
funkcija (razlicitih orbitala, primgjerice za l =1 i n = 2 imamo 3 tzv. 2p-orbitale, koje
opisuju elektrone s istom energijom).

¥ Ponovimo bitno. .. Svojstveni vektor linearnog operatora (kojem su domena i ko-
domena isti vektorski prostor) je svaki vektor (koji nije nulvektor) kojeg taj operator
preslika u njemu proporcionalan; koeficijent proporcionalnosti se tada zove svojstve-
nom vrijednosti operatora. Svi skalari koji su svojstvene vrijednosti za neki svojstveni
vektor ¢ine skup koji zovemo spektar. Ako operator djeluje na konacnodimenzionalnom
prostoru, spektar mu je skup svih nultocki karakteristicnog polinoma. Karakteristicni
polinom operatora A je determinanta matrice koju dobijemo oduzimanjem matrice
Al (A je varijabla karakteristicnog polinoma) od bilo koje matrice operatora A. Ako
postoji baza za koju je matrica operatora dijagonalna (ta se baza sastoji od svojstve-
nih vektora) kazemo da se operator moze dijagonalizirati; u tom sluc¢aju su elementi
pripadne dijagonalne matrice totno sve svojstvene vrijednosti tog operatora. ©

3.3 Zadaci za vjezbu

1. Zadani su vektori v = (1,-2,3), w = (0,1,—-3) i u = (—2,4, —5). Izracunajte
v — 2w + 2u.
Rjesenje. (—3,4,—1).
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(a) Prikazite vektor v = (4, —11) kao linearnu kombinaciju vektora w = (2, —1)

iu=(1,4).

(b) Prikazite vektor v = (1,2,3) kao linearnu kombinaciju vektora w = (3, 1,1)
iu=(0,0,—-1).

Rjesenje.

(a) v =3w—2u. (b)v=2w—u.
Ispitajte linearnu (ne)zavisnost vektora:
(a) v=(1,-2,1), w=(—1,0,-2), u=(2,-2,3).
(b) v=(6,2,3,4), w = (0,5,—3,1), u = (0,0,7, —2).
Rjesenje.

(a) linearno zavisni.  (b) linearno nezavisni.

. Za koju vrijednost parametra o € R su vektori v = (0,2,0), w = (=1,0,) i

u = (2,0,1) linearno nezavisni?

Rjesenje. o # —3.

Pokazite da su vektori v = (1,7), w = (1 + 3i, —3 + i) € C? linearno nezavisni,
promatramo li C? kao vektorski prostor nad R, a linearno zavisni, promatramo li
C? kao vektorski prostor nad C.

Odredite rang matrice A, ako je

2 0 2
(a) A= 1 -2 -1

0 3 3

1 01 2
(b A= 21 31

1 2 3 3
Rjesenje.

(a) r(A)=2. (b) r(A)=3.

Odredite parametre o, f € R tako da je r(A) = 2, ako je

2 6 -3 —4
A= 1 3 1 =2
a [ 6 =2

Rjesenje. a=1, g =3.
Ispitajte ¢ine li sljede¢i skupovi vektora bazu za R3:

(a) By ={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} .
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(b) By ={(2,0,2),(0,2,0),(2,2,2)} .
(¢c) Bs={(2,-1,0),(3,2,4),(5,—1,3),(-3,-1,0)} .
Rjesenje. Jedino je skup B; baza za R>.
9. Neka je V skup svih rjesenja homogenog sustava linearnih jednadzbi
201 + 329 — T3 =10,

—[E1—|—4$2—|—ZE3:O.

Pokazite da je V' vektorski prostor i odredite mu dimenziju.

Rjesenje. dim V =1.

10. Ispitajte linearnu (ne)zavisnost sljede¢ih skupova u Ms(R):
(a) 0 3 4 3 01 -2 0
11 )°\1 3)°\ 0 0 )" 3 0 '
(b) 0 3 4 3 01 -2 0 8§ —1
11 )°’L1 3)°\00)’\ 3 0/)’\2 O '

Rjesenje.
(a) linearno nezavisan skup. (b) linearno zavisan skup.

11. Dokazite da su skupovi

V ={(z1,29,23) € R® : —11 +4xy — +23 = 0}

W = {(z1,79,73) €R® : 21 + 29+ 23 =0, 42y — 339 + 223 = 0}

potprostori od R3.

12. Ispitajte jesu li sljedeca preslikavanja linearni operatori:
(a) fRP=R, flz,y,2)=y.
(b) ¢:R* =R, g(z,y) =zz.
(c) h:R* =R h(r,y,2) =Bz —y+2z,x+ 2z —y+4z2) .
(d) k: My(R) — My(R), k(X)= XA, A= < i > '
(e) t: My(R) — My(R), t(X)=X".

Rjesenje. Jedino preslikavanje g nije linearni operator.

13. Dokazite da je zrcaljenje obzirom na y — z-ravninu linearni operator.
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14.

15.

16.

17.
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Neka su By = {ey,eq,e3} i By = {f1, f2} kanonske baze za R*® i R%. Odredite
prikaz linearnog operatora h : R® — R? zadanog sa h(ei) = 3f1 + fo, h(ez) =
fi+ fo, h(es) = 2f; + 3f2 u paru tih baza.

D 31 2
Rjesenje. (1 1 3).

Neka je linearni operator h : R* — R® dan matricom

4 4 4
A= 8 &8 8
-3 -2 =5

u kanonskoj bazi. Odredite mu prikaz u bazi B = {(2,3,4),(1,1,1),(-2,3,2)}.

242 79 79
3 3 3
Rjesenje. 244 80 80
0 23 23
3 3 3

Odredite karakteristicni polinom, spektar i svojstvene vektore linearnog opera-
tora koji je u nekoj bazi od R? prikazan matricom

1 1 -1
A=| -1 3 -1
-1 2 0

Rjesenje. ka(A) = =A3+ 422 =5 A+ 2, o(A) = {1,2}, (21, 29,73) = t(1,1,1)
za A\ =1, (z1,29,23) = u(0,1,1) za Ay =2 (t,u € R).

Odredite karakteristicni polinom, spektar i svojstvene vektore linearnog opera-
tora koji je u nekoj bazi od R* prikazan matricom

1 1 1 1

1 1 1 1

A=11111

1 1 1 1
Rjesenje. ka(\) = M —4X3, o(A) = {0,4}, (x1,79,23,74) = t1(—1,1,0,0) +
tg(—l,o, 1,0) + tg(—l,0,0,l) zZa /\1 = 0, (151,%2,563,.%4) = u(l, 1, 1, 1) 7Za )\2 =

4 (tl,u S [R)



Poglavlje 4

Funkcije vise varijabli

4.1 Skalarne i vektorske funkcije vise varijabli

Primjer 108. Jednadzbu stanja idealnog plina p = # dosad smo promatrali kao
ovisnost tlaka ilt o temperaturi ilv o mnozint ili o volumenu, pretpostavivsi da su os-
tale velicine u jednadzbi konstantne. Ipak, u nekim situacijama razumno je dozvolits
istovremeno variranje dviju ili cak svih triju od velicina n, T 1 V', ¢ime tlak vise ne
ovisi samo o jednoj od njih (nije vise funkcija jedne varijable), nego o dvjema ili o
trima (tada kaZemo da je tlak funkcija dvije odnosno tri varijable). Pritom je rezultat
izracunavanga tlaka iz zadanih n, T 1V (do na jedinicu) broj, dakle je ta funkcija re-
alna (podsjetimo se: realne funkcije su one kojima je kodomena podskup skupa realnih
brojeva,).

Funkcije poput gornje ovisnosti tlaka o volumenu, mnozini i temperaturi poznate
su kao skalarne funkcije vise varijabli. Preciznije:

Definicija 27 (Skalarne funkcije vise varijabli). Skalarna (ili realna) funkcija od n
varijable je funkcija koja uredenim n-tork:amcﬂ brojeva pridruzuje realne brojeve, tj.
funkcija ¢ija domena je podskup od R™, a kodomena je podskup od R.

Smisao uvjeta da su u domeni funkcije n varijabli uredene n-torke brojeva je u tome
da temeljem redoslijeda mozemo razlikovati znacenje varijabli.

Primjer 109. Formulom f(x,y) = 2x — 5y*Inx zadana je skalarna funkcija od dvije
varijable. Njena prirodna domena je skup svih uredenih parova brojeva (z,y) za koje
jex >0, a kao kodomenu moZemo uzeti cijelt skup R.

Njena vrijednost za x = e iy =1 iznosi f(e,1) =2e —5lne=2e—5, azax =11
y = e iznosi f(1,e) =2 —5e*lnl = 2.

Podsjetimo se: graf funkcije f je skup svih uredenih parova oblika (X, f(X)) gdje
je X element domene. Dakle, ako funkcija ima n varijabli, graf funkcije se sastoji
od uredenih (n 4 1)-torki brojeva oblika (z1,xs, ..., x,, f(z1,Z2,...,x,)), pri cemu su
(r1,x9,...,x,) u domeni od f. Za realne funkcije jedne varijable graf se sastojao

!Podsjetimo se: uredena n-torka brojeva je skup od n brojeva kojima smo definirali redoslijed.

7
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Slika 4.1: Graf skalarne funkcije dvije varijable zadane formulom f(z,y) = sin(z + y?).

od uredenih parova brojeva pa se mogao prikazivati u koordinatnoj ravnini. Graf
skalarne funkcije od dvije varijable se sastoji od uredenih trojki brojeva u kojima
su prva dva clana koordinate elementa domene, a tre¢i je tom elementu pridruzena
vrijednost funkcije. Stoga se graf skalarne funkcije od dvije varijable moze prikazati
samo u prostornom koordinatnom sustavu u kojemu u (z, y)-ravnini nanosimo elemente
domene, a na aplikatu pridruzene rezultate.

Primjer 110. Graf funkcije iz primjem medu ostalim sadrzi dvije tocke: (e, 1,2e—
5)i(l,e,2).

Graf skalarne funkcije dvije varijable uvijek ¢e biti ploha u prostoru tj. dvodimenzi-
onalni objekt u trodimenzionalnom prostoru. Tako je na slici prikazan graf funkcije
f:R? = R zadane s f(z,y) = sin(z + 3?).

Za skalarne funkcije tri varijable ispada da bismo trebali ¢etverodimenzionalni ko-
ordinatni sustav da bismo vizualizirali njihov graf, sto je oc¢igledno nemoguce. Stoga
se za funkcije s vise od dvije varijable, a ¢esto i za njih, u slucaju potrebe za vizuali-
zacijom pribjegava svodenju takve funkcije na vise funkcija jedne varijable: crtaju se
grafovi funkcija jedne varijable koje se dobivaju fiksiranjem razli¢itih vrijednosti za sve
ostale varijable.

Primjer 111. Umgesto da se ouvisnost tlaka idealnog plina o mnozini, temperaturi i
volumenu prikaze kao graf u cetverodimenzionalnom prostoru, moze ju se svesti na graf
u trodimenzionalnom prostoru ako izmijenimo funkciju tri varijable p(n,T,V) = "L

%
u funkciju od dvije varijable p(V,,,T) = 5—:. Graficki prikaz te ovisnosti prikazan je
slikom [{.2

lako vizualno lijep, takav prikaz je od slabe koristi za ocitavanje vrijednosti tlaka o

molarnom volumenu i temperaturi. Stoga je uobicajent prikaz preko dva niza grafova.
Jedan takav niz su izoterme — grafovi funkcija p(V,,) = y za razlicite fiksne vrijednosti
temperature odnosno paralelni presjeci plohe sa slike okomiti na T-os, gledani duz

nje. Recimo, za temperaturu od 100 K gledamo funkciju p(Vy,) = w.
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Slika 4.2: Graf ovisnosti tlaka idealnog plina o njegovom molarnom volumenu i tem-
peraturi.

Drugi niz su grafovi funkcija p(T) = % za razlicite fiksne vrijednosti molarnog
volumna odnosno paralelni presjeci plohe sa slike[{.9 okomiti na V,,-os, gledani duZ nje.
Primjerice, za molarni volumen od 0,2 L mol™! gledamo funkciju p(T) = 0,00415725
PaK ™ 'T.

Dobiveni nizovi grafova prikazani su na slici[f.3

Nesto rjede, ali ipak ¢esto se u primjenama pojavljuju i funkcije vise varijabli ¢iji
rezultati nisu brojevi, nego kao i originali imaju viSe koordinata. Broj koordinata
originala (elemenata domene) moze i ne mora biti jednak broju koordinata njima pri-
druzenih rezultata (elemenata kodomene).

Definicija 28 (Vektorske funkcije vise varijabli). Vektorska funkcija od m varijabli
je funkcija koja uredenim n-torkama brojeva pridruzuje uredene m-torke brojeva, tj.
funkcija ¢ija domena je podskup od R™, a kodomena je podskup od R™. Pritom sum 1
n prirodni brojevi veci od 1.

Primjer 112. Funkcija zadana s

f(z,y,2) = (v + y,2y2)

je primjer vektorske funkcije s domenom R3 i kodomenom R%. Ona primjerice trojci
(1,2,3) pridruzuje par (1 +2,1-2-3) = (3,6).

lako u teoriji smisleni, grafovi vektorskih funkcija se obi¢no ne crtaju. Koncept
vektorske funkcije je naizgled bitno kompliciraniji, ali mnoga njihova svojstva se mogu
analizirati tako da ih shvatimo kao vise skalarnih funkcija. Naime, svaku funkciju f
od n varijabli ¢ija kodomena je R™ mozemo shvatiti kao m skalarnih funkcija koje ele-
mentima domene pridruzuju po jednu koordinatu pridruzenog im elementa kodomene.
Formalnije, za takvu vektorsku funkciju f mozemo pisati:

fF(X) = (f1(X), fo(X), ..., (X))
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+— Va/ (L/mol

(a) (b)

Slika 4.3: Izoterme idealnog plina (lijevo) i grafovi ovisnosti tlaka o temperaturi pri
fiksiranim molarnim volumenima (desno).

ili krace f = (f1, fo, ..., fm), gdje smo s X kratko oznacili elemente X = (x1,zo, ..., z,)
domene od f. Funkcije fi, fa,..., f;m zovemo koordinatnim funkcijama od f i pone-
kad kazemo da je vektorska funkcija uredena m-torka svojih koordinatnih funkcija.
Koordinatne funkcije imaju istu domenu kao i f, ali im je kodomena R.

Primjer 113. Funkcija f iz pm’mjem ima kodomenu R%, dakle moze se prikazati
kao uredeni par svoje dvije koordinatne funkcije. One su

fl(xvyaz) :‘T—’_y

fZ(xv Y, Z) = TYz.

3t Ponovimo bitno. .. Skalarne i vektorske funkcije vise varijabli kao domenu imaju
neki podskup od R" (za neki n). Kodomena svake skalarne funkcije je neki podskup
od R, dok je kodomena vektorske funkcije podskup od nekog R™ (m > 1); drugacije
receno, rezultat djelovanja skalarne funkcije je broj, a rezultat djelovanja vektorske
funkcije je uredena m-torka brojeva. Svaku vektorsku funkciju f : D — K C R™
mozemo shvatiti kao uredenu m-torku skalarnih funkcija tako da svaka od tih skalarnih
funkcija elementu X iz D pridruzuje po jednu koordinatu od f(X). Graf skalarne
funkcije dviju varijabli moze se prikazati kao ploha u trodimenzionalnom prostoru. ©

4.2 Parcijalne derivacije

Podsjetimo se definicije derivacije funkcije f jedne varijable u tocki c:

_df o o A f() = fle)
_E(C)_AliIEOA_x_alclg}: Tr —C '

f(c)

Smisao derivacije bio je aproksimacija relativne promjene vrijednosti funkcije pri maloj
promjeni varijable. U slucaju funkcija visSe varijabli koriste se parcijalne derivacije. One
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se definiraju za skalarne (realne) funkcije. Parcijalne derivacije aproksimiraju relativnu
promjenu vrijednosti funkcije pri maloj promjeni samo jedne od varijabli, dok se druge
drze konstantnim. Preciznije:

Definicija 29 (Parcijalne derivacije prvog reda). Neka je f : Q — R, Q C R" skalarna
funkcija s n varijabli xq, xo, ..., x,. Parcijalna derivacija (prvog reda) od f po varijabli
x; u tocki X € Q je, ako postoji, limes

OF () i TX i) = F(X)

ox; Az—0 Az

U definiciji je s e; oznacen i-ti vektor kanonske baze (e; ima sve koordinate 0, osim
i-te koja je 1), a zbrajanje tocaka je zbrajanje u vektorskom prostoru R™. Primjerice,
za parcijalnu derivaciju po varijabli xo varijabla X + e;Ax ima koordinate koje se iz
koordinata od X dobiju tako da na drugo mjesto dodamo Az, a ostale koordinate ne
mijenjamo. Opcenito, X + ¢;Ax je tocka koja ima sve koordinate iste kao X osim
i-te koja je povecana za Ax. Kako stoga limes iz definicije opisuje grani¢nu vrijednost
relativne promjene funkcije kad se samo jedna (i-ta) varijabla mijenja, a ostale ne,
mozemo reéi: parcijalna derivacija funkcije po nekoj varijabli dobije se tako da funkciju
deriviramo kao da joj je to jedina varijabla.

Radi vece jasnoce, raspiSimo prethodnu definiciju za neke posebne slucajeve. U
slucaju funkcije f s dvije varijable x i y njene parcijalne derivacije po x i y u tocki
X = (z0,Y0) su definirane limesima

of f(zo + Az, y0) — f(Z0,%0)

Qx( )= AlgchEo Ax ’
of [ (o, yo + Ay) — f(x0, yo)
ay( ) Algljrgo Ay '

U slucaju funkcije f s tri varijable z, y i 2z njene parcijalne derivacije u tocki X =
(20, Yo, 20) su definirane limesima

of . flro+ Az, yo, 20) — f(20, Yo, 20)
—(X) = lim
ox  Az—0 Ax

9

af( X)= lim f (o, y0 + Ay, z0) — f(x0, Y0, 20)

dy Ay—0 Ay ’
of - f(@o, Y0, 20 + Az) — f(20, Y0, 20)

—(X) = lim .
0z = A0 Az

Iz prethodnog je vidljivo da funkcija ima onoliko parcijalnih derivacija prvog reda
koliko ima varijabli (naravno, ako odgovarajuéi limesi postoje, no to ¢emo u daljnjem
podrazumijevati jer za veéinu funkcija koje se koriste u primjenama ti limesi postoje).
Uobicajeno je umjesto o7 (X) pisati jednostavno gf no treba biti svjestan da ta oznaka
oznacava funkciju koja tcz)ckama X € Q) pridruzuje brOJeve (usporedite: f’(c) je broj, a
1’ je funkcija).
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Primjer 114. Uzmimo funkciju definiranu formulom

x + y2?
f(xa Y, Z) = = .
e
Njene parcijalne derivacije prvog reda su:
0 d 1—x—yz?
8_f = d—(me_z +ye ™) =e " —xe " —ye " = M,
x x er
of d 2
= —(ve "+ e yY) =0+ e =,
gy dy v
8f d - -z 2 - 2yz
5—5(1‘6 +ye “2%) =04 2ye 2z = o

Zanimljiva je geometrijska interpretacija parcijalnih derivacija funkcije f dviju va-
rijabli z i y. Znamo da je graf takve funkcije ploha u trodimenzionalnom prostoru, pri
¢emu su u (x,y)-ravnini tocke njene domene, a u smjeru z-osi su nanesene vrijednosti
funkcije. Vidjeli smo i da se umjesto plohe taj graf ¢esto prikazaje dvjema serijama
grafova funkcija jedne varijable. Prvu seriju grafova dobijemo tako da crtamo grafove
funkcija f,, f,(x) = f(x,y), za razne fiksirane vrijednosti y, a a drugu tako da crtamo
grafove funkcija f,, f.(y) = f(z,y), za razne fiksirane vrijednosti x. Iz geometrijske in-
terpretacije derivacije funkcije jedne varijable slijedi da se parcijalne derivacije funkcije
f mogu interpretirati kao koeficijenti smjerova tangenti na prvu odnosno drugu seriju
grafova, pri cemu se gledaju tangente u onim tockama koje odgovaraju odabranoj tocki
X u kojoj trazimo parcijalne derivacije.

Primjer 115. Gledamo li ovisnost tlaka idealnog plina kao funkciju dvije varijable
(molarnog volumena i temperature), slikama (a) i (b) prikazane su odgovarajuce
seryje grafova koje se dobiju fiksiranjem temperature odnosno fiksiranjem molarnog vo-
lumena. Zanima lv nas parcijalna derivacija 6671:1 funkcije tlaka po molarnom volumenu

pri recimo 250 K i 0,5 L mol™, onda trebamo pogledati izoterme (jer je kod njih va-
rijabla po kojoj deriviramo i dalje varijabla), i to tangentu na izotermu koja odgovara
temperaturi 250 K u tocki koja ima apscisu 0,5 L mol™'. Sa slike je vidljivo da je za
sve parove (Vin, T), a ne samo za 250 K i 0,5 L mol™!, iznos %(Vm,T) negativan
(zasto?).

Prethodni pristup ukazuje da kad promatramo graf funkcije dvije varijable u cjelini
(tj. kao plohu), za danu tocku domene X ucrtanu u (z,y)-ravnini parcijalne derivacije
po varijablama x i y predstavljaju koeficijente smjerova tangenti na krivulje koje se
na plohi dobiju tako da tu plohu presijecemo po jednom ravninom okomitom na x-os
i y-os (naravno, kroz tocku plohe (X, f(X)))— vidi sliku

Dok deriviramo samo po jednoj varijabli, standardno se mogu primjenjivati uobi-
cajena pravila za deriviranje zbroja, razlike, produkta i kvocijenta funkcija. U slucaju
kompozicije imamo opéenitiji oblik lan¢anog pravila. Iz diferencijalnog racuna funkcija
jedne varijable znamo da vrijedi (f o g)(x) = f'(y)¢'(z) gdje je y = g(x) odnosno

af _df dy
de  dy dz’

Prije nego navedemo poopcéenje ovog pravila, promotrimo sljedeéi primjer:



4.2. PARCIJALNE DERIVACILJE 83

Slika 4.4: Geometrijska interpretacija parcijalne derivacije.

Primjer 116. Uzmimo funkciju f(z,y) = 2®+2x—xy+1y?. Njene parcijalne derivacije
po T iysu%zQx—l—Q—yig—iz—x—i-Zy.

Recimo da znamo da varijable x iy ovise o trecoj varijabli t po pravilima x(t) =
2+ 1iy(t) =t>—1* (recimo, znamo da éemo u funkciju f wvrstavati samo one parove
(x,y) koji predstavljaju tocke na krivulji zadanoj parametarski jednadzbama x(t), y(t)).
Kako odrediti derivaciju od f po t?

Mozemo supstituirati x(t) © y(t) u jednadzbu funkcije f i dobiti njenu ovisnost o
t. Time dobijemo f(t) = (t* + 1) +2(t* + 1) — (2 + 1)(#3 — ?) + (£ — t*)?, $to je
jednostavno derivirati po t.

No, mozda u funkciju f zelimo uvrstavati tocke s razlicitih krivulja. Postoji li
nac¢in da izbjegnemo stalno uvrstavanje njihovih parametarskih jednadzbi u f (ako nas
zanima samo f’(t))? Postoji.

Kad zelimo iskazati f(t) temeljem poznavanja formule f(x,y) i x = z(t), y = y(t),
mi zapravo ra¢unamo kompozicijuf] f(z(t), y(t)). Derivacija f po ¢ onda se moze dobiti
formulom

df of dx of dy

dt ~ oz dt oy dt’
Opcenitije vrijedi: ako je f : 2 — R skalarna funkcija n varijabli x4, ..., x, i ako su
x; = x;(t) realne funkcije jedne varijable ¢, onda je

Primjer 117. Za funkciju iz prethodnog primjera imamo

%:(2x+2—y)-2t+(—x+2y)~(3t2—2t):

(koristeci formule za x(t) i y(t))
= 24202+ 2423+ 12) + (287 — 262 — 2 — 1)(3t2 — 2t) = 6t° — 15¢* + 1263 + 8 — 3>+ 2¢.

2Radi se o kompoziciji skalarne funkcije f s vektorskom funkcijom (z,y).
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Za slucaj kompozicije s funkcijom vise varijabli formula se dalje komplicira, te ¢emo
ju navesti samo za sluc¢aj kompozicije skalarne funkcije dviju varijabli f = f(z,y) s
vektorskom funkcijom dviju varijabli (x,y) = (x(u,v), y(u,v)):

of of 8:U+8f dy

Ou  dr Ou Oy ou
of _of dx  of dy

D0 or v oy o

Primjer 118. Promotrimo f(z,y) = /2?4 y? uz x(u,v) = sinwu ¢ y(u,v) = u + 1.
Tada je

of T Y TCcosu+y sinucosu +u+ 1
CCOSUF+ —F/——— 1 = =

o 2t y? Vo2 4 y? V22 Vsiidu+ i+ 2u+1

Uz gornje varijante lan¢anog pravila, Cesto su korisne i sljedece dvije formule za
parcijalne derivacije prvog reda. Prva je poopéenje formule za deriviranje inverzne
funkcije:

oy 1
==
ox 5

Druga je poznata kao Eulerovo ciklicko pravilo:

_____ - _1.
Jdy 0z Ox
Primjer 119. Promotrimo formulu yz = ¢ koja iskazuje vezu tzmedu tri varijable
T, 2. Imamo x = In(yz) pa je g—z = . Nadalje, y = = pa je 3 ay = z—z, aiz z = %
dobivamo gi = £. Stoga imamo
or Oy 0z 1 e* e” e2® e

_____ — = - _ - 1.
dy 0z Ox y 22y Y222 (e?)?

Osim parcijalnih derivacija prvog reda, moguce je promatrati i parcijalne deriva-
cije visih redova. Pritom, buduéi da je svaka parcijalna derivacija prvog reda skalarne
funkcije takoder skalarna funkcija istih varijabli (njih n), imamo po n parcijalnih deri-
vacija drugog reda koje se racunaju iz svake od parcijalnih derivacija prvog reda, dakle
ukupno n? parcijalnih derivacija drugog reda. Primjerice, ako je polazna funkcija f
ovisila o dvije varijable x i y, njene dvije parcijalne derivacije 5 97 § ? mozemo ponovio
der1v1rat1 po x i po y ¢ime dobivamo cetiri parcijalne derlvacue drugog reda. To su

(funkcuu J deriviramo po z i zatim njenu parcijalnu derivaciju 3 9/ ponovno po x),

f >

aaaf (funkciju f deriviramo po z i zatim njenu parcijalnu der1vacuu =L po ), 20y

(funkciju f deriviramo po y i zatim njenu parcijalnu derlvacuu , PO :U), ay2 (funkcuu

f deriviramo po y i zatim njenu parcijalnu derivaciju g—y ponovno po y). Opcenito
definiramo:
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Definicija 30 (Parcijalne derivacije drugog reda). Neka je f : @ — R, Q@ C R

skalarna funkcija s n varijabli koja posjeduj parcijalnu deriwaciju prvog reda % PO
varijabli x;. Parcijalna derwacija drugog reda od f po varijabli x; pa po x; u tocki

X € ) je, ako postoji, limes

02 f 9 (of

Iz definicije je vidljivo i zasto redoslzijed deriviranja kod parcijalnih derivacija drugog
reda piSemo zdesna ulijevo: oznaka % je kratica za a% (%). Time se istice da je a%

(deriviranje po nekoj varijabli y) linearan operator.

Primjer 120. Odredimo parcijalne derivacije drugog reda za funkciju iz primjera|11J).
Kako se radi o funkciji tri varygable, dobit cemo devet parcijalnih derivacija drugog

reda:
Pf =24 +y2? *fr 2 Pf 2z

Ox? er © Oydr  e*’ 020z et
¢f 2 &f_, &f 2
Oxdy et Oy? 020y er’
Pp e BE % B
0x0z er ' Oydz e*’ 022 v

8*f _ O*f 0*f _ 9%f

U prethodnom primjeru moze se primijetiti da vrijedi by0s — Dzdy’ b:0% — 030s
o2f 0%

ay0: = a0y To nije slucajno—u vecini ,normalnih” slucajeva kod odredivanja
parcijalnih derivacija drugog reda nije potrebno paziti na redoslijed jer vrijedi

i

02 f 02 f

8%01:@- N 8:623:15]

Preciznije, vrijedi

Teorem 8 (Schwarz). Ako u tocki X € Q) postoje i neprekz’dn(ﬁ su parcijalne derivacije

*f , 0*f ; 51s
des0m | gum; onda su one jednake (u tocki X ).

Posljediéno u veéini slucajeva za funkciju od n varijabli nije potrebno racunati n? ve¢

samo "("TH) parcijalnu derivaciju drugog reda (usporedite primjer u kojem vidimo
da je od n? = 9 parcijalnih derivacija drugog reda samo njih @ = 6 razlicito).

Radi preglednog zapisa, a s obzirom na kasnije koriStenje za odredivanje lokalnih
ekstrema skalarnih funkcija, ovdje uvodimo zapis parcijalnih derivacija drugog reda u
matricu poznatu kao Hesseova matrica.

3Kad kazemo da funkcija posjeduje parcijalnu derivaciju mislimo: na odgovarajuéem dijelu domene,
u pravilu na cijeloj domeni, postoji limes iz definicije.

4Pojam neprekidnosti nismo definirali za funkcije vige varijabli. Kao i u slu¢aju jedne varijable
vrijedi: funkcija je neprekidna ako male promjene njenih varijabli mogu izazvati samo male promjene
vrijednosti funkcije. I ovdje vrijedi: funkcije koje su opisane formulom koja je oblika elementarne
funkcije su neprekidne na svojoj domeni, neovisno o broju varijabli koje su uvrstene.
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Definicija 31 (Hesseova matrica). Za skalarnu funkciju f od n varijabli koja posjeduje
sve parcijalne derivacije drugog reda (u toéki X iz svoje domene) njena Hesseova ma-
trica (u toj tocki) je matrica H = H(f)(X) koja na poziciji (i,7) ima iznos -—2—(X).

axiaz]‘
Zbog Schwarzovog teorema, za funkcije s neprekidnim parcijalnim derivacijama
drugog reda (a to su gotovo sve koje se mogu susresti u primjenama) Hesseova matrica
je simetricna.
Primjer 121. Hesseova matrica funkcije iz primjera z' u svakoj tocki (x,y, 2)
ima oblik

%f 9 f >’f —2+4x+yz2) 22 2yz
0z?  Ozdy Ozdz T e e
go | 2 | 2
Oyox 8%/2 Oyodz o -
Pf  &f  8f _2yz 2z Iy
020x 020y 022 e’ e’ er

3t Ponovimo bitno. .. Parcijalne derivacije prvog reda skalarne funkcije f vise va-
rijabli definiraju se kao derivacije funkcija jedne varijable, koje iz f dobijemo tako
da sve varijable osim one po kojoj deriviramo ,,proglasimo” konstantama. Oznaka za
parcijalnu derivaciju prvog reda funkcije f po njenoj varijabli x; je g—i. Svaka parci-
jalna derivacija prvog reda ovisi o istim varijablama o kojima ovisi polazna funkcija
f. Ponovnim parcijalnim deriviranjem parcijalne derivacije prvog reda g—i po nekoj
varijabli z; dobivamo parcijalne derivacije drugog reda, koje oznacavamo s 853@.
veéinu funkcija koje se pojavljuju u praéisi vrijedi Schwarzov teorem, koji kaze da nije

bitan redoslijed deriviranja tj. da je 5 —— = 8:?3;_. Posljedi¢no je Hesseova matrica
jOTq 10T

H = ( 882f ) simetricna. ®
zjaxi

Za

4.3 Gradijent, plohe i lokalni ekstremi skalarnih funk-
cija

Gradijent se definira za skalarne funkcije. Gradijent skalarne funkcije f koja posjeduje
sve parcijalne derivacije prvog reda je

of Of 6f)t

Ox, Oxy’ " Oxy,

gradf:Vf:(

Pritom se znak V zove nabla.

Gradijent skalarne funkcije n varijabli je prema tome vektorska funkcija (tih istih
varijabli) kojoj su koordinatne funkcije pojedine parcijalne derivacije polazne funkcije.
Ako je f: Q—=R diferencijabilnaﬂi Q CR" ondaje Vf: Q—R".

Za u primjenama najcescéi slucaj funkcije tri varijable uobicajena notacija za gradi-

jent je
_(of of af\'
vi= <8x78y’8z> '

5Pravu definiciju diferencijabilnosti funkcije dat éemo kasnije. Ovdje je dovoljno znati: ako funkcija
ima sve parcijalne derivacije prvog reda i neprekidne su, onda je diferencijabilna.
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Zbog linearnosti (parcijalnog) deriviranja za sve diferencijabilne funkcije f i g s
istom domenom i sve skalare o vrijedi

V(f+9)=V[f+Vyg,
V(iaf)=aV/f.
Primjer 122. Gradijent funkcije zadane formulom f(x,y) = xy® je vektorska funkcija

zadana s s

Definicija 32 (Ploha u R?). Ploha zadana funkcijom F : Q C R®> — R je svaki skup
S ={(z,y,2) : F(x,y,z) = c} gdje je ¢ konstanta, ukoliko vrijedi da je VF(x,y,z) #
(0,0,0)" za svaku tocku (z,y,z) € S.

Dakle, plohe su ,,nivo-linije” skalarnih funkcija triju varijabli— podskupovi njihove
domene (koja je podskup prostora R?) sa svojstvom da doticna funkcija svim tockama
plohe pridruzuje istu vrijednost. Pritom se zahtijeva da gradijent te funkcije ni u jednoj
tocki plohe nije nulvektor.

Primjer 123. Znamo da je s 2x — y + bz = 3 zadana ravnina u prostoru. Uzmimo
F(z,y,z) =2x—y+5zic=3. Tada s ,2x —y+5z = 3 je jednadzba ravnine” mislimo
reéi da toj ravnini pripadaju toéno one tocke (x,y,z) koje zadovoljavaju jednadzbu
2r — y + 5z = 3, tj. nasa ravnina je skup S = {(z,y,z) : F(x,y,z) = 3}. Gradijent
od F je konstantna vektorska funkcija VF = (2,—1,5)!, dakle nigdje (specijalno, niti
u tockama iz S) ne postaje nulvektorom. Stoga je ova ravnina ploha. Analogno se vidi
da je svaka ravnina ploha u prostoru.

Primjer 124. Promotrimo jednadzbu x®+y*+2% = 1. Uzmimo F(z,y, z) = 2> +y*+22.
Tada je VF = (2x,2y,22)" = 2(x,y, 2)". Jedini slucaj kad bi taj vektor bio nulvektor je
ako ga racunamo u ishodistu (0,0,0): VF(0,0,0) = (0,0,0)". Kako ishodiste ocigledno
ne zadovoljava jednadzbu x* + y* + 2% = 1, vidimo da jednadzba predstavlja plohu u
prostoru 2 + y* + 22 = 1 (jedinicnu sferu,).

Gradijent (njegov smjer i orijentacija) u tocki plohe pokazuje smjer pomakom u
kojem dolazi do najveceg porasta vrijednosti funkcije F'. Kako je ploha skup tocaka
kojima F' pridruzuje vrijednost ¢, znac¢i da se u smjeru kojeg pokazuje gradijent nalazi
ploha F(x,y,z) = s d > c.

Rekli smo da su grafovi skalarnih funkcija dviju varijabli plohe u prostoru— pro-
vijerimo je li to u skladu s gornjom definicijom. Neka je f funkcija dviju varijabli z i
y. Njen graf je po definiciji skup I'y = {(z,y, 2) : 2 = f(x,y)}. Definirajmo funkciju ¥
jednadzbom F(x,y,z) = f(z,y) — z. Njen gradijent je

_(9f 9f t
or- (L2 ).

Kako je tre¢a koordinata tog gradijenta uvijek —1, slijedi da on ni za koji odabir z i y
ne moze biti nulvektor. Stoga za svaku funkciju f dviju varijabli (koja posjeduje prve
parcijalne derivacije po tim varijablama) vrijedi da je njen graf ploha u prostoru.
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Slika 4.5: Tangencijalna ravnina na graf skalarne funkcije dvije varijable.

Definicija 33 (Tangencijalna ravnina na plohu). Tangencijalna ravnina na plohu

F(z,y,z) = 0 u nekoj njenoj tocki X = (xg,yo,20) je ravnina kroz tu tocku kojoj
je VF(X) vektor normale, tj. ravnina zadana jednadzbom

oF or or

B K) (@ —w0) + 8_y(X) (Y= 0) + 5 (X) (2~ 20) =0.

Dakle, ako je s F'(z,y, z) = c opisana neka ploha u R?, gradijent od F u svakoj tocki
plohe predstavlja vektor okomit na tangencijalnu ravninu u toj tocki. Pritom tangen-
cijalnu ravninu zamisljamo kao onu ravninu koja se u toj tocki najbolje priljubljuje uz
plohu.

Primjer 125. Odredimo jednadzbu tangencijalne ravnine na jedinicnu sferu x2 + y? +
22 =1 u tocki (1,0,0). Odgovarajuéi gradijent 2(x,vy, 2)t treba izracunati u toj tocki
kako bi se dobio vektor mormale, dakle vektor normale na tangencijalnu ravninu je
(2,0,0)t. Stoga je jednadzba trazene tangencijalne ravnine dana s 2(x —1)+0(y —0) +
0(z—0)=0, tj. = =0.

Jednadzba tangencijalne ravnine na graf funkcije f u tocki domene (¢, yo) je prema
prethodnom

%(ﬂfoayo) (7 —x0) + g—z(xoayo) (Y —yo) — (2 —20) =0,

gdje je po definiciji grafa zy = f(zo,v0)-

Primjer 126. Odredimo jednadzbu tangencijalne ravnine na graf funkcije f(z,y) =
22 — y% u tocki domene (1,2). Imamo % =2x 1 % = 2y. Nadalje, xo = 1, yy = 2,
20 = f(1,2) = —3. Stoga je %(1,2) =21 3—5(1,2) = —4 i dobivamo traZenu jednadzbu
tangencijalne ravnine:

20 —-1)—4y—2)—(¢—(-3))=2r—4y—2+3=0.

Za skalarne funkcije imaju smisla pojmovi lokalnih i globalnih ekstrema:
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Definicija 34 (Lokalni i globalni ekstremi skalarnih funkcija). Za skalarnu funkciju
f:Q =R tocku Xy € Q zovemo

e tockom lokalnog minimuma funkcije f ako za sve X € ) iz neke okolmfﬂ od X
vrijedi f(X) > f(Xo);

e tockom lokalnog maksimuma funkcije f ako za sve X € Q iz neke okoline od X

wrijedi f(X) < f(Xo);
e tockom globalnog minimuma funkcije f ako za sve X € Q vrijedi f(X) > f(Xo);
e tockom globalnog maksimuma funkcije f ako za sve X € Q vrijedi f(X) < f(Xo).

Kod funkcija dviju varijabli, grafovi nam omogucuju vizualizaciju gore definiranih
pojmova: lokalni ekstremi su dna udolina ili vrhovi bregova na plohi koja je graf funk-
cije, dok su globalni ekstremi najvise odnosno najnize tocke na citavoj plohi. Pritom
vrijedi kao i ranije: jedinstvenost lokalnog ekstrema ne mora znaciti da je on globalni
ekstrem. Metode odredivanja globalnih ekstrema funkcija vise varijabli su komplicirane
i ne¢emo ih ovdje opisivati. S druge strane, postupak odredivanja lokalnih ekstrema
za funkcije koje posjeduju sve parcijalne derivacije prvog i drugog reda je relativno
jednostavan i analogan postupku za funkcije jedne varijable: prvo se (pomoc¢u deriva-
cija prvog reda) odrede ,kandidati” za tocke lokalnog ekstrema, a zatim se (pomocéu
derivacija drugog reda) provjeri radi li se o tocki lokalnog ekstrema i ako da, radi
li se o minimumu ili maksimumu. Ipak, osim viSe ra¢unanja postoji jedna moguca
komplikacija koje nema kod funkcija jedne varijable —eventualno postojanje sedlastih
(sedlenih) tocaka.

Prvi korak odredivanja lokalnih ekstrema skalarnih funkcija je odredivanje kriti¢nih
tocaka. To su tocke u kojima funkcija nije diferencijabilna i stacionarne tocke. U gotovo
svim primjenama jedine kriti¢ne tocke su stacionarne pa ¢emo se ograniciti na takve
situacije.

Definicija 35 (Stacionarna tocka). Za skalarnu funkciju f : Q — R tocku Xy € Q
zovemo njenom stacionarnom tockom ako je V f(Xo) nulvektor.

Dakle, stacionarna tocka je zajednicka nultocka svih parcijalnih derivacija prvog
reda, odnosno dobiva se rjesavanjem sustava

8f_0 af

oy Ory

of

= 0.
" Oz,

0,

U slucaju funkcija dviju varijabli stacionarnu tocku zamisljamo kao element domene
takav da je tangencijalna ravnina u odgovarajucoj tocki na grafu horizontalna.

Primjer 127. Promotrimo funkciju zadanu formulom f(x,y) = x* + 2y*. Njene sta-
cionarne tocke su rjesenja sustava
20 =0,

60kolinu totke X € R™ ¢ini svaki otvoren skup oko X; otvoreni skupovi su malo kompliciraniji
pojam, no mozemo ih zamisljati kao skupove koji ne sadrze svoje rubove. Npr. u ravnini R? primjer
otvorenog skupa je nutrina bilo kojeg kruga, poligona, . ...
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Slika 4.6: Tangencijalna ravnina u stacionarnoj tocki (koja je tocka lokalnog mini-
muma).

4y =0,

tj. jedina stacionarna tocka ove funkcije (i time jedini kandidat za tocku lokalnog eks-
trema jer je funkcija f ocito svuda diferencijabilna) je (0,0). Graf te funkcije s tangen-
cijalnom ravninom u stacionarnoj tocki prikazan je slikom[4.6. Sa slike je vidljivo da
se radi o tocki lokalnog minimuma. Zapravo, kako je f(0,0) =0, a po definiciji funk-
cije f ona ne moZe poprimili negativne vrijednosti, slijedi da se radi o tocki globalnog
MINIMUMA.

Napomenimo ovdje da iako se prvi korak u odredivanju lokalnih ekstrema, tj. od-
redivanje stacionarnih tocakal, ¢ini jednostavnim, u mnogim (osobito primijenjenim)
sluc¢ajevima on to nije jer dobiveni sustav moze biti vrlo tesko ili cak nemoguce egzaktno
rijesiti. Za takve slucajeve koriste se razni programi koji omogucéuju aproksimativno
rjesavanje tog sustava.

U drugom koraku odredivanja lokalnih ekstrema potrebno je za svaku stacionarnu
tocku provjeriti radi li se o tocki lokalnog ekstrema. Odgovarajuci uvjeti opisuju se
Hesseovom matricom i njenim minorama.

Definicija 36 (Minore kvadratne matrice). Za kvadratnu matricu A € M, njene
(glavne) minore su determinante kvadratnih matrica Ay, A, ..., Ap_1, Ay = A, gdje
je A, matrica koja se iz A dobije tako da uzmemo njenih prvih k redaka i k stupaca

(t5. A = (ai;) € M),

Primjer 128. Glavne minore matrice

11 -5 2 7
41 5 2 -1
39 10 2 5
31 -1 5 4
24 2 -4 -9
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Slika 4.7: Grafovi funkcija s lokalnim minimumom, lokalnim maksimumom i sedlastom
tockom.

su determinante

11 -5 2 7

L1 11 =5 ii_gg 41 5 2 -1
\1|,‘41,41 505 |39 100/ |39 10 2 5
39 10 51 1 5 31 -1 5 4

2 4 2 —4 -9

Uvjet za lokalne ekstreme skalarnih funkcija vise varijabli glasi: Funkcija f u staci-
onarnoj tocki Xy ima lokalni minimum ako su sve minore Hesseove matrice H(f)(Xo)
pozitivne. Funkcija f u stacionarnoj tocki X, ima lokalni maksimum ako predznaci
minora Hesseove matrice H(f)(Xy) alterniraju pocevsi s negativnim (tj. gornji lijevi
kut u H(f)(Xy) je negativan, a zatim je druga minora pozitivna, tre¢a negativna itd.).
U slucaju da uvjet na predznake ne vrijedi strogo, tj. neke od minora su nula, ali
nema negativnih ili pak alterniraju tako da neparne po redu nisu pozitivne, a parne
nisu negativne, potrebno je drugim metodama provjeriti radi li se o tocki lokalnog eks-
trema (usporedite sa slu¢ajem kod funkcija jedne varijable kad je u stacionarnoj tocki i
druga derivacija ponovno nula). U preostalim sluc¢ajevima govorimo o sedlastoj tocki.
Preciznije,

Definicija 37 (Sedlasta tocka). Sedlasta tocka je stacionarna tocka koja nije tocka
ekstrema.

U slucaju funkcija jedne varijable primjer sedlaste tocke je 0 za funkciju f(z) = z°.

Ipak, tu je situacija bitno jednostavnija nego kod funkcija vise varijabli jer su jedine
moguce sedlaste tocke realne funkcije jedne varijable one stacionarne tocke za koje
funkcija u njihovoj okolini ili raste ili pada. Kod funkcija dviju varijabli osim takvih
sedlastih to¢aka moguce su i one koje ovisno o perspektivi gledanja na graf s (bar) jedne
strane izgledaju kao lokalni minimumi i s (bar) jedne strane kao lokalni maksimumi

(vidi sliku [4.7)).

Primjer 129. Provjerimo da funkcija iz primjera stvarno ima lokalni minimum
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u stacionarnoj tocki (0,0). Hesseova matrica te funkcije je

Hea = (o )

pa u stactonarnoj tocki imamo

oo = (3 1)

Minore su det(H,) = 2 > 0 i det(Hs) = det(H(f)(0,0)) =8 > 0 pa su obje pozitivne
tj. u stacionarnoj tocki nasa funkcija ima lokalni minimum.

Primjer 130. Odredimo lokalne ekstreme funkcije zadane formulom

f(x,y) =2+ 2%y — y* — 4y.

Njen gradijent je
[ 3z + 2y
vf<x7y)(l.2_2y_4)a

a Hesseova matrica je

Hea) = (5 2 )

Stacionarne tocke od f su rjesenja sustava

32% + 2xy = 0,
v =2y —4=0.

. .. . . . . 2 I2 o .
Supstitucija y iz druge jednadzbe u prou daje 3x° + 2x (3 — 2) =0 t.

2%+ 32° —dx = x(2® + 32 — 4) = 0.

Rjesenja te jednadzbe su xy =0 i x93 = —_3i\2/m

. o = 1 i x5 = —4. Odgovarajuce
vrijednosti y = % — 2 su redom y; = —2, ys = —% 1 y3 = 6 tj. 1mamo tri stacionarne
tocke (0,—2), (1,—3/2) i (—4,6).

Za svaku od njih racunamo minore Hesseove matrice:

H(f)(0,-2) = ( _04 _02 ) = det(H;) = —4 < 0,det(Hz) = 8 > 0,

H(f)(1,—3/2) = ( i ) — det(Hy) = 3 > 0,det(H,) = —10 < 0,

H(f)(—4,6) = ( __182 :; ) = det(H;) = —12 < 0,det(H,) = —40 < 0.

Zakljucujemo da je (0, —2) tocka lokalnog maksimuma, a druge dvije stacionarne
tocke su sedlaste. Odgovarajuéi graf prikazan je slikom [4.8.
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Slika 4.8: Graf funkcije s dvije sedlaste tocke i jednom tockom lokalnog maksimuma
(f(z,y) = 2° + 2%y — y* — dy).

1t Ponovimo bitno... Gradijent skalarne funkcije F' je vektorska funkcija ¢ije ko-
ordinatne funkcije su parcijalne derivacije prvog reda funkcije F. Ploha u prostoru
je skup svih tocaka prostora koje zadovoljavaju jednadzbu oblika F(z,y,z,) = 0, pri
¢emu za svaku tocku plohe (tj. tocku Xy = (zg,yo,20) koja zadovoljava jednadzbu
plohe) gradijent od F' u toj tocki mora biti razli¢it od nulvektora. Gradijent V F(X)
je vektor normale tangencijalne ravnine na plohu F(z,y,2) = 0 u njenoj tocki Xj.
Ako je F(x,y,z) = f(x,y) — 2, tj. ako je ploha graf funkcije dviju varijable, smjer i
orijentacija gradijenta od F’ ukazuju na smjer najvec¢eg porasta funkcije f. Stacionarna
tocka skalarne funkcije je element domene te funkcije u kojem je gradijent nulvektor.
Stacionarna tocka moze biti tocka lokalnog ekstrema ili sedlasta tocka. Za stacionarnu
tocku Xy funkcije f provjera radi li se o tocki lokalnog ekstrema provodi se koristenjem
minora Hesseove matrice H f(Xp). (Glavne) minore kvadratne matrice A su determi-
nante kvadratnih podmatrica od A kojima je gornji lijevi kut zajednicki s A. ©

4.4 Uvjetni ekstremi

Ponekad je potrebno odrediti tocku ekstrema neke funkcije uz neki uvjet kojim se
ogranicava skup tocaka domene koje zelimo uzeti u obzir.

T

Primjer 131. Funkcija f(x,y) = e~ *~v* je definirana na cijelom R2. Postupak od-
redivanja lokalnih ekstrema dao bi da ona postize lokalni maksimum u (0,0) (na slici
[4.9 odgovarajuéa tocka grafa je crveni vrh i vidi se da se éak radi o globalnom maksi-
mumu). No, §to ako nas zanimaju samo one tocke (z,y) koje su na praveu x+y =17
Preciznije, za koje tocke tog praveca uvrstavanje u funkciju f daje (lokalno) maksimalne
ili minimalne vrijednosti? Takav problem iskazujemo ovako: odredi lokalne ekstreme



94 POGLAVLJE 4. FUNKCIJE VISE VARIJABLI

Slika 4.9: Uvjetni ekstremi: ogranicavanjem domene na pravac x +y = 1 ekstreme
trazimo samo na onom dijelu grafa funkcije f(z,y) = e*~¥* koji je iznad tog pravca.

funkcije f uz wvjet x +y = 1. Vizualno (vidi sliku radi se o promatranju dijela
plohe koja predstvlja graf funkcije f koji je iznad pravea x +y = 1 (kao podskupa do-
mene, tj. (z,y)-ravnine), dakle traZimo ekstreme samo na crno oznacenoj krivulji sa
slike.

U ovom slucaju, moguce je problem rijesiti supstitucijom: buduéi nas zanimaju
samo (x,y) sa svojstvom x +y = 1 tj. y = 1 — x, moZemo to supstituirati u f cime
dobivamo funkciju jedne varijable fo(z) = e=2*+22=1 Njen lokalni maksimum postize
se za x = 1/2, dakle se uvjetni lokalni maksimum funkcije f uz wvjet x +vy = 1 postize
u(z,y)=(x,1 —x)=(1/2,1-1/2) = (1/2,1/2).

Kao i u prethodnom primjeru, uvjeti su najces¢e oblika jedne ili vise jednadzbi.
U mnogim slucajevima te probleme nije moguce supstitucijom svesti na probleme
odredivanja bezuvjetnih ekstrema. Opcenita metoda za rjeSavanje takvih problema
poznata je kao Lagrangeova metoda. Problem koji zelimo rijesiti je odredivanje eks-
trema funkcije zadane formulom f(x, vy, ...) uz jedan ili vise uvjetam oblika g(z,y,...) =
0. Za svaki od uvjeta uvodi se po jedna nova varijabla, tzv. Lagrangeov multiplika-
tor A\. Zatim se formira nova funkcija koja ovisi o polaznim varijablama z,y,... i
Lagrangeovim multiplikatorima A, ... koja je oblika

F(z,y,....\...)= f(z,y,...) = Ag(z,y,...) — ...

tj. polaznoj funkciji f oduzeti su ¢lanovi oblika ,, Lagrangeov multiplikator puta lijeva
strana odgovarajuceg uvjeta”. Ta nova funkcija zove se Lagrangeova funkcija.

Primjer 132. Pretpostavimo da Zelimo odrediti dimenzije kutije maksimalnog volu-
mena koja ima oplogje 64cm?. Ako su x, y i z traZene duljine bridova te kutije (u
centimetrima), zadatak se svodi na odredivanje maksimuma funkcije

flz,y,2) = 2yz

"Uvjeti moraju biti takvi da je Vg razli¢it od nulvektora za sve tocke koje zadovoljavaju uvijet.
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uz uvjet
2(zy + xz + yz) = 64.

Uvjet zapisujemo u obliku g(x,y,z) = 0, tj. xy + yz + xz — 32 = 0. Odgovarajuca
Lagrangeova funkcija je

F(z,y,z,\) = zyz — Mzy + yz + zz — 32).

Ako polazna funkcija postize trazene uvjetne ekstreme, njihove koordinate su uvijek
dane stacionarnim tockama Lagrangeove funkcije. Stoga se u sljede¢em koraku odrede
stacionarne tocke Lagrangeove funkcije. Primijetimo da izjednac¢avanje njene derivacije
po nekom Lagrangeovom multiplikatoru A daju toéno pripadni uvjet:

oF
0= o —g(z,y,...),

sto je ekvivalentno s g(z,y,...) = 0.

Primjer 133. Nastavimo prethodni primjer. Stacionarna tocka od F je svako rjesenje
sustava

oF

F

g—y:xz—l—)\(x—i-z):(),

F

o At =0
or _ +32=0
oy = Oy T Yz az =0.

PomnozZimo prvu od jednadzbi s x, drugu s y i trecu sa z. Time dobivamo
ryz = —Ax(y +2) = —Ay(z + 2) = —Az(z +y).

To moze vrijediti za A = 0, no to rjeSenje nas ne zanima (povlacilo bi da je bar jedan od
bridova duljine nula, a time bismo dobili kontradikciju sa cetvrtom jednadzbom). Stoga

se dobiva da mora biti vz = yz = xy. Kako x,y,z # 0, slijedi x =y = z. To uvrstimo
32
?.
ovdje da vrijednosti Lagrangeovih multiplikatora nije potrebno izracunavati osim ako
nam to olaksava dobivanje vrijednosti x,y, . . ..

u cetvrtu jednadzbu i dobivamo 3x* = 32 odnosno v =y = z = + Napomenimo

I u praksi i u teoriji najkompliciraniji dio Lagrangeove metode je utvrdivanje koje
od dobivenih stacionarnih tocaka su tocke minimuma ili maksimuma. U pravilu je
to moguce utvrditi uvrstavanjem dobivenih koordinata stacionarnih tocaka u polaznu
funkciju i razmatranjem svojstava te funkcije. Vrijedi: ako postoji trazeni uvjetni
ekstrem, tocka tog ekstrema je medu onima koje se dobiju odbacivanjem koordinata
Lagrangeovih multiplikatora iz stacionarnih to¢aka Lagrangeove funkcije.
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Primjer 134. Zavrsimo prethodni primjer. Dobivena stacionarna tocka kojoj su x,

y 1 2 koordinata jednake @/% moZda je tocka lokalnog minimuma, a moZda tocka lo-

kalnog maksimuma. Razmotrimo li postavku problema (trazimo ekstremne vrijednosti
volumena uz fiksirano oplosje) jasno je da bismo mogli dobiti bitno manje volumene.
Tako primjerice uz x =1, y = 2 i 2 = 10 dobije se volumen od 20 cm?, dok je za nasu

3
stactonarnu tocku volumen ( 3—32> = 13@\/% ~ 34,8 cm3. Stoga zakljuéujemo da za

32

dano oplogje od 64 cm? maksimalni volumen ima kocka brida 3

3t Ponovimo bitno... O uvjetnim ekstremima skalarne funkcije f govorimo ako smo
se pri odredivanju ekstrema te funkcije ogranicili na one tocke domene koje zadovo-
ljavaju jednu ili vise jednadzi. Tocke uvjetnih ekstrema nalaze se medu stacionarnim
tockama Lagrangeove funkcije, koju dobijemo tako da od funkcije f za svaki uvjet oduz-
memo produkt jedne nove varijable (Lagrangeovog multiplikatora) s lijevom stranom
jednadzbe koja opisuje taj uvjet (podrazumijevamo da su svi nenul ¢lanovi jednadzbe
zapisani na lijevoj strani). ©

4.5 Visestruki integrali

Kod odredenog integrala realne funkcije jedne varijable, u oznaci f; f(z) dz, podrucje
integriranja je duzina (tj. segment [a, b]). Drugacije gledano: podruéje integriranja je
jednodimenzionalno, a funkcija koju integriramo ima jednu varijablu. Ukoliko integri-
ramo jedini¢nu funkciju dobijemo duljinu podrucja integriranja:

b
/ dr =0b-—a,

a op¢enito (ako pretpostavimo da je f na [a,b] nenegativna) fab f(x)dx predstavlja
povrsinu izmedu grafa funkcije f i podrucja integriranja.

Kod dvostrukih integrala podrucje integriranja A je dvodimenzionalno (neki pod-
skup ravnine), a realna funkcija koju integriramo ima dvije varijable. Pisemo:

| fl,y) dzdy
A

ili
ff f(z,y)dA.
A

Naravno, pritom mora A biti podskup domene funkcije f. U interpretaciji se sad di-
menzija takoder povecava za jedan: dvostruki integral jedini¢ne funkcije daje povrsinu
podrucja integriranja

f dr dy = Py,

A
a opéenito dvostruki integral neke (nenegativne) funkcije iznad podruc¢ja A predstavlja
volumen izmedu grafa (plohe z = f(x,y)) i podrucja integriranja.
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Slika 4.10: Dvostruki integral pozitivne skalarne funkcije dviju varijabli f na podrucju
A (crveni pravokutnik na slici) predstavlja volumen omeden plohom grafa te funkcije,
povrsinom i vertikalama koje rubne tocke od A povezuju s odgovaraju¢im tockama na
grafu funkcije.

Primjer 135. Recimo da nas zanima volumen sa slike [{.10. Ploha na slici je graf
funkcije f(z,y) = 22® — y? + 20. Podrucje integriranja je pravokutnik A = [—2,2] x
[—1,1]. U tom sluc¢aju potrebno je izracunati

H(2x3 —y? +20) dz dy.
A

Za dvostruke integrale kao i za jednostruke vrijedi linearnost:

[[(f@w) +g@,y) dedy = [[ flz,y)dedy + [[ g(z,y) dedy,

ffC’f(m,y) drdy = C’fj f(z,y)dzdy
A A

za sve funkcije f i g koje su integrabilne na A i svaku konstantu C.
Najlakse je racunati dvostruke integrale za koje je podrucje integriranja pravokut-
nik:
A = [a,b] x [¢,d].

Tada za neprekidne funkcije f vrijedi Fubinijev teorem:

£J“f<x,y>dxdy=/ab (/Cdf(x,y)dy) dxz/cd (/abf(x,y)dx> ay.
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Primjer 136. Temeljem Fubinijevog teorema i linearnosti integrala, integral iz pret-
hodnog primjera moZze se izracunati kao

2 1
/ / (22° — y* 4+ 20) dz dy =
=—2Jy=-1

2 1 2 1 2 1

:/ / 2x3dwdy—/ dea:dy—i—/ / 20dxdy =

r=—2 Jy=-1 =—2Jy=-1 r=—-2Jy=-1

1 2 2 1 2 1
:2/ (/ x3d:c> dy—/ (/ dey) d:)c+20/ (/ dy) dr =

y=-—1 r=-—2 r=—2 y=—1 r=—2 y=—1

__QL/Q Eﬁ 2 1
y=-—1 4

2 3
dy—/ v
r=—2 T==2 3 y=—1

1 9 2
:2/ Ody—/ —dx—{—QO/ 2dx =
y=-—1 r=—2 3 r=—2

2 472
=0—-—--4+40-4=—.
3 * 3

Najlaksi je racun dvostrukih integrala ako je funkciju f mogucée faktorizirati na
funkcije od = i od vy, tj. ako f mozemo zapisati u obliku f(z,y) = g(x)h(y). Za
integriranje po pravokutniku A = [a, b] X [, d] tada vrijedi

£ff($7y)dxdy = (/abg(x)dx> : (/th(y)dy> ,
Primjer 137.

2 2 2 2 3 7 7
2 _ . 2 - .- = _
/1 /la:y drdy = </1 xdx) </1 Y dy) 5 3= 73

Povec¢anjem dimenzije za joS jedan dobivamo trostruke integrale u kojima se inte-
grira skalarna funkcija tri varijable po trodimenzionalnom skupu V. Pisemo:

Jff f(z,y,z)dedydz

Jff f(z,y,2)dV.

Trostruki integral jedini¢ne funkcije fﬂv dx dy dz daje volumen podrucja integriranja.
Sli¢cno kao kod dvostrukih, najlakse je racunati trostruke integrale za koje je podrucje
integriranja kvadar:

2
da:—|—20/ 2dx =
r=—2

ili

V = [a,b] x [c,d] x [p,q].

Tada za integriranje neprekidnih funkcija vrijedi Fubinijev teorem:

fﬂf(a:,y,z)dxdydz:/ab (/d (/qu(x,y,z)dz) dy) .
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Slika 4.11: Sferne koordinate.

ili slicno za neki drugi odabir redoslijeda integriranja. Nadalje, kao i kod dvostrukih
integrala, jos laksi je racun ako je funkciju f moguce faktorizirati na funkcije od x, y
iz, tj. ako f mozemo zapisati u obliku f(x,y,2) = g(z)h(y)k(z). Za integriranje po
kvadru tada vrijedi

f‘ﬂf(:c,y,z)dxdydz = (/abg(x)dx) : </cdh(y)dy) . (/qu(z)dz> .

U primjenama, osobito u kvantnoj teoriji, ¢este su varijante visestrukih integrala
koji spadaju u neprave integrale (integrali kod kojih podrucje integriranja nije ograni-
¢eno ili pak podintegralna funkcija nije ograni¢ena na podrué¢ju integriranja). U slucaju
da se podrucje integriranja moze zapisati kao Cartesiusov produkt tri intervala, makar
neki bio neogranicen, gornje formule su i dalje primjenjive i pojedini integrali obzirom
na jednu varijablu racunaju se na uobicajen nacin. Najcesci su slucajevi integriranja
po &itavom prostoru R? koji se obzirom na Cartesiusove koordinate moze zapisati kao
(—00, +00) X (—00,+00) X (—00, +00).

Sferni koordinatni sustav je onaj u kojem se tocka prostora opisuje s tri koordinate
(r,¢,0), gdje je 0 < r < +oo udaljenost tocke od ishodista, 0 < ¢ < 27 je polarni kut
(azimut), tj. kut izmedu pozitivnog dijela z-osi i projekcije tocke na (x,y)-ravninu, a
0 < 6 < 7 je kut koji opisuje otklon radij vektora tocke od z-osi (vidi sliku. Stoga
se obzirom na sferne koordinate R* moze zapisati kao [0, +00) x [0,27) X [0, 7.

Vecinu funkcija koje se pojavljuju u kvantnoj teoriji lakse je integrirati ako se iskazu
u sfernim, a ne u Cartesiusovim koordinatama. Radi se dakle o zamjeni varijabli (sup-
stituciji) u integralu. Kod funkcija jedne varijable odgovarajuca formula pri zamjeni
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varijable x varijablom y tako da je y = ¢(z) bila je

o(b) b
/ fly)dy = / F(6(2))d' () da
¢(a) a

Vidimo da se pri zamjeni pojavio faktor vezan za derivaciju funkcije kojom je ta zamjena
1zvrsena.

Po analogiji, slican faktor bi se trebao pojaviti pri zamjeni varijabli u visestrukim
integralima. Dosad smo kao analog prve derivacije funkcije vidjeli pojedine parcijalne
derivacije prvog reda te gradijent. Ovdje ¢e to biti Jakobijan. U nastavku ¢emo pravila
zamjene varijabli u viSestrukim integralima detaljno opisati samo za slucaj funkcija
triju varijabli odnosno trostrukih integrala jer su najces¢e u primjenama, no analogni
postupci vrijede i za dvostruke integrale.

Recimo da zelimo polazne varijable z, y, z (u pravilu Cartesiusove) zamijeniti nekim
novim varijablama z’, v’ i 2’ za koje znamo pravila transformacije u Cartesiusove,
izrazena formulama
/

r=u(z',y, 2

),
y=v(y, ),
z=w(z',y, 2.
Tako je veza izmedu Cartesiusovih koordinata (z,y,z) i sfernih (r,¢,6) dana jed-

nadzbama
T =rcos¢sinb,

y =rsin¢sinb,
2z =rcosf.

Zamjenu koordinata stoga mozemo shvatiti kao vektorsku funkciju koja trojkama ko-
ordinata (2/,y/, 2") pridruzuje trojke (x,y, z), a kojoj su skalarne funkcije u,v,w ko-
ordinatne funkcije: F(z/,y/,2") = (u(2',y/, '), v(2', v/, 2'), w(a’,y/, 7")). Kratko ¢emo
pisati F' = (u,v,w). Za dvodimenzionalni slu¢aj imat ¢emo slicno: F' = (u,v) uz
r=u(2,y)iy=v(2,y).

Za vektorske funkcije F' = (f1,..., fn) : Q—=R™ gdje je Q@ C R™ (tj. broj varijabli u
domeni jednak je broju koordinata u kodomeni) definira se Jakobijan kao determinanta
matrice kojoj su u svakom retku sve parcijalne derivacije pojedine koordinatne funkcije

redom po svim varijablama:
JF = det (8F)
Oz

Tako za slucaj vektorske funkcije s podskupa od R? u R3, kakva je funkcija F' = (u, v, w)
u slu¢aju promjene koordinata, dobivamo njen Jakobijan

ou ou ou

aax/ %y/ aazl

_ ov  Oov  Ov
JI = oxr’ 9y 0z

Ow  Ow  Ow
ox! 0y 0z
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Za sferne koordinate dobivamo Jakobijan

cospsinf rcospcosf —rsinpsinf
JF == | sinpsinf rsinpcosf rcosesinf | =
cosf —rsinf 0
= cos 0(r? sin?  sin 0 cos 0-+r? cos® @ sin 6 cos §) —r sin O(r cos? ¢ sin? O+ sin psin® §) =
= r?sin  cos® A(sin o + cos? ) + r?sin® O(sin? p + cos? ) = r?sin O(sin® O + cos® §) =
92 .
=r*sinf.

Pri zamjeni varijabli u integriranju koristi se apsolutna vrijednost Jakobijana, za

koju se cesto koristi oznaka ‘w . Specijalno, u slu¢aju zamjene varijabli kao
17~~~7xn)

gore apsolutnu vrijednost Jakobijana oznacavamo s ‘%‘, sto u slucaju prijelaza s

Cartesiusovih u sferene koordinate poprima oblik ’ a(x i ’SD;

U slucaju trostrukih integrala, ukoliko je zadana veza izmedu koordinata (x,y, z) i
(2’9, 2'), formula za zamjenu varijabli je
Oz, y,2)

I 1692 |

Pritom su granice (opisi) podru¢ja integriranja opcéenito razli¢iti u dvama setovima
koordinata, $to je naznaceno razli¢itim oznakama (V' i W) za podruéje integriranja
prije i poslije zamjene varijabli. Specijalno, formula za promjenu iz Cartesiusovih u
sferne koordinate u trostrukom integralu dana s

jj f(r, o, 2)r*sinfdrdfdyp = ffjf(a:,y, z)dz dydz.
% 1%

dudvdw = I[ff x,y,z)drdydz.

Za slucaj integrala po ¢itavom prostoru dobivamo formulu koja se ¢esto koristi u kvant-
noj teoriji:

/ / f 7,0, 2)r*sinfdrdf dp = / / / f(z,y,2)dxdydz.
r P= =—00

Primjer 138. Recimo da Zelimo odrediti prosjecnu (ocekivanu) udaljenost elektrona
do jezgre atoma vodika za slucaj da je atom vodika u najniZem energijskom stanju.

Najnize energijsko stanje je opisano kvantnim brojevima n = 1,1 =0 1m; = 0 (1.
1s-orbitalom). Ta orbitala u sfernim koordinatama ima formulu
1 —r/ag
¢1,070(T7 07 @) - € )

&L
gdje je ap = 52,9 pm Bohrov radijus. Prema Bornovoj interpretaciji, kvadrat od 0

je funkcija gustole vjerojatnosti za nalaZenje 1s elektrona u nekoj tocki prostora. Pro-
sjecna vrigednost velicine opisane operatorom €2 dobiva se trostrukim integralom

- Hj Wb da dy dz.
R3
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Za slucaj prosjecnog radijusa i realne valne funkcije (a takva je nasa 110p0) gornja se

= [{[r-v*dedydz = [{[ re* dedyd.
R3 R?

Prijelazom na sferne koordinate dobivamo

+o0 1
/ / / —re’QT/“O r?sin@drdfdy =
=0 Jo=0 Jr=0 7ra0

27 —+o0
=— dso/ sdeG/ 2"/“Odr——-27r-2-—4=§ao.
(&)

formula svodi na

Tay

Pritom je koristena formula f0+°° e dr = aﬁ%
Primjer 139. Pokazimo da su vodikove 1s 1 2s orbitale ortogonalne. Odgovarajuce

valne funkcije su:

Y100(r,0,p) = 3e—r/ao7
¢200(T 0 QO) = ; (2 _ i) 6—7"/20,0'
S 44/ 27a} ag

U kontekstu funkcija definiranih i integrabilnih na istom skupu S (ovdje: na R?), ska-

larni produkt se obicno definira s

(f.9) = /S f*gds.

Stoga treba provjeriti da je
(¥1,0,0,%200) = 0.

Kako su obje valne funkcije realne, imamo ¥7 o = 10,0 pa slijedi

(11,005 ¥2,0,0) / / / Y100t200 - 7 sin’ 0 dr df dp =
¢=0J0=0

2 —r/ag

r
= d / std@/ re (2 — —) e~ "/2a0 qp,
\/71'(13 4\/27ra0 / i o

Vidimo da se radi o produktu tri jednostruka integrala (i nenul konstante) te je dovoljno

da jedan od ta tri integrala bude nula. Najjednostavniji integral fow d¢ = 27 nie nula,
a srednji iznosi [ sin@df = — cosff = —(cosm — cos0) = 2. Stoga moramo racunati

zadngi:
+o00 3.3 4
/ e /a0 (9 _ r e /200 qpr = (2. M _ l . 2"ag - 3! —
0 Qo 33 Qo 34

24 /21 3l 0
V2 (? N ?) B
Zakljucujemo da je ukupni integral jednak konstanta puta 2w puta 2 puta 0, dakle iznosi

0.
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Primjer 140. Za cilindricke koordinate veza s Cartesiusovim dana je formulama x =
rcosg, y = rsing, z = z. Stoga (x,y,z) mozemo shvatiti kao funkciju F(r, ¢, z).
Njen Jakobijan je

cosp —rsing 0
JF = 'M =| sing rcosp 0 |=r.
a(r, ¢, 2) 0 0 1

Stoga je formula za promjenu iz Cartesiusovih u cilindricke koordinate u trostrukom
integralu dana s

///Wf(raso,z)rdrdgodz://Vf(x,y,z)dxdydz,

Primjer 141. Za zamjenu varyjabli u dvostrukim integralima vrijedi formula

JJ 10 5

gdje je S skup u koji se promjenom varijabli transformira skup A. Za polarne koordinate
u ravnini veza s Cartesiusovim dana je formulama x = r cos g, y = rsin . Stoga (z,y)
mozemo shvatiti kao funkciju F(r,¢), a njen Jakobijan je

do’dy = f(z,y)dzdy,
5 ) J

cos —rsine
sing  rcosy

-

Slijedi da je formula za promjenu iz Cartesiusovih u polarne koordinate u dvostrukom

integralu dana s
//Sf(r,cp)rdrdso = //Af(w,y) dz dy.

Neka je A krug polumgjera 1 sa sredistem u ishodistu. Znamo da mu je povrsina dana
s ffA dx dy, no u Cartesiusovim koordinatama krug ne moZemo zapisati kao pravo-
kutnik pa ne znamo izracunati taj integral tj. nije ga lako racunati direktno. Funkcija
koju integriramo je 1(x,y) = 1, odnosno uz x = rcosy iy = rsing to je 1(r,p) = 1.
U polarnim koordinatama krug A ¢ine sve tocke sr € [0,1] i v € [0,27) 5. u polarnim
koordinatama krug je ,pravokutnik” S = [0, 1] x [0,27). Stoga je

1 21 7421
://dxdy://rdrdwz/rdr-/ dp = —
A S 0 0 20

3+ Ponovimo bitno. .. Visestruki integrali skalarnih funkcija vise varijabli su poop-
¢enje odredenih integrala funkcija jedne varijable, u kojima se za podrucje integrira-
nja uzima neki podskup domene funkcije koju integriramo. Dakle, dvostruki integrali
se racunaju od funkcija dviju varijabli po nekom podskupu ravnine, a trostruki se
racunaju za funkcije tri varijable po nekom podskupu prostora. Dvostruki integral
jedini¢ne funkcije po podrucju A je povrsina od A, a trostruki integral jedini¢ne funk-
cije po podrucju V je volumen od V. Dvostruki integral nenegativne funkcije f po

‘ =rcos’p+rsinfp=r.

2T =
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podrucju integriranja A jednak je volumenu odredenom grafom funkcije f, skupom A
u (z,y)-ravnini te vertikalama povucenim u svim tockama ruba od A. Pri zamjeni
varijabli u viSestrukim integralima potrebno je ukljuciti kao faktor iznos Jakobijana,
tj. determinante matrice koja sadrzi sve parcijalne derivacije prvog reda svih koordi-
natnih funkcija vektorske funkcije koja opisuje promjenu varijabli. Sferne koordinate
su prostorne koordinate koje tocke prostora opisuju kao uredene trojke (r, ¢, ), gdje je
0 < r < +oo udaljenost tocke od ishodista, 0 < ¢ < 27 je polarni kut (azimut) tj. kut
izmedu pozitivnog dijela z-osi i projekcije tocke na (x,y)-ravninu, a 0 < 6 < 7 je kut
koji opisuje otklon radij vektora tocke od z-osi. Ako u trostrukom integralu prelazimo
iz Cartesiusovih koordinata u sferne, potrebno je dodati faktor (Jakobijan) r?sinf. ©

4.6 Nabla-operator

Oznakom V oznacava se takozvani nabla-operator. Za prostor tipa R™ mozemo ga
zamisljati kao vektor kojemu su komponente operatori parcijalnog deriviranja po vari-
jablama koje su koordinate u R™:

t
V = 8’ a,..., 9 .
0x, 0x9 ox,,

Najcesce se primjenjuje na funkcije tri varijable x,y, z te se tada pise

t
v (200
Ox Oy 0z

ili (pretpostavljamo kanonsku bazu, tj. koristenje Cartesiusovih koordinata)

v -0 —0 =0
Ovisno o nacinu djelovanja i vrsti funkcije na koju djeluje, rezultati djelovanja nabla-
operatorom zovu se gradijent, divergencija i rotacija. U svim kontekstima djelovanje
nabla-operatora na funkcije je linearno.
Gradijent skalarne funkcije mozemo shvatiti kao nabla-operator pomnozen tom
funkcijom (analogija: mnozenje vektora skalarom):

of of 8f>t

gradf<X) :Vf(X) :\VLJ(X) - (axlvaxgw"ﬂax

vektor broj
Linearnost nabla-operatora u kontekstu gradijenta izrazena je formulama
V({f+9)=V[+Vy,

V(af) = aVyf

(za sve diferencijabilne skalarne funkcije f, g s istom domenom i sve skalare «).
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Slika 4.12: Gradijent pokazuje smjer najbrzeg rasta funkcije.

Primjer 142. Znamo da se V f(Xy) moZe interpretirati kao vektor normale na plohu
definiranu jednadzbom f(X) = 0, i to u tocki Xy te plohe. Orijentacija tog vektora
pokazuge smjer najbrzeg rasta funkcije f — vidi sliku[{.19 Smisao te cinjenice moZemo
opisati © ovako: ako je f funkcija koja odreduje temperaturu na pojedinoj poziciji X,
onda vektor V f(X) pokazuje u kojem smjeru se objekt na poziciji X treba pomaknuti
tako da mu bude $to toplije.

Divergencija i rotacija se definiraju za vektorske funkcije za koje je broj koordinata
u domeni jednak broju koordinata u kodomeni: F : Q—R"” uz Q2 C R". Takve funkcije
se zovu vektorska polja.

Primjer 143. Promotrimo funkciju F : R* — R? definiranu s F(z,y) = (—y,z).
Uz uobicajeno shvacanje koordinata kao Cartesiusovih, moZemo ju opisati i formulom
Flzi4+yj)=—-yi +x7. Ta funkcija svakom vektoru u ravnini pridruzuje drugi
47 7

vektor. Izracunajmo nekoliko rezultata njenog djelovanja: F <§ 57 )= —% T+

%j,F(%’L —%j) :%Z —I—%j,F(%Z +}1]>:_21;Z —I—%j,ztd. Ako ju Zelimo
prikazati graficki, to ¢inimo tako da u svakoj tocki (x,y) ucrtamo orijentiranu duZinu
koja prikazuje radij-vektoru te tocke pridruzeni vektor F(x,y). Dobiva se slika .

Divergencija vektorskog polja F' je skalarni produkt nabla-operatora s F":

%1 P (X)
5o Fy(X "\ OF,
divF(X)= V_-F(x)=| ™ | 2<. ) = 5.
vektor  o1tor d r X i=1 v
P n(X)

Divergencija vektorskog polja ovisnog o n varijabli je stoga skalarna funkcija (tih istih
varijabli) koja se dobije kao zbroj parcijalnih derivacija i-te koordinatne funkcije od F
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Slika 4.13: Graficki prikaz vektorskog polja F(x,y) = (—y, x).

po i-toj varijabli. Za najceséi slucaj vektorskih polja tri varijable F' = (F,, F, F,) =
F, i +F, 7 + F, k uobicajena notacija za divergenciju je

IOF, N OF, N OF,
or Oy 0z

Primjer 144. Diwvergencija vektorskog polja iz primjera je

. J(—y) Ox
F = 4+ — =
div ox oy 0

(nulfunkcija).
Linearnost nabla-operatora u kontekstu divergencije izrazena je formulama
V- (F+G)=V-F+V.-G,

V- (aF)=aV-F

(za sva diferencijabilna vektorska polja F, G s istom domenom i sve skalare «).

Primjer 145. Dwergencija se moze shvatiti kao mjera koliko se wvektorsko polje u
nekoj tocki ponasa kao izvor ili ponor. Recimo da promatramo brzinu stlacivog fluida
u svakoj mjegovoj tocki. Linije strujanja sastoje se od slijeda pozicija pojedine cCestice
fluida. U podrucjima u kojima se te linije Sire u smjeru toka, gustoca fluida se smanjuje
1 divergencija brzine je pozitivna. Divergencija je u tom kontekstu mjera sirenja linija
strujanja. Jednadzba koja opisuje stlacivi fluid obzirom na taj efekt je

dp

V- (pV) = _aa

gdje je p gustoca fluida, v brzina (obje su funkcije pozicije) it vrijeme.
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Primjer 146. Gaussov zakon za magnetsko polje B ima oblik V - B = 0. Ta formula
1skazuge da nema tockastih izvora magnetskog polja.

Rotacija vektorskog polja se definira samo za vektorska polja F' = (F,, F,, F}) :
Q0 — R3, Q C R% Radi se o vektorskom produktu nabla-operatora s F':

- = -
17k
rot F(X)=VxF(X)=| £ % 2
F, F, F,

Rotacija vektorskog polja s tri varijable je stoga vektorsko polje (ovisno o tim istim
varijablama). Linearnost nabla-operatora u kontekstu rotacije izrazena je formulama

VX (F+G)=VXxF+VxQaG,
V x(aF)=aV x F

za sva vektorska polja F, G : Q — R3 i sve skalare «.

Primjer 147. Ako je F(z,y,z) = (y,z,2) =y i +2j +x k, onda je

T 7

- — -

rot F=| 2 a% 21=0-1)i-(1-0j+0-Dk=—i—-j —Fk.
y oz oz

Primjer 148. Ako je v vektorsko polje koje opisuje brzinu fluida, onda njegova rotacija
V xv u svakoj tocki (x,y, z) opisuje sklonost éestica fluida da rotiraju oko osi definirane
vektorom V X v(z,y, z).

Za diferencijabilne skalarne funkcije f, g i vektorska polja F, G (uz uvjet da izrazi
u formulama imaju smisla) vrijede formule

V(fg)=fVg+gVf,

VX (fF)=(Vf)x F+ f(VxF),
Vx(FxG)=(V-G)F+(G-V)F —(V-F)G— (F-V)G,
V-(fF)=(Vf)-F+ [(V-F),

V- (FxG)=(VxF)-G—-F-(VxGqG),
VIF-G)=Fx(VxG)+Gx(VXF)+(F-V)G+(G-V)F.

Ako skalarna funkcija triju varijabli f ima neprekidne parcijalne derivacije drugog
reda, onda vrijedi _
Vx(Vf)=0
(rotacija gradijenta skalarne funkcije je vektorska nulfunkcija). Sliéno, ako kompo-
nente vektorskog polja F' s tri varijable imaju neprekidne parcijalne derivacije po svim

varijablama vrijedi

V- (VXF)=0

(divergencija rotacije vektorskog polja je nulfunkcija).
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Primjer 149. Konzervativna vektorska polja su ona koja se mogu dobiti kao gradijenti
skalarnih potencijala tj. koja su oblika F =V f. Ako se radi o vektorskim poljima s tri
varijable, njihova rotacija u svakoj tocki je nulvektor: V x F(X) = 0 (uz pretpostavku
da su sve potrebne parcijalne derivacije postojece i neprekidne). To nije tesko pokazati
i sligedi iz Schwarzovog teorema:

af - = 77
) _|s 2 b
VXVf:VX 2y =1\ 3z 2y 02 =
o of or of
0z or Oy 0Oz
(PE PN (PSP (P PINT g
~ \Oydz 020y 0xdz  0z0x oxdy  Oyox -

Osim rotacije gradijenta i divergencije rotacije, postoji jos jedna mogcéa varijanta
dvostruke primjene nabla-operatora. Laplaceov operator je definiran kao divergencija
gradijenta, tj. kao
2 0
V.- V=V"= —.
— O}

Laplaceov operator djeluje na skalarne funkcije (koje su dvaput diferencijabilne). Za
slucaj skalarne funkcije triju varijabli imamo
_O*f o f  Of

_8x2+ +

2
Vi oy? 022

Laplaceov operator se pojavljuje u mnogim vaznim jednadzbama u fizici:
e Laplaceova jednadzba V3¢ = 0,
e Helmholtzova jednadzba V2¢ + k2¢ = 0,
e valna jednadzba V2¢ = %%,
e Schriodingerova jednadzba (za stacionarna stanja): Hiy = Ev, H = — VIV,
Primjer 150. Za f(z,y,z) = Asin(ax) sin(by) sin(cz) je
Vi f(w,y,2) = —(a® +0* + ) f(2,y, 2),

tj. funkcija f je svojstveni vektor Laplaceovog operatora koji odgovara svojstvenoj vri-
jednosti —a?® — b* — c2.

Za racune s gradijentima, divergencijama, rotacijama i Laplaceovim
operatorom cesto su potrebne zamjene koordinata (osobito u kvantnoj teoriji iz Car-
tesiusovih u sferne). Odgovarajuce formule se izvode pomocu lancanog pravila. Tako
su primjerice gradijent i Laplaceov operator skalarne funkcije izraZene preko sfernih

koordinata dani kao
wpo (24 105 1 of
S \Or'rof rsinfog )’
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L0 (LR 1 0 (L ony 1 o
Vif= " or + r2sin 6 00 Smg@@ + r2sin? § 0¢?’

a divergencija i rotacija vektorskog polja u sfernim koordinatama (F = (F,, Fy, Fy)) se
racunaju formulama

1o, 0, . 1 OF,
Vb= EE(T )+ rsin@%(smeFe) * rsinf d¢
0
1 0 OF, 1 1 0F. 0 ~
F = —(si F — - I - - A F
V= e (a¢<sm¢ o) 80)T+r (siw o o' 9>> 4
1/0 OF, \ -
— | =(rF,) — =) 0.
+r <8T(T 2 8(15)
U zadnjoj formuli su f,(ﬁ i 0 jediniéni vektori baze sfernog koordinatnog sustava (1 =
. . . - . a7 - 2 —
cosfsing i + sm@gnqﬁj +cospk, 0 = —sinfi +cosfj, ¢ = cosfcospi +

sin@cosgb?> —sing k).

1+ Ponovimo bitno. .. Nabla-operator V je linearan operator koji djeluje na skalarne
ili vektorske funkcije vise varijabli. Njegovo djelovanje na pojedinu funkciju mozemo
t

zamisliti kao mnozenje vektora V = (ai ai ai) s funkcijom. Ako je funk-
x1 Oxo T
t
cija skalarna dobivamo vektorsku funkciju: gradijent Vf = <§—i g—mj; % . Ako
je funkcija vektorska imamo dva nacina ,mnozenja”’: skalarno i vektorsko. , Skalar-

nim” mnozenjem V s vektorskom funkcijom F = (F, F5,..., F,) dobivamo skalarnu
funkciju: divergenciju V-F =", gf L., Vektorsko” mnozenje je izvedivo samo u trodi-
menzionalnom prostoru te je rotacijaz V x F vektorska funkcija koja je definirana samo
za vektorska polja F' = (F,, F,, F.) : Q@ C R* — R3. Laplaceov operator V? djeluje na

skalarne funkcije f (i pridruzuje im skalarne funkcije V2F = > o ©

Zawf

4.7 Diferencijali

Svaki konkretan vektor moze se shvatiti kao linearan funkcional na R™ tako da elemen-
tima iz R™ pridruzujemo njihov skalarni produkt s tim vektorom.

Primjer 151. Pretpostavimo da smo u R* odabrali vektor a = (1,3, —9,6). Definiramo
funkciju f, koja proizvoljnom vektoru v = (x,y, z, w) pridruuje njegov skalarni produkt
sa:

fo(v) =a-v=2x+ 3y — 9z + 6t.

Ocito je rezultat djelovanga te funkcije broj (skalar), a svojstva aditivnosti i homogenosti
se lako provjere te je f, linearan funkcional i tako smo vektor a ,pretvorili” u linearan
funkcional.

Kako je gradijent V f(X) skalarne funkcije f (od n varijabli) u tocki X iz njene
domene konkretan vektor, on definira linearni funkcional na R"™ tako da svaki vektor
iz R" skalarno pomnozimo s V f(X).
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Primjer 152. Uzmimo f(x,y,2) = Inx + y?z. Tada je
Vi(y,2) = (1/z, 29z, v*),
pa je
Vf(1,2,-1)=(1,-4,4).
Skalarni produkt proizvolinog Y = (x,y, z) € R® s tim vektorom jednak je
V(1,2,-1)- Y =a— 4y + 4z.

Dakle, skalarno mnoZenje proizvoljnog elementa X € R s gradijentom od f izracunatim
u tocki (1,2, —1) je ekvivalentno skalarnoj funkciji (linearnom funkcionalu) koja trojci
(x,y, 2) pridruzuje broj x — 4y + 4z.

Linearni funkcional koji skalarno mmnozi vektore iz R™ s gradijentom funkcije f
izracunatim u nekoj konkretnoj tocki X zove se diferencijal skalarne funkcije f u tocki
X ioznacava s df(X). Gore opisan nacin njegova djelovanja mozemo zapisati ovako:

f(X)(Y) = Z 7 X

Raspisano po koordinatama za (u primjenama najceséi) slucaj funkcija s tri varijable
dobivamo
of of

df(X)(x,9,2) = 5o (X) -+ 5 (X) -y + 5(X) -

gdje je X fiksirani element domene od f.
Primjer 153. Za funkciju iz prethodnog primjera mozZemo pisati

Zapamtimo: diferencijal skalarne funkcije f u nekoj tocki X iz njene domene je
linearan funkcional df(X) (na R, tj. u njega mozemo uvrstiti bilo koju n-torku brojeva
Y), a df(X)(Y) je broj koji ovisi o funkciji f te odabranoj tocki X iz domene od f
iY iz R". Takoder, parcijalna derivacija funkcije u nekoj tocki 5—32()( ) je broj koji
mozemo shvatiti kao koordinatu matrice funkcionala df(X) (obzirom na kanonsku
bazu prostora).

Primjer 154. Diferencijal konstantnog preslikavanja f(x,y,z) = C je nulfunkcional:
Vf(X) = (07 07 0) U SU(lkOj tOékZX: paje df(Y) = Vf(X)(Y) = (Oa 07 0)'($Y>yY7 ZY) =
0

Gornja definicija diferencijala funkcije nije precizna. Diferencijal ska-
larne funkcije u nekoj tocki se pravilnije definira kao linearan funkcional koji zadovo-
ljava svojstvo iskazano limesom slicnim limesu iz definicije derivacije funkcije jedne
varijable. Temeljem te definicije se dokazuje da za slucaj funkcija koje posjeduju sve
parcijalne derivacije prvog reda, ako su one neprekidne, diferencijal kao matricu ima
gradijent. Funkcija je diferencijabilna u tocki X ako posjeduje diferencijal df(X).
Stoga smo za funkcije koje imaju neprekidne sve parcijalne derivacije prvog reda (kakve
su gotovo sve koje se pojavljuju u primjenama) s pravom i ranije govorili da su dife-
rencijabilne.
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Umjesto df(X)(Y) =", 2L(X)y, pise se i

=1 8361-
n af operator
=
dfxX)=>" S (X) - da
=1 Hl,_/
broj

Tu je s dz; oznacen linearni funkcional koji n-torci brojeva (elementu od R™) pri-
druzuje njenu i-tu koordinatu, tj. dz;(y1,y2,...,9,) = v;. Funkcional dz; se zove
diferencijalom varijable x;. Daljnje skra¢ivanje zapisa poprima oblik

. operator
n af

df=>" o “dz; .
=l =~

skalarna funkcija

Oznaku df treba shvatiti kao funkciju koja tockama X iz domene od f pridruzuje
linearne funkcionale df(X) (dakle, za svaki X je df(X) linearan funkcional, ali df
nije linearan funkcional).

Primjer 155. Diferencijal iz primjera u skladu s prethodnim moZemo opisati 1
formulom

df(1,2,—1) = ldw — 4dy + 4 dz.

Ako odustanemo od fiksiranja tocke (1,2, —1) i dozvolimo umgjesto nje tocku (z,y,z) s
proizvolynim koordinatama tmamo

1
df(z,y,z) = ;dx+2yzdy+y2dz.

Jer su %, 2yz 1 y* redom parcijalne derivacije funkcije f po varijablama x,vy, z. Potpuno
skraceni zapis poprima oblik

1
df = —da +2yzdy + y? dz.
x

U primjenama se df Cesto poistovjecuje s procjenom promjene f za male promjene
svih njenih varijabli. Kako nema smisla govoriti o promjeni vrijednosti funkcije bez da
se specificira u odnosu na koju vrijednost to gledamo, tu se zapravo misli na poisto-
vjeéenje df s df(X)(Y) za neki konkretan element domene X u odnosu na koji dolazi
do promjene u vrijednostima varijabli koja izaziva promjenu vrijednosti funkcije i za Y

koji je n-torka promjena pojedinih varijabli, tj. Y = (Axzy, Aza, ..., Az,). Provjerimo
to:
AP =3 216 vy = 30 S xaa,
i=1 " i=1 "

jer je po definiciji dx;(y1,...,yn) = y;- Kako parcijalne derivacije g—;(X) po definiciji
procjenjuju relativnu promjernu AA—QQ za male promjene Ax;, vidimo da je svaki ¢lan
u gornjoj sumi procjena promjene vrijednosti funkcije kad se samo jedna od varijabli
malo promijeni u odnosu na vrijednost koju ima u X, pa stoga cijela suma procjenjuje

ukupnu promjenu funkcije kad se svaka od tih varijabli malo promijeni.
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Primjer 156. Uzmimo da je f neka funkcija samo jedne varijable x, recimo f : R — R,
flx) = 22,

Njena parcijalna derivacija jednaka je obicnoj, tj. %(c) = f'(¢) = 2c za sve elemente
¢ iz domene. Nadalje, prema gornjem je df(c) = %(c) dz = 2cdx.

Recimo da je ¢ = 1 odabrani element domene i Zelimo procijeniti promjenu f u
odnosu na f(1) ako wvrijednost varijable promijenimo za neki iznos Ax. Za ¢ = 1
imamo f'(1) =2 i stoga df(1) = 2dx. Pritom je po definiciji dz(y) =y za sve realne
brojeve y.

Kako je f'(1) po definiciji derivacije priblizno jednak omgjeru Af/Ax, slijedi da je
Af =~ f(1) Az = 2Ax = 2dz(Az) = df(1)(Az).

Promotrimo sad samo desne strane diferencijala, tj. linearne funkcionale oblika
Yo Fi(r)de = ), g—gﬁ:(X) dz;. Radi se o sumama u kojima je svaki clan odreden
po jednom skalarnom funkcijom F; = g—i, a sve te skalarne funkcije ,,potjecu” od
parcijalnog deriviranja jedne te iste funkcije f. No, izrazi oblika ), F;(z) dz; imaju
i za slucaj da su F; bilo kakve skalarne funkcije sa zajednickom domenom. Za svaki
odabrani z iz te zajednicke domene, ) . Fi(x)dz; ¢e i dalje biti linearan funkcional.
Stoga je smisleno definirati funkciju koja elementima = pridruzuje linearne funkcionale
>, Fi(x) dz;. Ta funkcija oznacava se s

w=Y Fdu,

i zove difcrcncijaliﬂ (ne diferencijali neke funkcije f, nego jednostavno diferencijali!).

Primjer 157. Izraz 2zvydw — 2% dy + %dz je primjer diferencijala. Za taj diferencijal
ne znamo je li diferencijal neke funkcije ili ne.
Nasuprot toga, i1zraz %dx—l—Zyz dy+y?%dz je ne samo diferencijal, nego i diferencijal

funkcije (kako smo vidjeli u primjeru .

Dakle, diferencijali su funkcije definirani kao zbroj ¢lanova oblika ,,neka skalarna
funkcija puta diferencijal neke varijable”. Pritom su sve funkcije u diferencijalu w funk-
cije onih varijabli ¢iji diferencijali se pojavljuju u w. Ako su sve te funkcije parcijalne
derivacije iste funkcije f po varijablama uz ¢ije diferencijale se nalaze (tj. ako mozemo
naci funkciju f takvu da je g—zi = F; za sve i), onda je taj diferencijal ujedno diferencijal
funkcije f. Dakle: neki diferencijali jesu diferencijali skalarnih funkcija, a neki to nisu.

Korisno je uociti i sljedece: Diferencijal w = M dx + Ndy + ... (gdje su M, M,
...skalarne funkcije varijabli z, y, ... ) mozemo shvatiti kao skalarni produkt vektorske
funkcije (M, N, ...) i vektora operatora (dz, dy,...):

w(X) = (M(X),N(X),...)- (dz, dy,...).

Akoje (M(X), N(X),...) gradijent neke funkcije f izracunat u X, tj. ako je (M (X), N(X),...)
= Vf(X), onda je w(X) = df(X) diferencijal te funkcije f u tocki X.

8Pravilniji naziv bio bi diferencijalna 1-forma, no taj se naziv rijetko koristi u primijenjenoj litera-
turi.
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1t Ponovimo bitno... Na R” se definiraju diferencijali varijabli kao linearni funkci-
onali dz; : R — R (¢ = 1,...,n) koji totkama iz R™ pridruzuju njihove koordinate
(dz;(X) je i-ta koordinata tocke X). Diferencijali su funkcije oblika w = M dz +
Ndy + ..., gdje su M, N , ...skalarne funkcije varijabli z,y,..., a dx, dy, ...su

diferencijali varijabli. Ako su sve funkcije M, N, ...parcijalne derivacije iste skalarne
funkcije f redom po varijablama s ¢ijim diferencijalom su pomnozene kazemo da je
w diferencijal funkcije f i piSemo df umjesto w. Dakle, df = >, - dz;, Sto je

funkcija koja elementima X iz domene od f pridruzuje linearne funkaonale df(X) =
s oL (X) dz;, koji pak tockama Y € R"™ pridruzuju brojeve df(X)(Y) = Vf(X)-

=1 dx;
Yy =>", ax L(X)y:. Ako je Y = (Azy,...,Ax,), onda iznos df(X)(Y) procjenjuje
promjenu funk(:lJe f u odnosu na vrijednost f(X) ako se koordinate od X redom
promijene za Axq, ..., Az,. ©

4.8 Krivuljni integrali

Ve¢ smo se susretali s parametarski definiranim funkcijama. Omne su zapravo vrsta
vektorskih funkcija. Primjerice, parametarski definirane funkcije koje smo spominjali
u poglavlju o deriviranju funkcija jedne varijable i koje su bile zadane formulama oblika
r=ux(t), y =y(t), t € I (gdje je I neki interval u skupu realnih brojeva) zapravo su
vektorske funkcije v : I — R%, y(t) = (z(t),y(t)). Sliky’| parametarski definirane
funkcije jedne varijable kojoj je domena segment zovemo krivuljo

Definicija 38 (Krivulja). Krivulja u R"™ je skup svih toéaka oblika v(t) € R™ za a <
t <b, gdje je vy : [a,b] = R"™ neprekidna funkcija.

Kad govorimo o funkciji v takoder ¢emo ju nazivati krivuljom.

Formalno tocnije bilo bi reéi: neprekidna funkcija 7y : [a,b] — R"™ se
zove put, a skup svih tocaka u R™ koje su oblika v(t) za t € [a,b] (tj. slika ¥ = ~([a,b])
puta ) se zove krivuljom u R™. Dakle: put je funkcija koja jednoj varijabli pridruzuje
tocke u R™, a krivulja je skup tih pridruZenih tocaka. No, jednostavnosti radi necemo
dalje inzistirati na toj razlici.

Specijalno, krivulje u ravnini se sastoje od tocaka oblika
V() = (x(t), y(t))

gdje je v : [a,b] — R? neprekidna funkcija, a krivulje u prostoru se sastoje od tocaka

gdje je 7 : [a,b] — R® neprekidna funkcija. Uvjet neprekidnosti zna¢i da promatramo
samo krivulje koje su ,,u jednom komadu”. Krivulje ¢emo oznacavati imenom pripadne
funkcije, tj. s 7.

9Podsjecamo, slika funkcije f : D — K je skup f(D) = {f(z) : x € D} C K, tj. to je skup svih
vrijednosti u kodomeni koje funkcija stvarno postize.

10Usporedite sljedeéu definiciju s njenim pojednostavljenim specijalnim sluéajem danim na str. ??
177,
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Slika 4.14: Orijentirana krivulja odredena s vy(t) = (cost,sint), 0 <t < 7.

Slika 4.15: Krivuljni integral prve vrste kao povrsina (crna krivulja lezi u x —y—ravnini,
a crvena je na grafu podintegralne funkcije).

Tocka A = ~(a) je pocetak, a B = (b) je kraj krivulje 7. Ako je A = B govo-
rimo o zatvorenoj krivulji. Ako se sve tocke krivulje nalaze na nekoj plohi, tj. ako je
slika funkcije koja odreduje krivulju podskup plohe, govorimo o krivulji na toj plohi.
Krivulje su prirodno orijentirane, tj. postoji prirodan smjer obilaska krivulje, a to je u
smjeru porasta varijable t.

Primjer 158. Uzmimo funkciju vy : [0, 7] — R? definiranu s y(t) = (cost,sint) € R2.
Ta funkcija odreduje krivulju kojoj je pocetak tocka v(0) = (cos0,sin0) = (1,0), a kraj
joj je y(m) = (cosm,sinm) = (—1,0). Ova krivulja nije zatvorena.

Kad bismo crtali tocke tocke (cost,sint) za t iz domene, tj. t izmedu 0 i w dobili
bismo krivulju u ravnini: polukruznicu polumgjera 1 sa sredistem u ishodistu. Pritom je
obilazimo od ~v(0) prema (), tj. orijentirana je kako je naznaceno na slici .

Poput visestrukih integrala, krivuljni integrali su poopéenje jednostrukih odredenih
integrala. Pritom se ne povecava dimenzija podruc¢ja integriranja: kod krivuljnih in-
tegrala podrucje integriranja je krivulja koja je podskup domene podintegralne funk-
cije, dakle je podrucje integriranja jednodimenzionalno. Krivuljni integrali mogu se
racunati za skalarne funkcije (krivuljni integrali prve vrste) i za vektorske funkcije (kri-
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vuljni integrali druge vrste). Krivuljni integral skalarne funkcije s dvije varijable po
nekoj krivulji u ravnini mozemo zamisljati kao povrsinu omedenu grafom te funkcije,
krivuljom koja je podrucje integriranja te vertikalama povucenim iz tocaka te krivulje
do grafa funkcije.

Definicija 39 (Krivuljni integral skalarne funkcije). Neka je f : Q—R neka neprekidna

skalarna funkcija od n varijabli te neka je v krivulja u Q (dakle, 7 : [a,b] — Q). Tada
je integral od f (poznat i kao krivuljni integral prve vrste skalarne funkcije f) duz ~y

definiran s
/fds—/ D) - I (@)l .

Pritom je || (t)|| (pozitivni) drugi korijen sume kvadrata koordinata od ~'(t).

Za krivulje u R? i R® gornja definicija poprima oblike

[ ras= [ fa@.p0)VEOF T GO

odnosno

/fdyz/“ﬂﬂﬂw@%dﬂhﬂfﬁﬁ+%y@V+%%@th

Posebno, duljina krivulje dobiva se integriranjem jedini¢ne funkcije duz krivulje, tj.

/@—/¢ Bt

za ravninske krivulje v i sli¢no za prostorne.

Primjer 159. Izracunajmo integral f,y xy* ds ako je v desna polovina kruznice v +y?* =
1 7 obilazi se u smjeru suprotnom od kazaljke na satu. Parametarski v moZemo opisati
s

x(t)—cost
y(t) =

m m
_T<t< =
2 72

pa je nas integral

/2
/azy4 ds = / costsin® ty/(—sint)2 + (cost)2dt =
N

—7/2

/2
=2.

w/2
:/ costsintdt =
—7/2 b} —7/2

sin® ¢
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Slika 4.16: Krivulja koja je po dijelovima glatka.

Primjer 160. Krivuljni integral funkcije f(x,y,z) = xyz po spirali zadanoj parame-
tarski s x(t) = cost, y(t) = sint, z(t) = 3t 2za 0 <t < 47w je

4m
/xyz ds = / 3tcostsinty/(—sint)2 4 (cost)? + 32dt = —3v107.
o 0

Ukoliko krivulju obilazimo obrnutim smjerom (tj. promijenimo joj orijentaciju), to
ne¢e promijeniti iznos krivuljnog integrala prve vrste. Pisemo:

/_ fds:/fds.

Pritom je —v definirana s —y(t) = vy(—t), a <t <b.

Primjer 161. Kruznicu zadanu parametarski s x(t) = cost, y(t) = sint, 0 < ¢t <
271 obilazimo u smjeru suprotnom kazaljki na satu, a kruznicu zadanu parametarski s
x(t) = cos(—t) = cost, y(t) = sin(—t) =sint, 0 < t < 27 obilazimo u smjeru kazaljke
na satu.

Ako je krivulja 7 = 71 U 7, nastala spajanjem dvije krivulje 71 i 72 (formalno:
v(t) =1(t) zaa <t <ciy(t)=(t) zac<t<b), onda je integral skalarne funkcije
duz ~ jednak zbroju integrala te funkcije duz v, i ¥s:

[ymfds:/%fdw/wfds.

Primjer 162. Lzracunajmo integral funkcije f(x,y) = x*+y po putuy = ABCD, gdje

je A=(-2,-1), B=(0,-1), C =(1,0) ¢ D = (1,2), pri cemu su dijelovi krivulje od

A do B iodC do D duZine, a dio krivulje od B do C' je cetvrtina jedinicne kruznice.
Prema gornjoj formuli vrijedi:

/fds: fds+ fds+ fds.
o AB BC cD
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Da bismo izracunali tri potrebna integrala trebaju nam parametarske jednadzbe odgova-
rajucih dijelova puta. Skiciramo li sliku vidimo:

AB: z(t)=t,yt)=-1,-2<t<0; 2'(t)=1,9(t) =0,
BC': x(t) = cost, y(t) = sint, —g <t<0; 2/(t) = —sint,

CD: z(t)=1,y{t)=t,0<t<2; 2'(t)=0,9y'(t)=1.
Vidimo da je u sva tri slucaja \/x'(t)? + y'(t)?> = 1. Stoga je

ey 1 = 2
Ades—/(t P =2,

-2

0
fds:/ (coth—i—sint)-ldt:E,
BC —7/2 4

2
fd3:/ (14+¢t)-1dt=4
0

cD
pa je ukupni integral
s 14 =

2
ds = - 4=—+—.
l(x+y)s st 5 t1

U primjenama su ¢es¢i krivuljni integrali druge vrste.

Definicija 40 (Krivuljni integral vektorskog polja). Neka je F = (Fy,..., F,) : Q—R"
neka vektorska funkcija od n varijabli (vektorsko polje) te neka je w = Y. | F;du;
diferencijal i v krivulja u Q. Tada je integral od w (poznat i kao krivuljni integral druge
vrste vektorskog polja F' = (Fy, ..., F,)) duz v definiran s

/f’ -/ TFO®) () dt,

gdje je s - oznacen uobicajeni skalarni produkt u R™.

U definiciji je F(y(t)) oznaka za (Fi(y(t)), Fa(v(t)), ..., Fn(vy(t)), a ako je v(t) =
(21(8),23(0), .., wa(t)) onda o 7/ (1) = (2} (2), (1), ... (1))
Posebno, za slucaj n = 2 uz standardne oznake koordinata imamo

b
/ M(x,y) de + N(z,y) dy = / (M (x(t), y(£)2'(t) + N(x(t), y(£))y'(£)) dt.

Prijelaz u integriranje po parametru ¢ mozemo zamisljati kao uvrstavanje parametar-
skih jednadzbi krivulje na mjesto z i y, pri ¢emu dx postaje z'(t)dt, a dy postaje
y'(t) dt.
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Primjer 163. Izracunajmo integral
/a: dr + zy* dy
g
po dijelu pravea y = 2x + 1 za x izmedu 0 7 1.
Ouvdje je ~ opisana {]
y(t)=(t,2t+1), 0<t<I.
Stoga je

! 37
/asda:+xy2dy:/ (t-l—l—t(2t+1)2-2)dt:€.
ol 0

Oznaka § umjesto [ koristi se kad se zeli naglasiti da se integrira po zatvorenoj
krivulji.
Primjer 164. Krivuljni integral diferencijala w = e* dx + xy dy po jedinicnoj kruznici
U TavNING je

2m
fw = / (e“5" . (—sint) + costsint - cost) dt = e"sh.
0

ﬁ
Primjer 16_5>. Izracunajmo krivuljni integral vektorskog polja F(x,y,z) = 8x*yz i +
%
527 — 4wy k po krivulji v zadanoj parametarski s z(t) = t, y(t) = 2, z(t) = 3,
0 <t <1. Po definiciji imamo

w = 8z%yzdx + 5zdy — 4wy dz,
1 1
/w:/ 8t2t2t3-1+5t3-2t—4t-t2-3t2dt:/ 87+ 10t* — 12t°dt = 1.
Y 0 0

Za krivuljne integrale druge vrste takoder vrijedi da integriranje po uniji krivulja

odgovara zbroju integrala:
/ w = / w + / w.
Y1Uy2 7 2

Primjer 166. Izracunajmo krivulni integral diferencijala y* dx+zy dy po krivulji ABC
koja je unija dvije duzine AB i BC gdje je A = (—1,1), B = (0,0) i C = (2,2), s
tim da se krivulja obilazi od A preko B do C. Koliko taj integral iznosi ako se krivulja
obide obrnutim smjerom?

Duzina AB je parametrizirana s x(t) = t, y(t) = —t za —1 <t <0, a duZina BC
je parametrizirana s x(t) =t, y(t) =t za 0 <t < 2. Stoga je

0 2
/ dex+xydy:/ (—t)2-1+t-(—t)-(—1)dt+/(—t)2-1+t-t-1dt:
ABC 0

-1

HPodsjetimo se: Ako je krivulja u ravnini v zadana eksplicitnom jednadzbom funkcije y = f(z) za
x € I, njen parametarski opis se dobiva uz supstituciju z = t, tj. v(t) = (¢, f(t)) za t € I.
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0 2 2
:/ 2t2dt+/ 2t2dt:/ 2% dt = 6.
-1 0 —1

_ Za obilazak w suprotnom smjeru imamo: CB je x(t) = —t, y(t) = —t 2 0 <t < 2,
a BA jex(t) = —t, y(t) =1t za —1 <t < 0. Slijedi

0

/CBAy dx—l—:cydy:/o (—1) ~(—1)+(—t)-(—t)-(—1)dt+/ £2.(=1)+(—t)-t-1dt =

-1

2 0
:/ —2t2dt+/ —2t2dt:—6:—/ y* dz + zy dy.
0 -1 ABC

U prethodnom smo primjeru vidjeli da je promjena smjera obilaska (tj. orijentacije)
krivulje promijenila predznak krivuljnog integrala druge vrste. To vrijedi i opcenito:

e

Dakle: krivuljni integrali prve vrste ne ovise o orijentaciji krivulje, a krivuljni integrali
druge vrste ovise.

Iz definicija je vidljivo da su krivulyni integrali prve i druge vrste
linearna.

U mnogim za primjene vaznim slucajevima se izracunavanje krivuljnih integrala
druge vrste bitno pojednostavljuje. To se dogada ako iznos integrala ovisi samo o
pocetku i kraju krivulje duz koje integriramo, a ne i o samoj krivulji koja spaja te dvije
tocke. Kako znati koje diferencijale mozemo na takav jednostavniji na¢in integrirati?
Preciznije, za kakve w je f,yw = f(B) — f(A) za svaku krivulju v kojoj je A pocetak,
a B kraj? Odgovor je jednostavan: to¢no za one diferencijale koji su diferencijali neke
skalarne funkcije.

Definicija 41 (Egzaktan diferencijal). Diferencijal w zovemo egzaktnim (ili potpu-
nim) diferencijalom ako postoji skalarna funkcija f takva da je w njen diferencijal (1j.
w=df =%, 2L da;.).

Vrijedi:

Teorem 9. Za diferencijal w ekvivalentne su turdnje:

1) Integral od w ne ovisi o putu, tj. w = | w za svake dvije krivulje vy, i vy koje
7 72
imaju zajednicke pocetke i zajednicke krajeve.

(i1) fvw = 0 za sve zatvorene krivulje.

(i1i) w je egzaktan diferencijal.
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To znaci: krivuljni integrali druge vrste po zatvorenim krivuljama od egzaktnih
diferencijala uvijek su jednaki nula i obrnuto, ako su svi krivuljni integrali druge vrste
po svim moguéim zatvorenim krivuljama nekog diferencijala jednaki nula, onda je taj
diferencijal egzaktan. Posebno, za egzaktne diferencijale vrijedi slijede¢a generalizacija
Newton-Leibnizove formule:

/Wdfzfvggi dz; = f(B) — f(A),

gdje je v bilo koja krivulja od A do B. Treba imati na umu: ako je f zadana (poznate
formule) i diferencijabilna, onda je po definiciji df egzaktan.

Kao oznaka integrala u zadngjoj formuli éesto se koristi 1 fv Vf- d?,
sto je u skladu s ranijom definicijom diferencijala skalarne funkcije f ako se koristi
oznaka A7 kao kratica za (dxy, daa, ..., dz,)".

Vecé smo rekli da je F konzervativno vektorsko polje ako postoji ska-
larna funkcija f takva da je Vf = F. Drugaciji nacin da kaZemo istu stvar je: F
je konzervativno tocno ako je diferencijal . F; dx; egzaktan. Stoga krivulini integrali
konzervativnih vektorskih polja ne ovise krivulji integriranja, ve¢ samo o pocetnoj i
kragnjog tocki krivulje.

Primjer 167. Integrirajmo diferencijal funkcije f(z,y,z) = 2z — e¥z po bilo kojoj
krivulji od ishodista do tocke (1,2,3):

/df = f(1,2,3) — £(0,0,0) = 2 — 3¢*.
ol

Ocigledno je nemoguce ispitivanjem svih mogucih integrala po zatvorenim krivu-
ljama ispitati je li diferencijal egzaktan, Stavise: u praksi bismo to rado znali prije
racunanja krivuljnih integrala jer nam to pojednostavljuje njihovo izracunavanje. Pita-
nje na koje stoga treba odgovoriti je: kako iz formule diferencijala saznati je li egzaktan?
Odgovor daje:

Teorem 10. Neka su sve F; glatke fukcije (diferencijabilne funkcije s neprekidnim
diferencijalom) s domenom koja je oblikd™ (a1, by) x (az, ba) X . .. X {ay, b,) (tzv. otvoreni
paralelepiped). Diferencijal w =Y. F; dx; je egzaktan ako i samo ako je

oF;  OFj

aiL‘j N 8:751

za svet,] =1,...,n.

Posebno, za slucaj n = 2 imamo: diferencijal M dx 4+ N dy je egzaktan to¢no ako
vrijedi
oM  ON
dy  Ox
(uz uvjet da je zajednicka domena od M i N otvoreni pravokutnik (a,b) x (c,d),
primjerice cijela ravnina ili pak prvi kvadrant). Uvjet %—]\; = %—];7 poznat je kao Eulerov
uvjet egzaktnosti diferencijala.

12Teorem vrijedi i za neke druge oblike domena.
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Ako je funkcija f dvaput diferencijabilna, Schwarzov teorem nam daje

095 — 091 paraktnost diferencijala M dz+ N dy znaci da postoji f takva da je % =

bz dy ~ Oy ox-
M i g—£ = N, tj. ako je (kako je to gotovo u svim primjenama) f dvaput diferencijabilna,
FEulerov uvjet dobivamo uvrstavanjem zadnje dvije jednakosti u Schwarzovu.

a2wy

Primjer 168. Diferencijal y* dx + 2zy dy je egzaktan jer je % ay =2y = Stoga je
$y*dx + 2zydy = 0 za integriranje po bilo kojoj zatvorenoj krwuljz. Nadalje, 2namo
da postojz’ (iako joj me znamo formulu) takva da je df = y*dz + 2zydy, tj. da je
of _ f -9

x =Y’ LY.

S druge stmne, diferencijal 3zy dz+y dy nije egzaktan jer je 8%29 =322 #£0= %
Stoga bismo pri racunu integrale § 3z*y dx + ydy morali raspisivati koristeéi odgova-
mjuce pammetarske jednadzbe krivulja po kojima integriramo i ne postoji funkcija takva
da]e —S:Eyzaf—y

L Ponovimo bitno... Krivuljau R" je funkcijay : [a,b] — R, ~v(t) = (x(¢),y(t),...),
odnosno slika te funkcije koja se sastoji od svih tocaka (t), a <t < b. Krivuljni inte-
gral skalarne funkcije f od n varijabli po krivulji v u R" je broj

/fdy:/fwaxmmnqkuy+y@y+.“a.

Krivuljni integral vektorskog polja F' = (M, N, ...) po krivulji 7 je broj

/M@+N@+m:/wmmw@”ﬁm+Nmmquwo+qm

Promjenom smjera obilaska krivulje, krivuljni integral druge vrste mijenja predznak.
Krivuljni integral vektorskog polja F' ne ovisi o putu integracije tocno ako je M dx+
N dy+... egzaktan diferencijal; ako je to diferencijal funkcije f onda vrijedi f7 Mdzx+
Ndy+...= fy df = f(v(b)) — f(y(a)), tj. iznos tog integrala je razlika vrijednosti
funkcije f na kraju i na pocetku krivulje . Diferencijal w je egzaktan ako i samo ako
za svaki izbor dvije varijable z; i x; vrijedi: ako je uz dz; u w funkcija M, a uz duz;
funkcija N, onda je parcijalna derivacija od M po z; jednaka parcijalnoj derivaciji od
N po x;. ©

4.9 Primjene funkcija vise varijabli u fenomenolos-
koj kemijskoj termodinamici

Stanje (termodinamickog) sustava opisuje se preko svojstava, tj. putem nekih mjerljivih
osobina (dakle, svojstva kao iznose imaju realne brojeve). Ako je stanje sustava opisano
sa m svojstava, mozemo ga poistovjetiti s uredenom m-torkom brojeva (x1,...,Z,),
tj. tockom X u R™, pa sva moguca stanja promatranog sustava (i time sam sustav)
mozemo poistovjetiti s nekim (otvorenimED podskupom ©Q C R™. Svako (mjerljivo)

13Skup je otvoren ako se oko svake totke u njemu moze opisati interval, krug, kugla, ...tako da
cijela—izuzev ruba—Ilezi u tom skupu. Otvoreni interval i cijeli R® su najjednostavniji primjeri
otvorenih skupova.
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svojstvo sustava mozemo shvatiti kao skalarnu funkciju f definiranu na €. Vrijednosti
f(X) su iznosi tog svojstva u stanju X.

Primjer 169. Recimo da smo kao sustav koji proucavamo odabrali neki plin stalnog
sastava. Tada su nam za opis stanja tog sustava dovoljni podaci o tlaku, volumenu i

temperaturi, tj. moZemo sustav promatrati kao Q@ C R3, pri éemu elemente od Q (po-

jedina moguca stanja) oznacavamo (p,V,T) ili, preciznije, <p%, %, %) Pritom je s

o . . L. . . . .
p~ oznacen standardni tlak koji iznost 1 bar. Sustav osim navedena tri svojstva, teme-
lijem kojih identificiramo njegovo stanje, ima i mnoga druga, primjerice koncentraciju
»p V. T
0 1L 1K

c. U svakom stanju promatrani plin ima odredenu koncentraciju. Ako je

C

primjerice plin idealan, onda je & = fle,X Z L=

p7 1L 1K) = R’
definirana na Q koja svakom stanju (tlaku uw barima, volumenu u litrama i temperaturi
u kelvinima) pridruzuje odgovarajucu koncentraciju (v molima po litri).

dakle je c¢/c” funkcija

Procesi su promjene stanja sustava. Ukoliko se u nekom procesu svojstva mijenjaju
za odreden konacni iznos, govorimo o kona¢nim procesima, a ako se radi o promjeni za
beskona¢no malen iznos, govorimo o infinitezimalnim procesima. Reverzibilan proces je
onaj ¢iji smjer mozemo obrnuti infinitezimalnom promjenom nekog od svojstava. Svaki
infinitezimalni proces moze se vizualizirati kao glatka krivulja v u skupu €2; tocke na toj
krivulji predstavljaju sva moguca stanja tokom procesa. Promjena A f nekog svojstva
f u procesu v se moze poistovjetiti s krivuljnim integralom druge vrste f7 wy, gdje je
wy diferencijal (ne nuzno egzaktan) kojim je opisana infinitezimalna promjena svojstva
f. Medu svojstvima sustava neka su istaknuta i zovu se funkcije stanja.

Definicija 42 (Funkcija stanja). Funkcija stanja je svojstvo sustava za koje vrijedi:
promgjena iznosa tog svojstva tokom bilo kojeg procesa me ovisi 0 samom procesu, nego
samo o pocetnom i konacnom stanju.

Koristeci definiciju egzaktnog diferencijala i krivuljnog integrala druge vrste vidimo:
funkcije stanja su to¢no ona svojstva f za koja f7 wy ovisi samo o pocetnoj i krajnjoj
tocki krivulje 7, a ne i o samoj krivulji, tj. ona svojstva za koje je diferencijal wy = df
egzaktan: f je funkcija stanja ako i samo ako je wy egzaktan diferencijal. Kako je uz
poznavanje formule za f uvijek df egzaktan, funkcije stanja su sva svojstva koja su
odrediva na tzv. apsolutnoj ljestvici. To su npr. volumen, tlak, temperatura, mnozina,

Primjer 170. Idealnt plin opisan je jednadzbom pV = nRT, tj. p = %. Ako dozvo-
ljavamo promgjene svih vrijednosti osim R, moZemo pisati

dp(n, T, V) = %(n, T,V)dn + g—g(n, T,V)dT + g—‘];(n, T,V)dV =
_ BT MR g BT

V V V2
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Zanimljivija je situacija sa svojstvima koja se mogu mjeriti samo na tzv. intervalnoj
ljestvici, tj. ona za koja su opisive samo promjene njihovih iznosa izmedu dva stanja, a
ne i apsolutni iznosi tih svojstava. Za takva svojstva f stoga mozemo odredivati samo
Af = f7 wy, gdje je wy diferencijal koji indirektno opisuje svojstvo f, tocnije njegove
infinitezimalno male promjene.

Prije nastavka, ponovimo kako se matematicki predstavljaju osnovni termodinamicki
pojmovi:

e Sustav je skup 2 u R™;

e Stanje sustava je tocka X € ) ¢ije koordinate se mogu interpretirati kao (os-
novna) svojstva;

e Svojstvo je skalarna funkcija na €2 (osnovna svojstva, tj. koordinate tocaka iz
2 mozemo shvatiti kao funkcije koje stanju X € ) pridruzuju pojedine njegove
koordinate);

e Proces je krivulja v u © (pocetak krivulje odgovara poc¢etnom stanju sustava, a
kraj krivulje odgovara stanju nakon procesa);

e Promjena svojstva f tokom procesa 7y je Af = f7 wy; specijalno za funkcije stanja
f ovrijedi Af = f7 df = f(B) — f(A), gdje je A pocetno, a B kona¢no stanje
procesa 7.

Za rad i toplinu poznato je da iznos promjene (tj. izvrseni rad odnosno razmije-
njena toplina) ovisi o nac¢inu na koji je ta promjena postignuta. Stoga odgovarajuéi
diferencijali nisu egzaktni. Usprkos tome, uobi¢ajeno ih je oznacavati s dw i dgq.

Oznake dw @ dq su uobicajene, no nazalost zbunjujuce jer u stan-
dardnoj matematickoj notaciji je svaki diferencijal oblika df po definiciji egzaktan.
Sretnije oznake za te diferencijale bile bi primjerice w,, i w,, no one nisu uvobicajene te
th necemo koristit.

Pomocu diferencijala mogu se zapisati precizni oblici prvog i drugog glavnog stavka
termodinamike.

Prvi glavni stavak kaze da se energija sustava moze promijeniti samo radom ili
prijenosom topline. No, ovaj stavak je ujedno i definicija unutrasnje energije. Prvi sta-
vak glasi: (za svaki sustav) postoji jedinstveno, jednozna¢no, neprekidno i ekstenzivno
svojstvo stanja (funkcija stanja) sustava koje zovemo unutrasnja energija sustava, u
oznaci U; ona je u izoliranom sustavu konstantna, a u svim neadiabatnim procesima
njezina promjena jednaka je zbroju izvrsenog rada i prenesene topline. U nediferenci-
jalnom obliku ovaj se zakon moze zapisati kao AU = w+g¢q, a za infinitezimalne procese
on poprima diferencijalni oblik

dU = dw + dg.

Drugi glavni stavak definira entropiju i glasi: (za svaki sustav) postoji jedinstveno,
jednoznacno, neprekidno i ekstenzivno svojstvo stanja (funkcija stanja) sustava koje
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zovemo entropija, u oznaci S; to je svojstvo karakterizirano time da za reverzibilne

procese vrijedi

dg
ds = T

Pritom, termodinamicka temperatura T" zapravo predstavlja tzv. Eulerov multiplikator
koji neegzaktni diferencijal dg pretvara u egzaktni dS. Opcenito, za sve infinitezimalne
procese infinitezimalna promjena entropije iznosi bar koliko i reverzibilno preneseni
infinitezimalni iznos topline podijeljen s termodinamickom temperaturom. To se Cesto
biljezi formulom dS > %, gdje je qrev toplina prenesena reverzibilno, no zapravo je
ta formula matematicki gledano besmislena jer se radi o nejednakosti koja usporeduje
dva linearna funkcionala, a ne postoji definiran uredaj medu linearnim funkcionalima.
Tu se zapravo misli na nejednakost dS(X)(AX) > %(X)(AX) za sve X € v, gdje
je v krivulja koja opisuje proces, a AX je n-torka malih promjena svih temeljnih
svojstava sustava. Nediferencijalni oblik drugog stavka za konac¢ne procese poprima
oblik AS > Z.

Primjer 171. Ukoliko je jedini moguci rad u nekom sustavu volumni, definiran dife-
rencijalom dw = —pdV, te ako se odvija reverzibilni proces, prema prvom i drugom
glavnom stavku termodinamike vrijeds

dU(X) = dw(X) + d¢(X) = —p(X)dV + T(X)dS
u svakom stanju sustava X, X = (V,S). Obiéno se kraée pise
dU = —pdV 4+ T'dS.

Termodinamicki potencijal je svojstvo stanja koje ima (lokalni) minimum u rav-
noteznom stanju. Ovisno o uvjetima, kao termodinamicki potencijal pogodno je neko
od svojstava U, H = U + pV (entalpija), A = U — T'S (Helmholtzova energija) ili
G=H-TS=U+pV —TS8 (Gibbsova energija). U svim slu¢ajevima se utvrdivanje
da je pojedino svojstvo pogodno kao termodinamicki potencijal temelji na prvom i
drugom stavku termodinamike te na karakterizaciji termodinamickog potencijala &
formulomE d® = 0 (ako je jedini moguci rad volumni). Primjerice, termodinamicki
potencijal za izobarne izotermne uvjete je Gibbsova energija. Naime, uz takve uvjete
su dp i dT nulfunkcionali te za reverzibilne procese u kojima nema nevolumnog rada
imamo

dG = d(U +pV —TS) = dw + dg +pdV + Vdp — TdS — SdT =
— —pdV +TdS +pdV — TdS = 0.
Opéenito (ako uvjeti mozda nisu izotermni i/ili izobarni) je dG =V dp — SdT.

Zadatak 11. DokazZite da je unutrasnja energija U termodinamicki potencijal za izo-
horne adiabatne sustave (konstantan V' i S, tj. dV i dS su nulfunkcionali).

MPrecizniji uvjet je oblika d® = X dz gdje X dx predstavlja poopéeni rad (sve oblike nevolumnog
rada).



4.9. PRIMJENE U FENOMENOLOSKO.J KEMIJSKOJ TERMODINAMICI ~ 125

Pri rjesavanju prethodnog zadatka kombiniranjem prvog i drugog stavka termodi-
namike dobit ¢ete korisnu jednakost linearnih funkcionala koja vrijedi za reverzibilne
procese u kojima je jedini moguci rad volumni:

dU = TdS — pdV.

Zadatak 12. DokaZite da je entalpija H = U + pV termodinamick: potencijal za
izobarne adiabatne sustave (konstantan p 1 S, tj. dp i dS su nulfunkcionali).

Pri rjesavanju prethodnog zadatka dobije se sljedeca jednakost diferencijala (koja
vrijedi za reverzibilne procese u kojima je jedini mogudi rad volumni):

dH = dq+ V dp.

Vidimo: u (infinitezimalnim) izobarnim procesima promjena entalpije jednaka je toplini
prenesenoj izmedu sustava i okoline.

Zadatak 13. Dokazite da je Helmholtzova energija A = H—TS termodinamicki poten-
cijal za izohorne izotermne sustave (konstantan V i T, tj. AV i dT su nulfunkcionali).
U tu svrhu prvo izvedite formulu

dA = —pdV — SdT.

Po definicijama danim prvim i drugim stavkom su unutrasnja energija U i entropija
S funkcije stanja. Funkcije stanja su i Gibbsova energija G = U + pV — T'S, entalpija
H = U+pV te Helmholtzova energija A = U —T'S jer su razlike odnosno zbrojevi funk-
cija stanja. Stoga su (iako ne znamo formule za njih pa ne znamo direktno izracunati
njihove diferencijale) njihovi diferencijali egzaktni te za sve njih vrijedi

de:o,

B
AY :/ ay,
A

gdje je Y bilo koje od svojstava U,G, H, A, S. Pritom su A i B bilo koja dva stanja
sustava, a | 1 oznacava krivuljni integral po bilo kojoj krivulji od A do B.

U kemijskoj termodinamici ¢este su oznake poput (%)T kojima se zeli istaknuti da
nas zanima promjena Gibbsove energije G obzirom na promjenu tlaka u izotermnim
uvjetima. Strogo matematicki gledano, takve oznake su besmislene jer su po definiciji
pri odredivanju parcijalne derivacije sve varijable funkcije, ma koliko ih bilo, izuzev
varijable po kojoj deriviramo smatraju se konstantnim. Ipak, kako se u kemijskoj ter-
modinamici rijetko na pocetku isti¢e o kojim varijablama svojstvo ovisi (nije uobi¢ajeno
pisati G = G(T,p)) jer se isto svojstvo moze promatrati u razlicitim okolnostima,

oznaka ( %)  istice da funkcija G u promatranom kontekstu ovisi samo o dvije varijable
T i p. Nadalje, u duljim racunima za razlicite uvjete takva oznaka olaksava shvacanje

koja svojstva se trenutno razmatraju. Oznaceno kako bilo, (%—g)T ili %—2 ima isti smisao:

procjenu promjene vrijednosti svojstva GG ako je promjena svojstva p infinitezimalno
mala, a sva ostala svojstva se ne mijenjaju.
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Iskoristimo to za dobivanje Gibbs-Helmholtzove relacije za Gibbsovu energiju i en-
talpiju (tzv. druga Gibbs-Helmholtzova relacija). Ona se dobiva iz definicije egzaktnog
diferencijala. Kako je G = H — T'S, bez pretpostavke o konstantnosti nekog od svoj-
stava imamo (vidi stranu

dG = Vdp — SdT.

Kako je Gibbsova energija funkcija stanja, dG je egzaktan, tj. oblika

oG oG
i (%), e (29)

0G oG
(a—p)T =Y (a—T)p— -

Uvrstavanje posljednje jednakosti u definiciju G = H — T'S daje Gibbs-Helmholtzovu

Slijedi:

relaciju
158
p
odnosno 00
H=G-T[—) .
o-7(5)

Zadatak 14. Prva Gibbs-Helmholtzova relacija na slican nacin povezuje unutrasnju i

Helmholtz-ovu energiju:
0A
U=A-T|—| .
(8T) 1%

LIzvedite prou Gibbs-Helmholtz-ovu relaciju.

I cetiri Maxwellove formule se mogu dobiti direktno iz definicije egzaktnog diferen-
cijala, koriste¢i Eulerov kriterij egzaktnosti. Svaka od Maxwellovih formula dobiva se
iz egzaktnosti jednog od diferencijala dU, dH, dA i dG. Primjerice, kako je

dG = —SdT + V dp,

budu¢i je dG egzaktan, mora zadovoljavati Eulerov kriterij pa je

(3).~ (@),

To je jedna od Maxwellovih formula.

Zadatak 15. Iz egzaktnosti dU =TdS —pdV, dH =TdS+Vdp i dA=-5SdT —

pdV izvedite ostale tri Mazwellove formule.

Opcéenito se parcijalne derivacije jedne termodinamicke funkcije sta-
nja po drugoj zovu termodinamicki koeficijenti.
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Parcijalne molarne veli¢ine Y} opisuju promjenu ekstenzivnog (dakle o veli¢ini sus-
tava ovisnog) svojstva obzirom na male promjene mnozine jednog sastojka J sustava.
Preciznije:

aY
an J

Jedna od najvaznijih parcijalnih molarnih veli¢ina je kemijski potencijal koji se u izo-
barno izotermnim uvjetima definira s

G- (5‘_G>
anJ T

(podrazumijevamo da su u gornjoj formuli i sve mnozine ostalih u sustavu prisutnih
sastojaka konstantne). Ukoliko se u sustavu mogu dogoditi i promjene sastava, uz
volumni, mogu¢ je i kemijski rad opisan diferencijalom ) ;pydny. U tom slucaju se
taj rad treba dodati u odgovarajuéi izraz za kemijski potencijal G:

Y =

dG = —SdT +Vdp+ > _ pydny,
J

odnosno u izobarno izotermnim uvjetima

dG = Z 125 dnJ.
J

To se moglo dobiti i direktno iz definicije py kao parcijalne molarne veli¢ine jer je
dG egzaktan pa (ako su tlak i temperatura konstantne, preostaje samo moguénost
promjene kemijskog sastava, tj. promjene mnozina sastojaka) mora vrijediti

oG
dG = XJ: (a—m)ﬂ dny = EJ:MJ dn;.

Reakcijski gradijenti ekstenzivnih svojstava opisuju njihove promjene obzirom na

malu promjenu dosega reakcije:
aY

8_57
d£ 1

gdje je doseg £ definiran sa =5 a J bilo koji sastojak sustava. Osobito ¢esto se

koristi reakcijski gradijent Glbbsove energije, zvan reakcijska Gibbsova energija. Imamo
dakle
oG

8_5 .

AY =

A G =

Iz izraza dG =) _; py dny dobivamo da je

ZMJanJ Z Vil
9y

Pritom smo koristili formulu 5% = - Dakle, ako znamo jednadzbu reakcije i kemij-
oy

Y
ske potencijale svih sudionika reakcija (u izobarno izotermnim okolnostima) reakcijska
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Gibbsova energija je linearna kombinacija kemijskih potencijala sudionika reakcije u
kojoj su koeficijenti toéno pripadni stehiometrijski koeficijenti.

[ako se prethodni rac¢uni zasigurno mnogima ¢ine formalni i bez puno veze sa
stvarnoscéu, ipak daju bitne informacije o stvarnosti. Naime, gornji matematicki iz-
vodi daju neke zakljucke koje bismo mogli iskustveno, ali bez potpune pouzdanosti,
uociti te nam matematicki izvod garantira tocnost zakljucaka uz uvjet da su pretpos-
tavke tocne. Sam izvod pak zapravo i nije nuzno znati, ali kako su sve gornje formule
relativno tesko pamtljive, uglavnom je lakse zapamtiti par osnovnih pretpostavki (prvi
i drugi glavni stavak, egzaktnost diferencijala funkcija stanja, definiciju kemijskog po-
tencijala i reakcijskog gradijenta), a kona¢ne formule zatim izvesti iz tih pretpostavki.
Bilo da se kemicar ogranici na gledanje konacnih formula svakog izvoda ili na samos-
talno izvodenje istih, u oba slucaja jedina korist od dobivenih formula je ako ih znade
interpretirati u realnijem kontekstu. Tako recimo formula dG = —SdT + V dp znaci
da se (ako nema nevolumnog rada i ako je proces reverzibilan) svaka (infinitezimalna)
promjena Gibbsove energije sustava sastoji od doprinosa promjene temperature (koji
iznosi aproksimativno —SAT, tj. jednak je suprotnoj vrijednosti produkta entropije
sustava i promjene temperature) i doprinosa promjene tlaka (koji priblizno iznosi V Ap,
tj. jednak je produktu volumena sustava i promjene tlaka sustava).

Primjer 172. U sustavu u kojem se mogu mijenjati temperatura, tlak 1 mnoZine sas-
tojaka A i B imamo

H H H H
ar=(50) (50w (5h) am(fn) am
or p,nA,NB Ip TnanB Ona p,T,np Onp p,Tna

Ta formula znaci da se inifinitezimalna promjena entalpije moZe postici infinitezimal-
nim, pojedinacnim, promgjenama temperature, tlaka i mnozina sastojaka. No, ona
daje © mnogo vise. Buduci da nije mogucée napisati formulu za H, tj. izraz oblika
H = H(p,T,na,ng), ona omogucuje aproksimativno izracunavanje promjene entalpije
ako su poznate promjene temperature, tlaka © mnozZina sastojaka te relativne promgjene
entalpije pri (malim) pojedinacnim promjenama tih parametara, a te se promjene mogu
myeriti eksperimentalno. Odgovarajuca formula za aproksimativno izracunavangje pro-
mgene entalpije je

ar=(G0)  are () ae(gn) am(pe) am
or P;nANB Op Tna,nB Ona p,T)ng On J AN

Primjer 173. Lancano pravilo moZe se iskoristiti za dobivanje formule za funkciju
stanja, recimo unutrasnju energiju U, ukoliko promijenimo temeljne varijable koje opi-
suju stanje sustava. Primjerice, ako stanje plina identificiramo s uredenom trojkom
(T,V,n) (recimo jer su uvjeti izobarni), imamo U = U(T,V,n) i

oU oU ou
= (= T — — .
v <8T)V,n e (aV)T,n W <an)T,V an

S druge strane, wu izohornim okolnostima pogodnije je stanje plina opisati trojkom
(T, p,n) te je tada

ou ou ou
dU = (—) dT + <—) dp + <—) dn.
oT o op )., on T

)
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Razummno je postaviti pitanje kolika je razlika izmedu relativnih promjena unutrasnje
energije obzirom na promjenu temperature (iskazanih parcijalnim derivacijama g—g ) u

ova dva slucaja:
ou ou
= =\ == +7.
or)y., orj,.,

Lancano pravilo nam daje mogucénost da tu razliku izracunamo. Racunamo:

U\ _(QUN (9N (OUN (O (OU\  (on
oT Vm_ or ), \oT )., Op ) 10 \OT ) 1,y on ), \OT ).,

Kako je g—g u svim okolnostima jednako 1, a (%)Vn

konstantnoj mnozini je nula) dobivamo traZenu vezu

U\ _ (U (0UN  (op
oT Vm_ or),., Op )7 \OT )\

Primjer 174. U iwzohornim okolnostima moZemo govoriti o izohornom toplinskom ka-

pacitetu
dq oS
o= (ar),, =7 (0r).,.

a u 1zobarnim okolnostima moZemo govoriti o izobarnom toplinskom kapacitetu

(0q\ .. [0S
- (), (3)..

Nadalje, u izotermnim okolnostima definirana je izotermna kompresibilnost (stlac¢ivost)

=y op Tﬂ?

a u 1zoentropijskim uvjetima adijabatska kompresibilnost

T~y op S,n‘

= 0 (promjena mnoZine pri

Vrijedi:

Izvedimo tu jednakost:

Koristenjem Fulerovog ciklickog pravila u brojniku © v nazivniku dobije se da je pret-
hodni kvocijent dalje jednak

- <%>T,n (g_;)Sm, (?9_V>T,n (§>T7n <6_V>T,n KT
el

S D p
— (95 ovy .
(e s (2, (2). (%), *s
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U zadnjem redu smo za dobivanje prve jednakosti koristili formulu 8—3 = alr , za do-

bwcmje druge lancano pravilo, a za dobivanje zadnje smo razlomak prosmlz faktorom

V.

Kao u prethodnom primjeru, c¢esto se u kemijskoj termodinamict po-
javljuje parcijalno deriviranje po mnozini n, koja je zapravo diskretna varijabla. Ipak,
racunanje % moze se opravdati, © to na vise nacina. Uobicajeni argument je da ra-
cionalni broj n zapravo opisuje brojnost N € N koja je wvijek vrlo velik broj i cija
diskretna promjena za primjerice 1 je ekvivalentna infinitezimalnoj promjeni n. Taj
argument je intuitivan, ali ocigledno neprecizan.

Istu stvar mogli bismo argumentirati i« ovako: n dozvolimo da bude kontinuirana va-
rijabla koja se krece unutar intervala [0, 4+00), ali pri uvvrstavanju nikad ne wvrstavamo
njene ne-prirodne vrijednosti (ne radimo li slicno i u veéini matematickih zadataka?).
Mogucée je reci i ovako: ako je f derivabilna i ovisi o n, onda je po definiciji

o) = ting L ED =00 i (7 (o2 ) = 00w

€T n—-+oo
gdje smo koristili neprekidnost funkcije [ zbog koje je hII(l) f(no+z) = hrf f(no+1/n).

1t Ponovimo bitno... U fenomenoloskoj kemijskoj termodinamici diferencijali se
koriste kao indirektni opisi pojedinih svojstava sustava, odnosno njihovih infinitezi-
malnih promjena. Promjena nekog svojsta tokom nekog procesa moze se racunati kao
krivuljni integral odgovarajuceg diferencijala duz krivulje koja opisuje proces. Funkcije
stanja su tocno ona termodinamicka svojstva za koja iznos te promjene ne ovisi o nac¢inu
na koji je promjena postignuta, dakle ona koja su opisana egzaktnim diferencijalima.
Najvaznije funkcije stanja su one koje se mogu mjeriti na apsolutnoj ljestvici, primjerice
p, V i T, te unutrasnja energija U (definirana prvim glavnim stavkom termodinamike,
tj. s dU = dw+ dq)), entropija S (definirana drugim glavnim stavkom termodinamike,
tj. s T'dS = dgq), entalpija H = U + pV i Gibbsova energija G = H —T'S. Rad w i
toplina ¢ nisu funkcije stanja, dakle njihovi diferencijali dw i dg nisu egzaktni. ©

4.10 Zadaci za vjezbu

1. (a) Akoje f(x,y) = ;;”23” , pokazite da je f(a,2a) = —6, a # 0.
(b) Ako je

3ry? — 24/x6 — 33y + 240
flz,y) =
T+ 2y

pokazite da je f(tz,ty) = t>f(z,y), t # 0.

9

2. Odredite prirodnu domenu funkcija

(a) flx,y) =3vx — 2y +\/5%.
(b) flz,y) =In(4 —2* —y).
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=In(xIn(z —y)) .

)+

eR?:

Rjesenje.
(@) % -
(c) 5=
(¢)
(f)

y of __

x24y2) By -
of

_ x
5 = T 0=
of — _wvE Of _
ox z2y2+27 Oy

z\/z of __

Y
y,2) € R¥: 2(2? + ¢

x + dxy?, ‘3—5 = 3y + 422y .

/ 2+y2+z2

z2y%2427 0z

= /22 +y?— 22 —4y.

(y—2)* > 5} .

ER:z>0,y<a—-1}U{(z,y) eR?:2<0, z—-1<y<ua}.
>0, 0<y<ztU{(z,y) eR?®:2<0, 2 <y<0}.

) < z<a?+97).

af _ 1 of _
— Z+y’ oy

of _
, 8 =a¥lnx.

T y(zty)

(d) 5

1
ENCE 2+z :

. Izracunajte vrijednosti parcijalnih derivacija prvog reda u zadanim tockama

(a) flz,y) = Jzy+5, X=(21).

(b) fla,y) = ay+aet, X =
() flx,y,2) =In(zy + %),
RjeSenje.

() 2(X) =
(c) g(X)=

Ox
(a) Pokazite da funkcija u(z,y)
rencijalnu jednadzbu

1
29
1

d.

(=
X

2,0) .
= (1,2,0) .

= In(2? + zy + y?) zadovoljava parcijalnu dife-
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(b) Pokazite da funkcija u(z,y, z) = 4= zadovoljava parcijalnu diferencijalnu

jednadzbu
o o on_
oxr  dy 0z
6. Odredite f(x,y) ako vrijedi
of 2z + 9>
i Wty , f(Ly) =cosy.
x x

Rjesenje. f(z,y) =4yx +y?’Inx +cosy — 4 .

7. Koristeéi lan¢ano pravilo odredite %, ako je

(a) flzy) =1, z(t)=1Int, y(t)=¢".
(b) f(z,y,2) = \/ﬁ , x(t) =4cost, y(t) =4sint, z(t)=t.

Rjesenje.
df _ (tlnt—1)et af _ 1
@) &= ) G=1

8. Koristeci lancano pravilo odredite f Bv’ ako je

f(x,y) = arctg y . x(u,v) = v — 0% y(u,v) = 2uv .
x

e . of _ _2v of _ 2w
Rjesenje. 3. = T oy = Twye

9. Odredite sve parcijalne derivacije drugog reda za funkcije
2 2
(2) flz,y) =% + % — 229"
(b) flw,y) = (2zy +y*)** .
(¢) flz,y) = arctg {2 .

Rjesenje.
Pf | g2 P Pf 2f _
(a) oz — 1 4y ' Ox0y ~ OyOx Sl'y, oy oy T 3 — 43:
(b) &4 = °f _ f _ Bayr2y?) 0% _ w
9x2 \/2acy+y2 ’ Ozdy Oyox \/Qxy—I—yQ » By? /2:cy+y2 .
(C)ﬁ__ 2z f _f g Pf 2y
0z —  (1+422)27 9zdy ~ 9yox ~— T 9y (1+y?)? -

10. (a) Pokazite da funkcija u(x,y) = sinx sin 2y zadovoljava parcijalnu diferenci-
jalnu jednadzbu

Pu 4(92u
oy: Oz’
(b) Pokazite da funkcija u(z,y) = arctg? zadovoljava parcijalnu diferencijalnu
jednadzbu
0?u %

o oy -
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11.

12.

13.

14.

15.

. 33_f O3f . 93f .
Odredite 55, 3255- 55 1 Geanas ako je

flz,y,z) = a'y’z? .

Rjesenje. 24 = Q(i) = 2xyB22, 2L = 2 ( 0% f ) = 36x%y?2?,

ox3 Ox \ Ox? ' 9z20y Oz \ 8zdy
f  _ 9 (0% _ 3,2
0zx0ydz %((’Efﬂz) = 24x yz.

Odredite V f te izracunajte V f(X), ako je

(a) f(z,y) =5(a® +4?), X =(1,2).

(b) flw,y,2)=2>+y*+ 2% X =(-1,3,3).

(¢) fla,y,2) = 52° — 39" + 4z + 2%, X =(0,2,1).

Rjesenje.
(a) Vf= ($2_T_y2a xzf_y2)ta Vf(l,Q) = (%a %)t .
(b) Vf=(22,2y,22)", Vf(—1,13)=(-21,6)".

1
(¢) Vf=(2?+4z,—y 4z +22)", Vf(0,2,1)=(4,-2,2)".
Odredite jednadzbu tangencijalne ravnine na zadane plohe u navedenim tockama:

(a) na rotacioni paraboloid z = x? + y* u tocki (1,2, 6).
(b) na éunj 22 = & + 42 u tocki (8,3, —5).
Rjesenje.

(a) 2e+4y—2z=4. (b) 20+3y+52=0.

Odredite jednadzbu tangencijalne ravnine na plohu z? + 2y? + 322 = 21 koja je
paralelna ravnini x + 4y + 6z = 0.

Rjesenje. 2z + 8y + 6z =21 .

Odredite lokalne ekstreme funkcija

(a) f(z,y)=ay—2°>—y+6x—38.

(b) flz,y) = a* +y* — 222 + 4oy — 2y*> + 8 .
(¢) flz,y) =Ing +2Iny+In(4 -2 —y)
(d) flz,y,2)=a?+y*+22—ay—z—2z.
Rjesenje.

(a) (4,4) tocka lokalnog maksimuma.

b) (£v/2, ¥v/2) tocke lokalnog minimuma, (0,0) sedlasta tocka.
¢) (1,2) tocka lokalnog maksimuma.

d) (2,3,1) tocka lokalnog minimuma.



134

16.

17.

18.

19.

20.

21.

POGLAVLJE 4. FUNKCIJE VISE VARIJABLI

Zadane su tocke A(0,0), B(1,0) i C(0,1). Odredite tocku 7' u trokutu ABC

tako da je zbroj udaljenosti te tocke od vrhova trokuta najmanji.
Rjesenje. T'= (l 1) )

373

Odredite lokalne ekstreme funkcija uz zadane uvjete

(a) f(x,y) =2x+y+ 10, uz uvjet zy = 8.
(b) f(z,y) = €™, uz uvjet x +y = 4.
) f(z,y) = —x —y, uz uvjet 2% + 3> = 2.
) f(z,y) = 3z + 4y, uz uvjet x> + y* = 4.
Rjesenje.
(a) (2,4) tocka lokalnog minimuma.
(b) (2,2) tocka lokalnog maksimuma.
(c) (—1,—1) tocka lokalnog maksimuma, (1, 1) tocka lokalnog minimuma.
(d) (£, 8) tocka lokalnog maksimuma, (—2, —2) totka lokalnog minimuma.

Od svih pravokutnih paralelepipeda volumena 8 odredite dimenzije onog kojemu
je oplosje najmanje.

6
5

Rjesenje. =z =y =z =2 (kocka).

Na elipsoidu ‘g—; + 9% + 22 = 1 nadite tocku koja je najudaljenija od ravnine
3r + 4y + 12z = 288.
Rjesenje. (9, é, %)

Izracunajte dvostruke integrale

) f02 fol(xQ +2y)dxdy .

1 (2 342
) fo 0 34-1—;_25 dyda .

¢) [, Ji % dyde.
Rjesenje.
@ 5. M. (o 7.
Zamijenite poredak integracije u dvostrukim integralima
) S (o, flay) dz) dy .
) o (f‘”mf (2,y) dy) de
o) [0 (T fay) dy) et [ (f2 f(a,y) dy) da
Rjeéenje
fo (f2* f(z,y)dy) da .
( S (fo1 Y flw,y)da) dy + fy ([ Flry) de) dy
fo(f — f(z,y)do) dy .
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

Izracunajte povrsinu Py = [ [, dady, ako je

(a) A pravokutnik sa vrhovima (1,0), (5,0), (5,3) 1 (1,3).
(b) A trokut sa vrhovima (0,0), (3,0) i (3,4).

(c) A lik omeden parabolom y = 2x? i pravcem y = 2.
Rjesenje.
(a) Py = f03 f15 dedy=12. (b) Py = f03 f()%m dydr =6.

172

(€) Pa=[2) [y, dyda = %

Prijelazom na polarne koordinate izracunajte

) [ [, V/4—a? —y*dady, A polukrug 2® +y* < 4, y > 0.
b) [ [,v/2*+y?dedy, A krug 2% + ¢ < 4z
Rjeéenje
/2 4 cos
fo fo —T2rdrd<p— (b) f7/r/2f0 v 2drdg0—256.
Izracunajte volumen V = [ [, f(z,y) dz dy izmedu plohe z = f(z,y) i podrucja
integriranja A, ako je
(a) flz,y)=2?+y*+1, A=1[0,1] x [0,2].
(b) f(z,y) =1+ =z +y, A trokut sa vrhovima (0,0), (1,0) i (0,1).
Rjesenje.
( )V = fo fo ?+y?+1)dyde =2 .
YV = fo o (A4 z+y)dyder=2.
Prijelazom na polarne koordinate izracunajte volumen tijela omedenog parabo-
loidom z = 4 — 22 — 9/? te ravninom z = 0.
Rjesenje.
ffx2+y2§4(4 —2? —y?)dordy = 87 .

[zracunajte trostruke integrale

f2 f122/2f03 1+ z)dzdydx .

fo 1 Y1 - 2)yzdzdyde .
Rjesenje.
(a) 50. (b) 17 -

[zracunajte trostruki integral

/// drdydz
v(@+y+z+1)37

pri cemu je V' podrucje omedeno plohama r=0,y=0,z=01iz4+y+2=1.
C . 1 11—z l-z—y 1 5
Rjesenje. [, dz [; " dy [, =3sn2— ;.

x+y+z+1)



136

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
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Prijelazom na cilindri¢ne koordinate izracunajte
) f02 I 2re f03 zy/22 +y2dzdyde .
b) [[ [, dedyde, V ={(2,y,2) € R®: 2% + ¢ + 2% < 22, 2% + ¢ < 2%} .
Rjesenje.
(a) ﬂ/Q fOQCOw fo zr?dzdrde =8. (b) OZW fol ferrdz drdp =17 .

Prijelazom na sferne koordinate izracunajte

W) [ P Y ) dedy

Va—z?
fffv\/l + (22 +y?2 + 22)32drdydz , V kugla 22 + y* + 22 < 1.

Rjesenje.
(a) 027r OW/Q rtsin® 0 drdf dp = 2B

ol RV r2sm¢9drd9dcp =5(2v2-1).
Koriste¢i formulu [ [ [, dodydz, izracunajte volumen

(a) tijela odredenog sa y? =4 — 3z, y* =2, 0< 2 <2,
(b) dijela valjka 2? + y? = 4x izmedu ravnine z = 0 i paraboloida z = x? + ¢

(c) tijela omedenog plohama z? + y? + 22 = 2z i 2% + y* = 22

Rjesenje.

14
a) f—ll fy%(4 y?) f02 dzde dy = %2 . fﬂ/? f04cos<p fOTQTdZ dr dp = 24 |
(c) Ogﬂ OF/4 0200567"2 sinfdrdfdy =7 .

Zadana je skalarna funkcija f(z,y, z) = 42?y — y32%. Odredite Vf i V2f.
Rjesenje. Vf = 8xyi + (422 — 3y222)] — 2y3zk , V2f = 8y — 6yz2 — 23 .

Zadana je vektorska funkcija F(z,y,z) = 2% + y2j + zyzk. Odredite div F i
rot F'.

Rjesenje. div FF =2z +42y+axy, rot F = x2i — yzj :

Nekajer—a:z—i—yj—I—zklr— |7 = /22 + y? + 22. Pokazite da je

— 1 — N
V=", v(-):-%, divi=3, rot7=0.
T T T

Pokazite da je vektorsko polje
F(z,y,2) = (y+2)i+ (x+2)]+ (x+y)k

potencijalno tj. da vrijedi rot F = 0. Nadalje, pokazite da je sa flz,y,z) =
xy + xz + yz dan njegov potencijal.
Rjesenje. tot F =0, Vf=F.
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35. Odredite konstante a, b, c € R tako da vektorsko polje
F(x,y,2) = (¢ + 2y + az2)i + (br — 3y — 2)j + (4 + cy + 22)k

bude potencijalno.
Rjesenje. rot F' = 0 = a=4,b=2 c=—1.

36. Pokazite da je vektorsko polje

3x 7 6%y - 3z 7
14 22 (1+x2)2] 14 22

F(z,y,2) =

solenoidalno tj. da vrijedi div F' = 0.

37. Odredite diferencijal funkcija

(a) f(z,y) =23+ y>—3zy .

(b) f(z,y) = arctg  u tocki (1,1).

(c) flz,y,2) =zyz.

(d) f(x,y,2)= \/TTyQ u tocki (3,—4,5) .
Rjesenje.

(a) df(x y) =302 —y)dz +3(y* —z)dy .
(b 1) = 5(dz — dy) .

) df(1,1) =
(c) df(z,y,z )—yzdx+a:zdy+xydz
(d) (3,—4,5) = =(—3dz +4dy + 5dz) .

38. Izracunajte krivuljne integrale prve vrste

Ix \/%yz% , ako je v = OA usmjerena duzina od O(0,0) do A(1,2).
(b) fyyds , ako je v dio luka parabole y? = 22 od O(0,0) do B(4,2v2).
(c) [ y*ds,akojey : [0,2n] = R? 7(t) = (t —sint, 1 — cost).

(d)

(e)

Rjesenje.

(a) m(1+v2). (b) B (¢) B, (d) B2, (¢) 1+V2.

39. Izracunajte duljinu luka ¢unjaste zavojnice

Jyeyzds, akojey : [0,1] = R, y(1) = (¢, V26, 5).
fv(:p +y)ds , ako je v trokut OAB sa vrhovima O(0,0), A(1,0) i B(0,1).

x(t)=e'cost, yt)=etsint, z(t)=e"'

od tocke O(0,0,0) do tocke A(1,0,1).
Rjesenje. [ =+/3.
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40. Izracunajte krivuljne integrale druge vrste

(a) f y*dor — 22dy , ako je v = AB usmjerena duzina od A(0, 1) do B(1,0).
(b) f 622y dz + 102y dy , ako je v dio krivulje y = 23 od C(1,1) do D(2,8).
() [,ydz—axdy, akojey : [0,47] = R? ~(t) = (2(t —sint),2(1 — cost)).
(d) [(y—2)dv+ (2 —2)dy+ (z —y)dz , ako je v : [0,27] = R, 7(t) =
(2 cost, ZSint,St).
f7 r3dr+32y*dy— 2%y dz , ako je v = MO usmjerena duzina od M(3,2,1)
do 0(0,0,0).
Rjesenje.
(a) —2. (b) 3132. (c) 487. (d) —20m. (e) —%.
41. Odredite opce rjesenje egzaktnih diferencijalnih jednadzbi
(a) (23 + 3zy?)dz + (y* + 32%y)dy = 0.
(b) e¥dx + (ze¥ —2y)dy = 0.
(c) (z+ ev) dz + (1 - —)ev dy=0.
(d) (% )dx—l—(lnx——)dy—o
(e) yrx¥'dr+a2¥lnzdy=0.
Rjeéenje
(a) % +3w2y2+y4—4:C,CG[R. (b) ze¥ —y?=C, C €R.
(c) 7~l—yey =C,CeR. (d) x—;+ylnx:C’, CeR. (e) 2¥=C, CeR.



Poglavlje 5

Metoda najmanjih kvadrata

Jedna od najvaznijih metoda za obradu eksperimentalnih podataka je metoda naj-
manjih kvadrata. Osnovni problem koji rjesava ova metoda je: kako iz dobivenih
eksperimentalnih podataka dobiti funkcionalnu ovisnost. Malo konkretnije,

Problem 1: Za zadani niz parova brojeva (z;,v;), ¢ = 1,...,n, trazi se funkcija
y = f(z) takva da je ukupna greska aproksimacije §to manja.

Pri eksperimentu dobivene su za razne temperature iduce vrijednost:
tlaka para etanola kad su faze u ravnotez{l):

t/°C|T/K | p/torr
25 298,15 | 55,900
30 303,15 | 70,000
35 308,15 | 93,800
40 313,15 | 117,50
45 | 318,15 | 154,10
20 323,15 | 190,70
99 328,15 | 241,90
60 333,15 | 304,15
65 | 338,15 | 377,90

Kako procijeniti koliki je tlak pri temperaturi 28°C? Da bismo to procijenili, potrebno
je procijeniti funkciju y = f(x) (x = t/°C ili x = t/K, y = p/torr). Ako je ona dobro
odredena, tlak pri 28°C mocéi cemo odrediti uvrstavanjem u funkciju f.

U pravilu pri mjerenjima o¢ekujemo da tocke (z;, y;) zapravo nisu egzaktno na grafu
funkcije ovisnoti y o z, tj. ocekujemo da postoji eksperimentalna greska. Stoga trazimo
funkciju ¢iji graf ne mora prolaziti toéno kroz te tocke (ne zahtijevamo y; = f(x;) za
sve 1), nego trazimo funkciju tako da je ukupno ,rasipanje” zadanih toc¢aka oko njenog
grafa §to manje: f(z;) = y; za sve i.

!Dvije faze su u ravnotezi ako su im kemijski potencijali jednaki.

139
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Problem 2: Kako za danu funkciju y = f(z) opisati ukupnu gresku obzirom na zadane
parove (x;,y;), i =1,...,n?

Obiéno podrazumijevamo da nema greske u apscisamaP}, pa je razumno gledati samo
vertikalna odstupanja od vrijednosti funkcije: y; — f(z;) odnosno f(x;) — y;. Bududi
je obi¢no nebitno je li rezultat manji ili ve¢i od tocnog, kao mjeru greske za pojedinu
tocku mogli bismo uzeti |f(z;) — y;|. No, kao sto éemo uskoro vidjeti, biti ¢e nam
potrebna derivabilnost ovih gresaka te je uobicajeno gresku aproksimacije funkcijom f
u tocki (z;,y;) mjeriti izrazom E; = (f(x;) — y;)?. Ukupna greska aproksimacije u
tom slucaju opisuje se kao zbroj takvih lokalnih gresaka:

E= ZEz = Z(f(mz) - yi)Q-

=1

Kako minimizirati £?7 Da bi bilo mogu¢e odgovoriti na to pitanje mora se pret-
postaviti oblik funkcije f kojom ¢emo aproksimirati podatke. Najcesée se koriste afine
funkcije f(z) = ax+0bikvadratne funkcije f(z) = ax?+bx+c. Stvarni problem je sada:

Problem 3: Ako smo pretpostavili oblik funkcije f, s nepoznatim parametrima a, b,
¢, ..., kako minimizirati E?

Konkretno, u navedena dva slucaja aproksimacije afinom odnosno kvadratnom
funkcijom imamo redom

E= Z(cmi +b—y)?,
i=1

n

E = Z(am? +bx; + ¢ — yi)%

i=1
U svim ovakvim slu¢ajevima poznate su vrijednosti (z;,v;), ¢ = 1,...,n, a nepoznati
su parametri a, b, ¢, .... Stoga u svrhu minimizacije od £ mozemo uzeti da je E funk-

cija nepoznatih parametara funkcije f, tj. trazimo (globalni) minimum funkcije oblika
E(a,b,c,...). Vidimo da se radi o problemu odredivanja ekstrema diferencijabilne re-
alne funkcije vise varijabli. Kako su jedine kriticne tocke takve funkcije stacionarne
tocke, moguci koeficijenti a, b, ¢, . .. dobiju se rjesavanjem sustava

VE =0,

.
OE OE OF
da  Ob  Oc

Kod aproksimacije afinom funkcijom imamo

= 0.

n

E(a,b) =Y (az; +b—y;)%,

i=1

2Mozemo to reéi i ovako: uzima se da je sva greska akumulirana u ordinatama.



141

g—f = 2i(ami+b—yi)xi = 2ix?a+2ixib—2i$i% =0,
i=1 i=1 =1 =1

n n

aa—f :ZZ(axi—l—b—yi) ZQina—i—an—QZn:yi =0.
i=1 i=1 i=1

Stacionarna tocka (a,b) za funkciju ukupne greske E bit ¢e stoga rjesenje sustava dvije
linearne jednadzbe s dvije nepoznanice a i b:

522 -G+ Sz - b= 54y

Szra+n-b=s,

pri cemu je

(zbroj kvadrata apscisa),
n
Sy = Z ZT;
i=1
(zbroj apscisa),
n
Spy = Z TiYi
i=1

(zbroj produkata apscisa s odgovarajué¢im ordinatama),

n
Sy = § Yi
=1

(zbroj ordinata), a n je broj parova podataka (u pravilu to je broj mjerenja). Cramerovo
pravilo za rjesavanje sustava daje formule za nepoznati koeficijent smjera pravca
| MSzy — 828y

a= 2
NSgz2 — S5

i slobodni ¢lan
b 5428y — SgpSay

NSz — 52

Za slucaj aproksimacije kvadratnom funkcijom na analogan nacin dobivamo
sustav tri linearne jednadzbe s tri nepoznanice a, b i c:

S aat (et (3= 3w
=1 =1 =1 =1

O adya+ O ahb+ O w)e=> i,
=1 =1 =1 =1
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Slika 5.1: Aproksimacija pravcem pomoc¢u metode najmanjih kvadrata.

n n

(vz)a + (Z ;)b + ne = Z Yi.

i=1

Iz prethodnog vidimo da bismo za konkretnu tablicu (z;,y;)-ova lako izracunali
koeficijente sustava i rijesili sustav. Time bismo dobili stacionarnu tocku za ukupnu
gresku E. Radi li se o tocki minimuma? Da. Intuitivni razlog za to je da je E ,u
biti” kvadratna funkcija s pozitivnim vodeé¢im koeficijentom (odnosno, zbroj takvih
funkcija) pa ocekujemo da ima toéno jedan ekstrem koji je ujedno globalni minimum.
Precizniji dokaz dobivamo pomoé¢u Hesseove matrice.

Ostanimo pri aproksimaciji afinom funkcijom, tj. pravcem. Izracunati koeficijenti
a i b precizno nam opisuju pravac u ravnini koji najbolje opisuje ovisnost koju smo
eksperimentalno dobili u obliku n tocaka. Pritom ,najbolje” znaci da se radi o pravcu
koji (u pravilu) ne prolazi tim tockama, ali je to medu svim pravcima u ravnini onaj oko
kojeg su te tocke najmanje rasute (ima najmanji zbroj odstupanja pojedinih tocaka).
Primjer takvog pravca prikazan je slikom [5.1]

Primjer 176. Kad bismo metodom najmangih kvadrata odredili afinu funkciju koja
najbolje opisuje podatke iz pm'mjem dobili bismo £— = 7,8662% —2324,2. To bi
dalo tlak pri temperaturi 28°C, tj. 301,15 K, iznosa p(301,15 K) = 44,714 torr.
Pogledamo v bolje pripadnu sliku podaci iz prvog primjera dosta ocigledno
odstupaju od afine ovisnosti. Problem je moguce preoblikovati koristenjem Clausius-

Clapeyronove jednadzbe
dp o AtrsH

dT  TA, V'

S Ays oznaceni su reakcijski gradijenti pri faznom prijelazu. Pretpostavimo da je re-
akcigska entalpija faznog prijelaza AyH = AvwpH konstantna. Nadalje, AyV =
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AvpV = AV, = Viu(g9) — Vin(l) = Viu(g9) = RT/p (pretpostavili smo da je molarni
volumen tekuce faze zanemariv u odnosu na plinsku te da je plinska aproksimativno
idealna). Time dobivamo sljedeéi aproksimativni oblik Clausius-Clapeyronove jednadzbe

dp _ pAvpH
dT  RT?

Separiramo varijable

dp  AwpH dT

p R T
pa integriramo:
P AvapH 1
| E— . IS
" Ttorr R T +&

pri cemu je C' konstanta integriranja i ovisi o promatranoj tvari ¢ sustavu. Vidimo dakle

da je y = In :B= uz navedene pretpostavke afina funkcija od x = %, s koeficijentom
smjera a = — }g_al‘f ¢ slobodnim clanom b = C.

Odgovarajuca tablica parova (z;,y;) je

1/T /103K~ | In -2
33540 4,0236
3,2087 4,2485
3,2452 4,5412
3,1934 4,7664
3,1432 5,0376
3,0045 5,2507
3,0474 5,4885
3,0017 5,7175
2,9573 5,9346

Prema izvedenom, podatke iz gornje tablice ima smisla aproksimirati afinom funkcijom.
Metoda nagmangih kvadrata daje

y = 20,280 — 4853,1K - 7.

Podaci iz tablice i izracunati pravac prikazani su na slici|5.4. Za pitanje iz pocetnog
primjera (koliki je tlak pri temperaturi 301,15 K?) imali bismo x = m 1Yy =
4,16505, tj. p = 64,396 torr.Da smo Zeljeli izracunati entalpiju isparavangja, imali bismo
—A““T”H = a = —4853,1 K, pa wurstavanje plinske konstante R = 8,3145 JK~' mol™*
daje AyapH = 40,351 kJmol ™.

Kao sto vidimo iz prethodnog primjera, vrlo je bitno imati neki argument za
koristenje odredenog tipa aproksimacijske funkcije. Konkretno, Clausius-Clapeyronova
jednadzba je bila argument da In :2— aproksimiramo afinom funkcijom od 1/T'. Cesto
ne postoji takav teorijski argument, nego eventualno skica parova podataka moze suge-
rirati odgovarajuéi tip funkcije. Cesto je nuzno isprobati i vise moguéih aproksimacija.
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In{ p/torr)

(1/T)/(107*/K)

30 312 34

Slika 5.2: Procjena tlaka temeljem metode najmanjih kvadrata.

Primjer 177. Recimo da smo pri nekoj kemijskoj reakciji mjerili koncentracije (jedi-
nog) reaktanta i Zelimo odrediti kojeg je reda reakcija. Imamo osnove za pretpostavku
da je reakcija reda bar 1 ¢ najvise 3. Reakcije s jednim reaktantom koje su prvog reda
opisane su integriranim zakonom brzine

A [l

n © — kivat,

In

e
c
reakcije drugog reda zakonom
1 1
=kt
[A] - [Al
a reakcije treceg reda s
! ! 2ksvat
s = 3 3UAL.
A" [Af

Za dane podatke, ako ne znamo kojeg reda je reakcija, mozZemo isprobati tri aproksima-
cije afinom funkcijom i vidjeti koja daje najmange greske e; = | f(x;) — yil.
Konkretno, neka su dani podaci

t/min | [A]/mol L™ In LA—@} 1/[A]/Lmol~! | 1/[A]?/L2 mol 2
) 0,715 | —0,33547 1,39860 1,95609

10 0,602 | —0,50750 1,66113 2,75935

15 0,501 | —0,69115 1,99601 3,98405

20 0,419 | —0,86988 2,38663 5,69603

25 0,360 | —1,02165 2,77778 7,71605

30 0,300 | —1,20397 3,33333 11,11111

35 0,249 | —1,39030 4,01606 16,12877

40 0,214 | —1,54178 4,67289 21,83597

45 0,173 | —1,75446 5,78035 33,41241
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Slika 5.3: Usporedba podataka s pretpostavkama da je reakcija prvog (lijevo), drugog
(sredina) ili treéeg reda (desno).

t
1 min’

Pretpostavimo li da je reakcija prvog reda (y = In %, xr = a = —kyvp -

1min, b =In A ]O) dobijemo In 5 Al — —0,0350min~" - t — 0,159 i pritom imamo greék

redom —0 00077921 0 0012463 0,00321276, —0,00418592, 0,00481993, 0,00189726,
—0,00119771, 0,00400898, —0,00324552 Zadane tocke i izracunati pravac prikazani su

slikom [5.3 lijevo.
Pretpostavka da je reakcija drugog reda (y = 1 mol Lfl/[A], r =1t/min, a = —kyvy -
1 molmin/L, b = 1molL™"/[A],) daje ag =0 105—L—t + 0,485 i pritom imamo

greskd] redom 0,562624, —0,430326, 0,452274 0,403668, 0,352597, 0,295654, 0,246145,
0,211982, 0,171498. Pripadna slika je srednja od slika[5.3.

Pretpostavka da je reakcija treéeg reda (y = 1 mol® Lz/i ]2 r =t/min, a = —2kzva-
1mol’ min/L?, b = 1mol®’L2/[A]}) daje ag = 0,709,z min - ¢ — 6,11 L% i pritom
1mamo greékdﬂ redom 2,259; 0,888; 0,263, 1,19; 1,953; 2,029, 1,293; 0,212, 3,803. Ovaj
slucag ilustriran je slikom desno.

Ocito smo u prvom slucaju dobili najmanje greske (sto je vidljivo i sa slike) te
zakljucujemo da je reakcija prvog reda, a koeficijent brzine reakcije je ki = 0,0350
min~!.

Primjer 178. Molarna provodnost kloroctene kiseline odredena je pri nekoliko razlicitih
koncentracija (uz konstantnu temperaturu). Dobiveni su podaci:

10%c /moldm ™ | 102A / Sm?mol !
0,110 3,621
0,303 3,289
0,590 2,956
2,82 1,971

30ve greske su racunate kao ¢; — (e¥®) mol/L).
mol/L

y(zy) *

50ve greske su ra¢unate kao ¢; — n;czlxl/)]; }

40ve greske su racunate kao ¢; —
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Za otopine slabih elektrolita primjenjiv je Ostwaldov zakon

1 1 cA\

L PR TP WL

gdje je A molarna provodnost elektrolita (u S cm? mol_l), Ao molarna provodnost pri
beskonacnom razrjedenju (konstanta za promatrani elektrolit pri fiksnoj temperaturi),
K je konstanta ravnoteze disocijacije slabog elektrolita (v molem™3), a ¢ je mnoZinska
koncentracija (v moldm ™).
Pomocu metode najmangih kvadrata odredit éemo molarnu provodnost kloroctene
kiseline pri beskonacnom razrjedenju te konstantu ravnoteZe disocijacije te kiseline.
Prvo je Ostwaldov zakon interpretiramo kao afinu funkciju y = ax + b stavljajuci

B 1Sm2mol™! B cA
y= A YT 108Sm U
1S2mmol ! ; 1SmZmol !
«@= —— = -
K(Ag)?2 Ay

U drugom koraku potrebno je prilagoditi tablicu (x;,y;)-ova gornjem obliku.

i =ciN; /Sm™ |y =A7" /molS'm2
3,9831-107° 27,6167
9,96567 - 10~° 30,4044
17,4404 - 106 33,8295
55,5822 - 10~ 50,7357

Sad se metodom najmangih kvadrata mogu odrediti koeficijenti a @ b:

2

Z; Yi | T TilYi
3,9831-107° 27,6167 | 1,58651 - 10~ 11 0,00011
9,96567 - 1076 30,4044 | 9,93146 - 10~ 0,000303
17,4404 - 1076 33,8295 | 3,04168 - 1010 0,00059
55,5822 - 1076 50,7357 | 3,08938 - 10~ 0,00282
sy = 86,9714 -107° | s, = 142,586 | s,2 = 3,50873 - 1077 | s,, = 0,003823

Dobivamo
a = 446782,0 mol S~ m™1,

~ 1,67805-10°7

~6,47089 - 10—

Trazilo se odredivanje Ny © K. Iz pocetnog povezivanja Ostwaldovog zakona s jed-
nadzbom pravca slijedi da je

= 25,9322 mol S~  m~2.

1
Ao = 7 = 0,038562 Sm® mol ",

IR i
K= — — —0,00150517 molm™>.
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A (mol S~ m™Y)

40l /

A/(S m™Y)

L] , . , , .
)({}}}Dl 0.00002 0.00003 0.00004 0.00005 -D.{):-!}Dg'

e

Slika 5.4: Graf uz primjer [178]

3t Ponovimo bitno... Metoda najmanjih kvadrata sluzi odredivanju one funkcije
zadanog tipa (afine, kvadratne, ...) ¢ija greska u odnosu na zadane podatke je najma-
nja; takvu funkciju zovemo najboljom aproksimacijom danih podataka. Ako su zadani
podaci uredeni parovi realnih brojeva, greska funkcije f u odnosu na njih se definira
kao zbroj kvadrata razlika izmedu ordinata koje su poznate i ordinata koje dobijemo
uvrStavanjem odgovarajuce apscise u funkciju f. Ako smo odabrali tip funkcije, onda
greska F ovisi o dva ili vise parametara koji odreduju konkretnu funkciju (primjerice,
ako funkcija treba biti afina, greska ovisi o koeficijentu smjera i slobodnom ¢lanu). For-
mule za odredivanje nepoznatih koeficijenata trazene najbolje aproksimacije dobijemo
sredivanjem formula dobivenih trazenjem stacionarne tocke greske E. ©

5.1 Zadaci za vjezbu

1. Tokom reakcije prvog reda u cetiri trenutka ¢ zabiljezene su iduce koncentracije
jedinog reaktanta A (radi lakSeg racunanja, zaokruzene su na jednu decimalu):

t/s 130 |60 |90 |120
[A]/mol L™" || 0,91 0,63 | 0,45 | 0,25

Poznato je da je vremenska ovisnost koncentracije za reakciju prvog reda dana s
[A]=[A]pe . Metodom najmanjih kvadrata (za aproksimaciju pravcem) odre-
dite koeficijent k; brzine reakcije i pocetnu koncentraciju. Skicirajte rezultate
mjerenja i dobiveni pravac u prikladnom koordinatnom sustavu.

Rjesenje. y = Il o = £ a =~k -1s, b=l y = 00142 + 037,

C
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In([A]/c®)

Y L 1 L 1 L Ll Ll
0 P 40 60 0 100 120 140 1fs

~10f

.\‘

Slika 5.5: Graf uz prvi zadatak.

Jey = 0,0145 L.

2. Tokom reakcije drugog reda ¢ija brzina ovisi samo o jednom reaktantu A u Cetiri
trenutka t zabiljezene su iduce koncentracije tog reaktanta:

t/min |20 [40 |60 |80
[A]/mol L™" || 0,062 | 0,044 | 0,031 | 0,025

Poznato je da je vremenska ovisnost koncentracije u reakcijama drugog reda za-

dana s [Tl] = ﬁ +kot. Metodom najmanjih kvadrata (za aproksimaciju pravcem)

odredite koeficijent ko brzine reakcije i pocetnu koncentraciju. Skicirajte rezul-

tate mjerenja i dobiveni pravac u prikladnom koordinatnom sustavu.
Rjesenje. y = ﬁ 1mel g = L g =k, . 1 melmin, bﬁ 1mey =412 4 7,5,

ko = 4,1 —— [A]p = 0,13 mol L.

mol min’

3. U kemijskoj termodinamici se veza standardne konstante ravnoteze i temperature

moze iskazati van’t Hoff-ovom jednadzbom, ¢iji jedan oblik je
RTInK® =TA,S” —AH".
Interpretirajte tu jednadzbu kao jednadzbu pravca y = ax 4+ b u koordinatnom

sustavu. Za reakciju Ag,O(s) = 2Ag(s) + 10,(g) izmjereni su ravnotezni tla-
kovi kisika pri razli¢itim temperaturama:

t/°C|p/mmHg

150 182
173 422
183 605

191 790
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Slika 5.6: Graf uz drugi zadatak.
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Slika 5.7: Graf uz treéi zadatak.
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Veza izmedu standardne konstante ravnoteze i parcijalnog tlaka kisika za ovaj
slu¢aj opisana je jednadzbom

o p(Og)
pe

pri éemu je standardni tlak p~ = 10° Pa &~ 750,1 mmHg. U koordinatni sus-
tav (u skladu s ranije odabranom interpretacijom - i y-osi) ucrtajte tocke koje
odgovaraju zadanim podacima. Metodom najmanjih kvadrata izracunajte koefi-
cijente pravca koji aproksimira zadane podatke. Nacrtajte taj pravac i odredite
reakcijsku entalpiju A, H ° za zadanu reakciju.

Rjesenje. y = InK° =1In /%22 o =1K/T,a=—AH" /(R1K),b=A,S"/R,
y = 7,59966 — 3516,33z, A, H® = —Ra = 29,2365 kJ /mol.




Poglavlje 6

Obicne diferencijalne jednadzbe

6.1 Sto su obi¢ne diferencijalne jednadzbe?

Mnogi fizikalni ili kemijski modeli svode se na trazenje funkcija koje zadovoljavaju
odredene uvjete koji se mogu izraziti u obliku jednadzbe ili sustava jednadzbi. Osobito
ceste su jednadzbe koje iskazuju vezu izmedu trazene funkcije i njenih derivacija.

Definicija 43 (Obicna diferencijalna jednadzba). Obiéna diferencijalna jednadzba je
jednadzba u kojoj je nepoznanica funkcija jedne varijable, a koja opisuje vezu izmedu
te funkcije i njenih derivacija (za proizvoljne vrijednosti nezavisne varijable t). Dakle,
to je jednadzba oblika

F(t7 y? y,7 A Jy(n)) = 07

gdje je F neka skalarna funkcija (od n + 2 varijable).

Red (stupanj) diferencijalne jednadzbe je red najvise derivacije nepoznate funkcije
koja se u njoj pojavijuje: red jednadzbe F(t,y,y',...,y™) =0 je n.

Rjesenje (integral) takve jednadzbe na intervalu I je funkcija y : I — R cije
uwurstavange u jednadzbu daje istinitu jednakost za svaku vrijednost variyjable t € I.

Mozda nekoga zbunjuje rijec ,,obi¢na” u nazivu: kad govorimo o obi¢nim diferenci-
jalnim jednadzbama, mislimo na one u kojima nepoznata funkcija ovisi samo o jednoj
(realnoj) nezavisnoj varijabli, dok u slu¢aju funkcija vise varijabli imamo parcijalne
diferencijalne jednadzbe. U nastavku ¢emo pod diferencijalnim jednadzbama podra-
zumijevati obicne diferencijalne jednadzbe.

Primjer 179. Jednadzba sin % = €' je diferencijalna jednadzba prvog reda, y'y" = vy je
diferencijalna jednadzba drugog, a y" — 3y’ = 2e¥ —t je diferencijalna jednadzba trecdeg
reda.

Primjer 180. Funkcijay : R — R, y(t) = €' je rjesenje diferencijalne jednadzbe y' =y
jer uvrstavanje daje et = €', $to vrijedi za sve t. MoZete li pogoditi jos koje rjesenje
iste diferencijalne jednadzbe?

Osnovna tehnika u pozadini rjesavanja diferencijalnih jednadzbi je integriranje.
Najjednostavnije diferencijalne jednadzbe su oblika ¢y = f(¢) i one se mogu rijesiti
direktnim integriranjem.
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Primjer 181. Jednadzba
y =sinz

je diferencijalna, @ to takva da ju moZemo rijesiti direktnim integriranjem:

/y’dx:/sinxdx,

y(x) = —cosz + C.

Postoje mnoge podvrste diferencijalnih jednadzbi, razni postupci za njihovo rjesa-
vanje, a neke nisu egzaktno rjesive. Mi ¢emo se baviti onim vrstama koje su egzaktno
rjesive, a Ceste su kao modeli kemijskih i fizikalnih problema. Da bismo znali koje su
to, potrebno je definirati neke vrste diferencijalnih jednadzbi.

Kako su u primjenama najcesée diferencijalne jednadzbe one u kojima je varija-
bla nepoznate funkcije vrijeme t, a same jednadzbe iskazuju vezu izmedu nepoznate
funkcije (pozicije, koncentracije, ...) i brzine njene promjene te eventualno ubrza-
nja, slijedi da su za primjene najbitnije diferencijalne jednadzbe prvog i drugog reda,
te ¢emo se baviti (gotovo) iskljucivo s njima. U kemiji, diferencijalne jednadzbe se
najvise pojavljuju u kemijskoj kinetici. Toj temi ¢e biti posveéen zadnji odjeljak ovog
poglavlja.

Primjer 182. Kretanje cestice mase m po pravcu (opisano pozicijom x(t) u trenutku t)
pod utjecajem sile F(t) opisano je drugim Newtonovim zakonom, koji je diferencijalna
jednadzba drugog reda:
) — d?z
(t) = M2
Ovisno o formuli koja opisuje silu koja djeluje na cesticu, ta jednadzba moZe poprimiti
niz razlicitih konkretnih oblika.

Diferencijalne jednadzbe u pravilu imaju beskonacno mnogo rjesenja, koja se razli-
kuju do na jednu ili vise konstanti.

Primjer 183. Svaka funkcija oblika y(x) = Ce® (za svaku konstantu C) je rjesenje
diferencijalne jednadzbe iy’ = y.

Definicija 44 (Opce, partikularno i singularno rjesenje). Opfe rjeSenje diferenci-
jalne jednadzbe reda n je njeno rjesenje koje sadrzi m mneodredenih konstanti. Parti-
kularno rjesenje je ono koje odgovara uvrstavanju konkretnih vrijednosti konstanti u
opce rjesenje. Singularno rjesenje diferencijalne jednadzbe je njeno rjesenje koje se ne
moze dobiti uvrstavanjem nikojih vrijednosti u konstante opceq rjesenja.

Primjer 184. Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe y' =y je y(x) = Ce*. Primjer
partikularnog rjesenja te jednadzbe je y(x) = 0 koje se dobije za C' = 0.

Primjer 185. MoZe se pokazati da je opce rjesenje Clairautove jednadzbe

y=ay + ()

2

oblika y(z) = Cx + C%. No, i funkcija y(z) = —12* je takoder rjesenje: —ix

1
Z_L —
—%x T+ (—%x)z. Ocito ni za koji C' ne mozZemo iz opceg rjesenja dobiti y(z) = —ixZ,
dakle je to singularno rjesenje Clairautove jednadzbe.
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U primjenama se u pravilu uz samu diferencijalnu jednadzbu pojavljuje i pocetni
uvjet koji omogucéuje odabir partikularnog rjeSenja koje odgovara postavljenom pro-
blemu.

Primjer 186. Slobodni pad tijela mase m opisan je diferencijalnom jednadzbom mz"(t) =
—mg, 0dnosno

Z'(t) = —g.
Ukoliko ishodiste stavimo u mjesto otkud je tijelo pocelo padati i pretpostavimo da je
samo ispusteno, onda su nam poznata i dva dodatna podatka koja ¢ine pocetni uvjet za
gornju jednadzbu:

2(0s) = 0m,

Z(0s) =0ms".

Definicija 45 (Pocetni uvjet). Diferencijalna jednadzba F(t,y,y', ..., y™) =0 je za-
dana s pocetnim uvjetom ako su poznate vrijednosti y(to), y'(to), ..., y™ D (to) za neku
konkretnu vrijednost varijable t.

Primjer 187. Za slobodni pad integriranje daje 2'(t) = —gt + Cy pa z(t) = —4t* +
C1t + Cy. Prema zadanim podacima o trenutku t = 0s slijedi

2(0s8) = Cy = 0m,
Z(0s) =C; =0ms .

Dakle, partikularno rjeSenje koje opisuje poziciju tijela koje je ispusteno s pozicije
2(0s) = 0m je

2(t) = —th.

Pocetni uvjeti se uvijek , iskoristavaju” na kraju, tj. tek kad je odreden potpun oblik
opceg rjesenja diferencijalne jednadzbe: oni sluze odabiru partikularnog rjesenja, a to
ima smisla tek kad je odredeno opce rjesenje.

Strogo matematicki, osnovno pitanje oko diferencijalnih jednadzbi je
pitanje uz koje uvjete postoje njihova rjesenja, odnosno kad su jedinstvena. Mi éemo
ovdje podrazumijevati da su za sve razmatrane tipove jednadzbi odgovarajuci teoremi o
postojanju i po potrebi o jedinstvenosti rjesenja dokazani. Zainteresirani student moZe
potrebnu matematicku teoriju naci u bilo kojem udzZbeniku o obicnim diferencijalnim
jednadzbama za studij matematike.

1t Ponovimo bitno... Obicne diferencijalne jednadzbe su jednadzbe koje opisuju
nepoznatu funkciju jedne varijable preko veze izmedu varijable, te funkcije i njenih
derivacija. Najvisa derivacija koja se u jednadzbi pojavljuje je red diferencijalne jed-
nadzbe. Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe je njeno rjeSenje koje sadrzi onoliko
neodredenih konstanti koliki je red jednadzbe; uvrstavanjem konkretnih vrijednosti za
te konstante dobivamo partikularno rjesenje. RjeSenja koja se ne mogu dobiti kao parti-
kularna zovu se singularna. Ukoliko su uz diferencijalnu jednadzbu zadane vrijednosti
nepoznate funkcije i njenih derivacija (do reda za jedan manjeg od reda jednadzbe)
u nekoj konkretnoj vrijednosti varijable, kazemo da je jednadzba zadana s poc¢etnim
uvjetom; pocetni uvjet omogucuje odabir vrijednosti konstanti u opéem rjesenju tako
da dobijemo partikularno rjesenje koje odgovara tom uvjetu. ©
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6.2 Metoda separacije varijabli

Mnoge diferencijalne jednadzbe prvog reda se mogu svesti na oblik

Y = f(t)g(y).

Primjerice, jednadzba ¢y’ =y je oblika ¢/ = 1-y, tj. f(t) =11 g(y) =y.
Takve diferencijalne jednadzbe (jednadzbe sa separiranim varijablama) rjesavaju se
sljede¢im postupkom separacije varijabli:

V= ()

dy _
oy~ TOd

/ d—? _ / F(8) dt
gly) '

Nacelno, svaki od dva integrala u prethodnom koraku sa sobom nosi svoju konstantu
integriranja. No, ako je G(y)+C, neodredeni integral od 1/¢(y), a F'(t)+C; neodredeni
integral od f(t), dobili bismo G(y)+C, = F(t)+C4, tj. G(y) = F(t)+C,—C;. Kako je
razlika konstanti konstanta, mozemo to krace pisati G(y) = F'(t)+C, tj. pri integriranju
jednadzbe sa separiranim varijablama konstantu integriranja piSemo samo na desnoj
strani.

Primjer 188. Rijesimo jednadzbu

vy =y
Imamo
dy B
xa =Y,
dy dx
i

pa integriranje daje
In|y| = In|z| + Cp.

Kako nas zanima funkcija y, a ne ln |y|, ako na prethodnu jednadzbu djelujemo s inverz-
nom funkcijom (eksponencijalnom s bazom e) dobivamo

[y = e|a.
Kako je Cy konstanta, i €“° je konstanta pa éemo ju zvati C':

lyl = Clal.

Kako je |y| jednak y ili —y i analogno za |x|, moZemo smatrati da je odgovarajuce
kombinacija predznaka ukljucena u konstantu C' te je konacni oblik rjesenja

y=Cx.



6.3. HOMOGENE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE 155

Vise primjera jednadzbi rjesivih separacijom varijabli mozete nac¢i u poglavlju o
primjenama obicnih diferencijalnih jednadzbi u kemijskoj kinetici.

Cesto se takoder dogada da sama jednadzba nije rjesiva separacijom varijabli, ali
uz jednostavnu supstituciju postaje takva. Primjer su homogene jednadzbe o kojima
govorimo u sljede¢em poglavlju.
1t Ponovimo bitno. .. Separacijom varijabli mozemo rijesiti one diferencijalne jed-
nadze prvog reda koje se mogu zapisati u obliku u kojem su svi ¢lanovi s nepoznatom
funkcijom na jednoj, a svi ¢lanovi s njenom varijablom na drugoj strani jednakosti. U
tom slucaju za dobivanje opéeg rjeSenja potrebno je integrirati obje strane jednadzbe.
©

6.3 Homogene diferencijalne jednadzbe

Homogene diferencijalne jednadzbe su jednadzbe koje se mogu zapisati u obliku

-5

Ne valja ih mijesati s homogenim linearnim jednadzbama, o kojima ¢emo govoriti u
sljede¢em odjeljku. Homogene diferencijalne jednadzbe rjesavaju se supstitucijom

_ Y
u=-.
t

Dakle, v’ = ty;—;y = yTl — %, iz cega slijedi tu' =y’ — u, tj.

y = tu + .
Time nasa jednadzba poprima oblik

tu' +u = F(u),

a ona se moze rijesiti separacijom varijabli.
Primjer 189. Jednadzba ty' = 5t + 2y je homogena: dijeljenjem st poprima oblik

y =5+ 27,

t

Supstitucijo u = ¥ daje tu’ +u = 5+ 2u, tj. tu’ = 5+ u. Separacija varijabli prevods

Ju u oblik
du _ﬁ

5+u t
Integriranje daje In |5+ u| = In|t| + Cy, odnosno

5+ 2=t
t
Stoga je opce rjesenje polazne jednadzbe

y = Ct* — 5t.
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Postoji mnogo wvrsta diferencijalnih jednadzbi koje se, poput homo-
genih, pogodnom supstitucijom mogu svesti na diferencijalne jednadzbe sa separiranim
varijablama.

3t Ponovimo bitno... Homogene diferencijalne jednadzbe su prvog reda koje se
mogu svesti na oblik u kojem je derivacija nepoznate funkcije y izjednacena s izra-
zom koji se moze zapisati kao funkcija od u gdje je u = y/t (¢ je varijabla nepoznate
funkcije y). Supstitucijom u = y/t one se svode na oblik rjesiv separacijom varijabli.©

6.4 Egzaktne diferencijalne jednadzbe

Egzaktne diferencijalne jednadzbe su one koje se mogu zapisati u obliku ,egzaktan
diferencijal dviju varijabli jednako nula”, tj. koje su oblika

Mdr+ Ndy =0

uz uvjet

oM  ON
oy  Ox’

Prema prethodnom postoji funkcija dviju varijabli f (potencijal konzervativnog
vektorskog polja (M, N)) takva da je df = Mdz 4+ Ndy = 0. Kako je diferencijal
konstantne funkcije nulfunkcional, a za slucaj glatkih funkcija i pogodnih domena vri-
jedi i obrat, slijedi da se takva jednadzba moze integrirati ¢ime dobijemo rjesenje u
implicitnom obliku f(z,y) = 0.

Primjer 190. Vidjeli smo da je diferencijal y? dx+2xy dy egzaktan te je diferencijalna
jednadzba
y:+ 2zyy’ =0

egzaktna. Zbog egzaktnosti znamo da postoji f takva da je da je % =% g—g = 2uxy.

Integriragmo prvu jednakost po x. Time dobijemo

flzy) = v’z +Cly)

(jer deriviranje po x bilo koje funkcije C(y) koja ovisi o y, a ne i o x daje nulu).
Deriviramo posljednju jednakost po y (onoj varijabli po kojoj jos nismo integrirali) i
dobijemo

of

L9 ‘().
9 vy + C'(y)

Znamo % = 2zy pa slijedi C'(y) =0 tj. C je konstanta. Sve skupa daje:
flz,y) =y’ +C

odnosno opce rjesenje diferencijalne jednadzbe je svaka krivulja zadana implicitnom
jednadzbom oblika
y’r +C =0.
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Ako bismo jos imali i pocetni uvjet y(0) = 1, uvrstavanje x = 0 iy = 1 u opce rjesenje
dobivamo

0=C

tj. partikularno rjesenje koje zadovoljava y(0) =1 je
y?r = 0.

Kako ga vizualizirati? Produkt dva broja je nula ako i samo ako je bar jedan od njih
nula te je stoga y*x = 0 isto kao reéi: x je nula ili y je nula. Stoga je ovo partikularno
rjesenje diferencijalne jednadzbe unija pravaca x =0 iy =0 (tj. koordinatni sustav).

Ponekad se iz neegzaktnog diferencijala M dz+ N dy mnozenjem s pogodnom funk-
cijom p istih varijabli x i y dobije egzaktan diferencijal M dx+ puM dy. U tom slucaju
1 zovemo Euler-ovim multiplikatorom. Iz Euler-ovog kriterija egzaktnosti primijenje-
nog na diferencijal uM dz + uM dy dobije se parcijalna diferencijalna jednadzba za pu.
No, u nekim sluéajevima p = p(z) (ili p = pu(y)). U takvim slucajevima p je rjeSenje
diferencijalne jednadzbe oblika

i)+ (G = G ) i) =0

odnosno

My (y) + (%—Aj - %—Z) n(y) =0

Primjer 191.
2
y—ay =0, pw)=——plx), plr)==+5

Provjera egzaktnosti daje da treba odabrati ,— varijantu”.

1t Ponovimo bitno. .. Egzaktna diferencijalna jednadzba je ona koja se dobije iz-
jednacavanjem egzaktnog diferencijala dviju varijabli s nulom. Ako je taj diferencijal
diferencijal funkcije f, rjesenje diferencijalne jednadzbe je implicitno zadana funkcija

f(z,y)=0. ©

6.5 Linearne diferencijalne jednadzbe s konstant-
nim koeficijentima

Linearna diferencijalna jednadzba je jednadzba ¢iji se oblik moze opisati kao , linearna
kombinacija nepoznate funkcije i njenih derivacija jednaka je nekoj funkciji osnovne
varijable”; pritom koeficijenti u toj linearnoj kombinaciji mogu ovisiti o osnovnoj vari-
jabli. Linearna diferencijalna jednadzba je homogena ako nema ¢lana koji ovisi samo
o osnovnoj varijabli, a ne i o nepoznatoj funkciji. Formalnije:
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Definicija 46 (Linearne diferencijalne jednadzbe). Linearna diferencijalna jednadzba
reda n je diferencijalna jednadzba oblika

an (Y™ + ..+ ax )y + ai(t)y + ao(x)y = f(2).

Ukoliko je f nulfunkcija govorimo o homogenoj linearnoj jednadzbi. U sluc¢aju ne-
homogene jednadzbe a,(t)y™ + ... + ax(t)y” + a1 (t)y + ao(t)y = f(t), homogenu jed-
nadzbu a,(t)y™ + ...+ ax(t)y" + a1 (t)y’ + ao(t)y = 0 zovemo pripadnom homogenom
jednadzbom.

Ako su sve funkcije a,, ..., ay konstantne, govorimo o linearnoj diferencijalnoj jed-
nadzbi s konstantnim koeficijentima (homogenoj ili nehomogenoj).

Primjer 192. Jednadzbe sin?% = et 1 y'y" = y nisu linearne, a y" — 3y = 2e¢¥ —t je
nehomogena linearna diferencijalna jednadzba s konstantnim koeficijentima.

Za primjene su najbitnije linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda i linearne
diferencijalne jednadzbe drugog reda s konstantnim koeficijentima te ¢emo samo njih
detaljnije obraditi. Stoga ponovimo opc¢u definiciju za ta dva vazna posebna slucaja.
Linearna diferencijalna jednadzba prvog reda je diferencijalna jednadzba koja se moze
zapisati u obliku

v+ [y = g(t).
Linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koeficijentima je diferen-
cijalna jednadzba koja se moze zapisati u obliku

ay” + ary' + agy = f(1).

Primjer 193. Diferencijalna jednadzba y' — 5y’ + 4y = €' je (nehomogena) linearna
diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koeficijentima, a y' — ycost = 2
je linearna diferencijalna jednadzba prvog reda, no nije s konstantnim koeficijentima.
Jednadzba y' — 5y = 0 je homogena linearna diferencijalna jednadzba prvog reda s
konstantnim koeficijentima.

Zajednicko rjesavanju svih tipova linearnih diferencijalnih jednadzbi je da se prvo
odreduje rjesenje pripadne homogene jednadze (to je jednadzba koja se iz polazne do-
biva zamjenom nehomogenog ¢lana nulfunkcijom). Ako polazna jednadzba nije homo-
gena, onda se odredenim postupcima iz rjeSenja pripadne homogene jednadzbe odreduje
opce rjesenje i ono je uvijek zbroj opceg rjesenja pripadne homogene jednadzbe s jednim
partikularnim rjesenjem polazne, nehomogene jednadzbe. Posvetimo se prvo linearnim
jednadzbama prvog reda. Ukoliko je takva jednadzba homogena, ona je oblika

v+ ft)y=0
i moze se rijeSiti separacijom varijabli:

dy
_— - d
, f(t)dt,

In ’y| = _F(t) + CO?

(s F je oznacena neka antiderivacija od f),

y=Ce 'O,
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Primjer 194. U primjenama su vrlo ceste jednadzbe koje opisuju situaciju kad je
brzina promgjene neke fizikalne velicine u svakom trenutku proporcionalna trenutnom
wznosu te velicine. Takav kontekst opisiv je homogenom linearnom diferencijalnom
jednadzbom prvog reda

y' = ky.
Njeno opce rjesenje je
y = CeM.
Tako je recimo radioaktivni raspad opisan jednadzbom koja iskazuje zakonitost da
je u svakom trenutku brzina radioaktivnog raspada (promgjena brojnosti radioaktivnih
atoma u vremenu) proporcionalna trenutnom broju prisutnih atoma:

dN
S = AN
dt ’

gdje je A > 0 konstanta radioaktivnog raspada, a predznak minus dolazi jer broj radioak-

tivnth atoma pada s vremenom pa derivacija % mora biti negativna. Gore opisanim

postupkom dobivamo integrirani oblik zakona radioaktivnog raspada
N(t) = Ce ™.

Ako smo u pocetnom trenutku imali Ny atoma, uvrstavanje t = 0s u prethodnu jed-
nadzbu povlaci da je

N(t) = Noe ™.
Zadatak 16. U poglaviju o deriviranju, u primjerima 77 i 77, susreli smo se s pri-
mjerom u kojem je temperatura patke koja se pece u pecnici opisana diferencijalnom
jednadzbom oblika

dv
— = k(200°C — ¢
o =M )
s pocetnim uvjetom ¥(0min) = 2°C. Tamo je bilo navedeno rjesenje. Provjerite

tocnost tog rjesenja, tj. rijesite gornju diferencijalnu jednadzbu uz navedeni pocetni
uvjet.

Ako imamo nehomogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda

Y+ f(t)y = g(t),

prvo se odredi opée rjesenje y = Ce™F® pripadne homogene jednadzbe 3/ + f (t)y = 0.
Opce rjesenje polazne jednadzbe moze se odrediti na vise nacina, od kojih ¢emo ovdje
opisati samo jedan: metodu varijacije konstante. Ona se sastoji u tome da neodredenu
konstantu C' u yy proglasimo funkcijom varijable ¢ te tako shvaceni yy uvrstimo u
polaznu jednadzbu, ¢ime ¢emo dobiti diferencijalnu jednazbu za C'. Preciznije, ako je
yg = Ce F'® rjegenje pripadne homogene jednadzbe, u y' + f(t)y = g(t) uvrstimo
C(t)e=F® na mjesto y (sjetimo se: F'(t) = f(¢)!):

C'(t)e " + C()e™ (= f(1) + f(H)C ()" = g(t),
C'(t) = g(t)ef'®.

Integriranjem prethodnog izraza dobivamo C, ¢ije uvrstavanje u y(t) = C(t)e="® daje
opce rjesenje jednadzbe y' + f(t)y = g(t).
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Primjer 195. Rijesimo jednadzbu xy' —y+ 2 = 0. U standardnom obliku ona izgleda
ovako:

, 1
y—-y=-—x
x
Pripadna homogena jednadzba je
, 1
y—-y=0
x
1 njeno rjesenje je
yu(z) = Cx.

Ako C' shvatimo kao funkciju od x dobijemo y' = C'(x)x + C(x), Sto wvrstavanjem u
polaznu jednadzbu daje

C'(x)xr + C(z) — C’(;B)x = —x,
tj.
C'(z) =-1
Integriranjem dobijemo
Clx)=—x+C

pa je konacno rjesenje polazne diferencijalne jednadzbe
y(z) = (C —x)z.

Primjer 196. Objekt mase m izbacen je iz helikoptera. Potrebno je odrediti njegovu
brzinu u proizvoljnom trenutku ako se pretpostavi da je u svakom trenutku otpor zraka
proporcionalan trenutnoj brzini.
Nepoznata funkcija je funkcija v (kojoj je wvarijabla vrijeme t). Prema drugom
Newtonovom zakonu je
mv' = mg — kv

gdje je k konstanta proporcionalnosti izmedu otpora zraka v brzine. Prebacivanje ¢lana
—kv na lijevu stranu @ dijeljenje s m daje jednadzbu

k

v+ —v =g,
m
Sto je linearna diferencijalna jednadzba prvog reda za funkciju v. Pripadna homogena
jednadzba je
v+ —v=0
m

1 njeno rjesenje je
v (t) = Ce ',

Metodom varijacije konstante C dobivamo jednadzbu za C' oblika

C'(t) = gen!
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12 cega integriranjem dobijemo

mg k,

Ct) = ——em" +C.
k
Stoga je ovisnost brzine objekta izbacenog iz helikoptera dana s
v(t) = <%e£t + C) e~ mt = % 1 Cemt,

Primijetimo da je to rjeSenje primjenjivo samo za slucajeve kad ima otpora zraka jer
nije definirano za slucaj k = 0kgs™'. Odredite rjesenje kad nema otpora zraka!

Posvetimo se se sad linearnim diferencijalnim jednadzbama drugog reda s konstant-
nim koeficijentima. I one se rjeSavaju preko pripadne homogene jednadzbe pa ¢emo
prvo opisati postupak rjesavanja jednadzbi

asy” + a1y’ + agy = 0.

Ideja rjesavanja ovakve jednadzbe je da pretpostavimo da je neko od rjesenja oblika
y(t) = €™ za neku konstantu z (tzv. test-rjesenje). UvrStavanjem u diferencijalnu
jednadzbu (y/(t) = xe®, y'(t) = 2%e™) daje

asx’e™ + ajxre® + ape™ = 0.

Kako je e* # 0 za sve z i t slijedi da je test-rjeSenje stvarno rjesenje ako = zadovoljava
kvadratnu jednadzbu asz? + a1 + ag = 0.

Analogno bi se za homogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu n-tog
reda s konstantnim koeficijentima a,y™ +. . . +asy” + a1y +agy = 0 worstavanjem test-
riesenja y(t) = e* dobio uvjet da x mora zadovoljavati a,x™+. ..+ asx®+a1x+ag = 0.

Definicija 47 (Karakteristicna jednadzba). Karakteristicna jednadzba linearne dife-
rencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima a,y™ +. ..+ agy” +ayy’ +aoy = f(t)
je polinomijalna jednadzba

ant" + ...+ ayx? + a1z + ag = 0.

Dakle, karakteristicnu jednadzbu za linearnu diferencijalnu jednadzbu s konstant-
nim koeficijentima dobijemo tako da u pripadnoj homogenoj jednadzbi redom zamije-
nimoys 1,y s,y s a? itd.

Primijetimo da, ako je y(t) = e*' rjeSenje, onda je (zbog linearnosti deriviranja i
same jednadzbe) za svaku konstantu C' takoder y(t) = C'e™ rjesenje polazne diferenci-
jalne jednadzbe. Stoga svako rjesenje karakteristi¢cne jednadzbe x doprinosi po jednim
¢lanom oblika Ce®™ opéem rjesenju jednadzbe an,y™ + ...+ asy/ + a1y’ + agy = 0.
Nadalje, za razli¢ite z; funkcije y(t) = Ce™ su linearno nezavisne.

Primjer 197. Funkcije f(t) = e* i g(t) = e su linearno nezavisne jer bi inace
postojao skalar (konstanta) o takav da je €2 = ae™" za sve vrijednostit (dvije funkcije
su jednake ako i samo ako imaju istu domenu i kodomenu i za sve vrijednosti varijable
poprimagju iste vrijednosti). Dakle, trebalo bi biti e™* = o = konstanta za sve t, tj.
funkcija €7 bi trebala biti konstantna, Sto nije.
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Kljuéna ¢injenica za rjeSavanje homogenih linearnih diferencijalnih jednadzbi s
konstantnim koeﬁcijentimaﬂ je sljede¢i teorem:

Teorem 11. Skup svih rjesenja homogene linearne diferencijalne jednadzbe (n-tog reda)
s konstantnim koeficijentima ¢ini (n-dimenzionalni) vektorski prostor, tj. zbroj bilo koja
dva rjesenja jednadzbe v svaki skalarni visekratnik nekog rjesenja jednadzbe su ponovno
rjesenja iste jednadzbe, a svako rjesenje je linearna kombinacija n odabranih linearno
nezavisnih rjesenja.

Dio gornjeg teorema koji tvrdi da je skup rjeSenja homogene linearne diferencijalne
jednadzbe vektorski prostor se lako dokaze, te ¢emo to i uciniti za jednadzbe drugog
reda. Ako su y; i y» dva rjeSenja jednadzbe asy” + a1y’ + agy = 0 te Cy i Cs dvije
konstante (skalari), onda je as(Ciys + Coyz)” + a1(Cryr + Coyz)' + ao(Cryr + Coyz) =
Ch(agyy + a1y + aoyn) + Calasys + aryh + agyz) = 0, dakle je i Ciyr + Cays rjesenje iste
jednadzbe.

Iz gornjeg zakljucujemo: karakteristicna jednadzba jednadzbe asy” + a1y’ +agy = 0
je kvadratna jednadzba, koja moze imati dva razli¢ita rjeSenja (realna ili kompleksna)
1 1 29 te je u tom slucaju opce rjesenje polazne diferencijalne jednadzbe oblika

y(t) = Cre™" + Coe™.

Primjer 198. Za jednadzbu y" — 4y’ +5y = 0 karakteristicna jednadzba 2% — 4z —5 = 0
ima dva rjeSenja: x1 =5 i o = —1 pa je rjesenje y(t) = Cre® + Coe™",

Mali problemi nastaju ako karakteristicna jednadzba nema dva razli¢ita (realna ili
kompleksna) rjesenja, nego samo jedno (dvostruko) realno rjesenje x. Tada bi pisa-
nje 1 = xy = x dalo rjesenje Cre™ + Coe™ = Ce™ (za C = O + (), koje nije opée
(opée rjesenje jednadzbe drugog reda sadrzi dvije slobodne konstante). To je posljedica
¢injenice da u slucaju jedinstvenog rjesenja karakteristicne jednadzbe imamo degenera-
ciju (pripadna rjesenja diferencijalne jednadzbe su linearno zavisna). Stoga nam u tom
slucaju treba jos jedno, s e linearno nezavisno, rjesenje. Ono se dobiva pokusajem s
test-funkcijom y(t) = te” te u slucaju jedinstvenog rjesenja x karakteristicne jednadzbe
opce rjesenje jednadzbe asy” + a1y’ + agy = 0 poprima oblik

y(t) = Cre™ + Cyte™.

Primjer 199. Rjesenje diferencijalne jednadzbe y" + 4y’ + 4y = 0 je y(t) = Cre ' +
Cgteizt.

Opce rjesenje homogene linearne diferencijalne jednadzbe n-tog reda je
linearna kombinacija od ukupno n ¢lanova koji su oblika CtFe®, gdje su z-evi rjesenja
karakteristicne jednadzbe. Pritom za svaki takav x eksponent k poprima vrijednosti
0,1,..., @ to onoliko njih kolika je kratnost x kao rjesenja karakteristicne jednadzbe.

Isti teorem vrijedi i opéenitije, za sve homogene linearne diferencijalne jednadzbe, ne samo za one
s konstantnim koeficijentima.
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Ovdje se treba osvrnuti i na slucaj kompleksnih rjesenja karakteristicne jednadzbe.
Podsjetimo se: ako kvadratna jednadzba ima kompleksna rjesenja, ona su medusobno
kompleksno konjugirana (dakle i razlicita). Za kvadratnu jednadzbu asx? +ay +ag = 0
imamo

g
15

Realni dio ta dva rjeSenja je a = —gz-, a imaginarni je plus odnosno minus -
ag 2

Uvrstavanje u formulu za opée rjesenje y(t) = c1e® ' +cpe™! daje (uz koristenje Eulerove
formule, parnosti kosinusa i neparnosti sinusa):

y(t) — cleamt 4 62€x2t — CleatJrzbt 4 CQGatf'th — eat<clelbt T C2efzbt) —

= e™(cy cos(bt) + icy sin(bt) + co cos(bt) — icy sin(bt)) =
= e"((c; + cg) cos(bt) +i(cy — o) sin(bt)).

Ako nas zanimaju samo realne funkcije y, brojevi C; = ¢; 4+ ¢3 i Cy = i(¢; — ¢2) moraju
biti realni, sto je uvijek moguce posti¢i pogodnim odabirom kompleksnih konstanti c; i
co. Stoga je u slucaju kompleksnih rjesenja karakteristicne jednadzbe uobic¢ajeno opce
rjesenje od asy” + a1y’ + agy = 0 pisati u obliku

y(t) = e™(Cy cos(bt) + Oy sin(bt)),

gdje je a realni, a b imaginarni dio jednog od dva kompleksna rjesenja karakteristicne
jednadzbe.

Primjer 200. Rijesimo diferencijalnu jednadzbu
2y" +y' + 5y = 0.

Karakteristicna jednadzba je
20" +x+5=0

i ona nema realnih rjeSenja. Racunamo:

11, VA5a-T V)
N R S 2.2 -y

Slijedi da je
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P1~illljel' 201. RZ]€§Zm0 ]ednadibu 3y// + 4y/ + 12y =0 uz poéetne 'U/Ujete y<0> =11
y'(0) = 2. Imamo redom:

2 42
— =

3% Hdr +12=0= 2 ¢R=a=—3b=—

y(t) = o—2t/3 <C1 coS <¥t> + Cy sin (%t)) =

4
y(0) = C1,y'(0) = —§C1 icé >C=1=0,=V2=

y(t) = e72t/3 (co (4\/_ ) + \/ism( \3/5 )) .

Ve¢ smo rekli da je prvi korak rjesavanja nehomogene linearne diferencijalne jed-
nadzbe axy” + a1y’ + agy = f(t) rjesavanje pripadne homogene jednadzbe asy” + a1y’ +
apy = 0. Neka je rjesenje te jednadzbe, dobiveno gore opisanom metodom, oznaceno s
yg. Glavni teorem o linearnim diferencijalnim jednadzbama s konstantnim koeficijen-
tima glasi:

Teorem 12. Opce rjesenje svake linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim ko-
eficijentima je zbroj opéeg rjesenja pripadne homogene jednadzbe i jednog partikularnog
rjesenja polazne jednadzbe (koje je nulfunkcija ako je polazna jednadzba homogena).

Zakljucujemo: potrebno je naéi neko partikularno rjeSenje yp od asy” + a1y’ +agy =
f(t), te ¢e ople rjesenje te jednadzbe biti oblika y = yy + yp. Partikularno rjesenje
nehomogene jednadzbe odreduje se jednom od dvije metode: metodom varijacije kons-
tanti i metodom pogadanja.

Metoda pogadanja, poznata kao metoda neodredenih koeficijenata, je vrlo zgodna
i efikasna u slucajevima odredenih tipova nehomogenog ¢lana f(t). Ona se sastoji u
tome da ovisno o f(t) pretpostavimo odredeni oblik yp, koji ¢e sadrzavati jednu ili vise
neodredenih konstanti, uvrstimo ga u jednadzbu i odredimo te konstante. Ta metoda je
primjenjiva ako je f(t) produkt nekog polinoma, eksponencijalne funkcije (zapisane u
obliku ) i linearne kombinacije sinusa i kosinusa od bt; tada se za yp pretpostavlja isti
oblik s neodredenim koeficijentima. Kako opisani oblik sadrzi vise posebnih slucajeva,
opisati ¢emo pretpostavljene oblike yp po tim slucajevima:

e Ako je f(t) polinomﬂ stupnja n pretpostavlja se da je yp polinom istog stupnja,
ali s neodredenim koeficijentima.

e Ako je f(t) oblika e, pretpostavlja se da je yp oblika Ae® s nepoznatim A.

e Ako je f(t) oblika e pomnozen s polinomom stupnja n, pretpostavlja se da je
yp oblika Ae® pomnozen s polinomom stupnja n s nepoznatim A i koeficijentima
polinoma.

2Konstantnu funkciju smatramo polinomom stupnja nula.
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e Ako je f(t) oblika e™(asin(bt) + Ssin(bt)) (Sto ukljucuje oblike sin(bt), cos(bt),
e sin(bt) 1 e cos(bt)), pretpostavlja se da je yp = e™(Asin(bt) + Bsin(bt)) s
neodredenim A i B.

U svim navedenim sluc¢ajevima postoji poneka iznimka: ako je pretpostavljeni yp
ve¢ ukljucen u yg. U takvom slucaju potrebno je prvotno pretpostavljeni yp pomnoziti
s t.

Primjer 202. Ako je f(t) polinom, do iznimke dolazi u slucaju da je jedno od rjesenja
karakteristicne jednadzbe nula (tj. kad u diferencijalnoj jednadzbi nema élana s y).
Tada se za yp uzima polinom stupnja n pomnozZen s t.

Recimo, pri riesavanju jednadzbe " — 1y’ =t imamo karakteristicnu jednadzbu x? —
r = 0 ¢ija rjesenja su 1 = 0 i 29 = 1 pa je yg = C1e% + Coel? = C) + Cyel.
Pretpostavka da je yp polinom stupnja 1 jer je f(t) =t znacila bi da je yp = A + Bt,
yp = B, ¥y} = 0 pa wvrstavanje u polaznu jednadzbu daje 0 — B = t iz cega nije
odrediv ni B ni A. Uzmemo li pak yp = t(A + Bt) = At + Bt*, vy, = A + 2Bt,
yp = 2B, dobivamo 2B — (A+ 2Bt) = t, tj. 2B — A — 2Bt = t, te je —2B =1 i
2B — A =0 odnosno A = —11 B = —1/2, dakle je yp = —1 — % i ukupno rjesenje je
y=yn+yp=Cr+Coe' —1—1%.

Gornja metoda funkcionira i ako je f(t) zbroj vise ¢lanova navedenih oblika. Tada
se tom metodom odredi po jedan yp za svaki od tih ¢lanova, a ukupni yp je zbroj
dobivenih yp-ova. Vrijedi naime: ako je f(t) = fi(t) + fa(t) + ... te ako je yp; rjesenje
od axy” + a1y’ + agy = fi(t), yp2 rjesenje od asy” + a1y’ + apy = fo(t) itd., onda je
yp =yYp1 + Yp2 + ... rjesenje od axy” + a1y’ + apy = f(1).

Primjer 203. Rijesimo jednadzbu
y" — 4y = te' + cos 2t.

Pripadna karakteristicna jednadzba je x> —4 = 0 s rjeSenjima 1 = 2 i x9 = —2. Stoga
je
yH(t) = 0162t + 026_2t.

Nehomogeni c¢lan je suma dva ¢lana koji su svaki za sebe oblika koji je pogodan za
koristenje metode neodredenih koeficijenata. Stoga pretpostavljamo da je ukupno rjesenje
oblika y = yg + yp1 + yp2, gdje je yp1 partikularno rjesenje jednadzbe y' — 4y = te’,
a Yypo partikularno rjesenge jednadzbe y" — 4y = cos 2t.

Odredimo yp1. Kako je odgovarajuci nehomogeni clan produkt polinoma stupnja 1
i eksponencijalne funkcije, pretpostavijamo oblik

yp1 = (At + B)ée.

Tada je yp, = (At + A+ B)e' i yp, = (At +2A+ B)e', sto uvrstavanjem u jednadzbu
y" — 4y = tet daje
(At +2A + B)e' — 4(At + B)e' = te!

odnosno
At +2A+ B —4At — 4B = ¢.
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Kako su dva polinoma jednaka tocno ako imaju iste koeficijente slijedi da treba vrijediti
A—4A=1,

2A+B—-4B =0

tj. A=—3 1 B= —%. Dakle,

1
3

Odredimo sad yps. Kako je odgovarajuci nehomogeni clan produkt konstantne funk-
cije i funkcije koja je oblika linearne kombinacije sinusa i kosinusa s istim argumentom
(2t) pretpostavljamo oblik

Ypo = Acos2t + Bsin2t.

Tada je Yp, = —2Asin 2t + 2B cos 2t i yp, = —4Acos 2t — 4B sin 2t, $to uvrstavanjem
u jednadzbu y" — 4y = cos 2t daje

—4Acos2t — 4Bsin 2t — 4(Acos 2t + Bsin 2t) = cos 2t.
Kako su funkcije sinus 1 kosinus linearno nezavisne, slijedi da mora vrijediti

—8A =1,

-8B =0
tj. A= —% 1 B=0. Dakle,
1
Yp2 = _ét cos 2t.

Sveukupno rjesenje je dakle

1 2 1
Y=Yg T Yp1 t+Yp2 = Cre® + Che2t — (gt + 5) el — gtcos 2t.

Druga metoda odredivanja ukupnog rjesenja nehomogene jednadzbe asy” + a1y’ +
apy = f(t) je metoda varijacije konstanti. Sli¢no kao i kod linearnih jednadzbi prvog
reda, odredi se rjeSenje yg, a zatim se za konstante C; i Cy pretpostavi da ovise o t
te se tako izmijenjeni yy uvrstava u diferencijalnu jednadzbu. Time se dobiva linearni
sustav od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice (C] i C%).

Ako je yg = Ciy1 + Caye rjeéenjeﬂ jednadzbe asy” 4+ a1y’ + apy = f(t) pripadne
homogene jednadzbe, pretpostavljamo

y(t) = Cr()y(t) + Ca(t)ya(1)-

Tada je
y' = Ciyr + Cryy + Chya + Cays.

3Tu su y; i Y2 dva linearno nezavisna rjesenja, dakle e*1? i e®2! ili e i te® ili e cos(bt) i e sin(bt),
ovisno o rjesenjima karakteristi¢ne jednadzbe.
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Kako nam odgovaraju bilo koje funkcije €y i C5 kojima ¢emo dobiti partikularno
rjeSenje, uz taj uvjet mozemo postaviti i jos jedan uvjet na njih, koji ¢e olaksati racun.
To je uvjet

Cyr + Cyyz = 0.

Dakle, sad je y' = Ciy; + Coyh, pa je
y' = Clyi + Cuf + Coyy + Cayly.
Uvrstavanje v, v/, v" w asy” + a1y’ + agy = f(t) daje
az(Cryy + Cryy + Coys + Cayy) + ar(Cryy + Cays) + ao(Cryn + Cay) =

= Ci(azyy + ary; + aoyr) + Co(azys + ar1ys + aoyz) + a2 (Clyy + Coys) =
= az(Ciyy + Coy) = f(1).
Dakle, C] i Cf se mogu odrediti iz sustava

Ciyr + Coys = 0,

az(C1yt + Coya) = f(1).
Nakon toga se dobivene formule za C] i C} integriraju i dobiveni C; i Cy uvrste u

y(t) = Cr(O)y(t) + Co(t)ya(t).

Primjer 204. Jednadzba
y'+y=tgt

ne moze se rijesiti metodom neodredenth koeficijenata. Pripadno rjesenje homogene
jednadzbe je
yr(t) = Cysint + Cy cost.

Pretpostavimo
y(t) = C1(t) sint + Cy(t) cost

pri cemu su Cy 1 Cy nepoznate funkcije koje éemo odrediti iz sustava
C1(t)sint + Cy(t) cost = 0,

C1(t)cost — Cy(t) sint = tgt.
Mnozecéi prou jednadzbu sa sint, a drugu sa cost te zbrajanjem tako dobivenih jednadzbi
dobivamo
C1(t) = sint,
tj
C4(t) = —cost + Cf,

gdje je Cy proizvoljna konstanta. Sada iz prve jednadzbe slijedi

sin®t

Cy(t) =

cost
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odakle integriranjem nalazimo

2
—1
Cy(t) = /%dt =sint — In

cost

™

t
tg(§+4)'+02.

Dakle, opce rjesenje zadane nehomogene diferencijalne jednadzbe dano je s

t
y(t) = (—cost + Cy)sint + (sint —In |tg (5 +£

)' +02) cost,

pri cemu su Cy, Cy proizvolyne konstante.

Ako rjesavamo nehomogenu jednadzbu s pocetnim uvjetima, njih u-
vrstavamo tek nakon $to smo odredili ukupni oblik rjesenja (zbroj rjesenja pripadne
homogene jednadzbe i partikularnog rjesenja).

3t Ponovimo bitno. .. Linearne diferencijalne jednadzbe su one koje se mogu svesti
na oblik u kojem je linearna kombinacija nepoznate funkcije i njenih derivacija iz-
jednacena s nekom funkcijom osnovne varijable. Ako je ta funkcija nulfunkcija, go-
vorimo o homogenoj linearnoj diferencijalnoj jednadzbi, a inac¢e zamjenom te funk-
cije s nulfunkcijom dobivamo pripadnu homogenu jednadzbu. Koeficijenti linearne
kombinacije nepoznate funkcije i njenih derivacija mogu ovisiti o osnovnoj varijabli,
a ako ne ovise, govorimo o linearnoj diferencijalnoj jednadzbi s konstantnim koefi-
cijentima. Skup svih rjesenja homogene linearne diferencijalne jednadzbe reda n je
n-dimenzionalni vektorski prostor. Svako rjeSenje linearne diferencijalne jednadzbe
je zbroj nekog rjesenja pripadne homogene jednadzbe i jednog partikularnog rjesenja
(dobivenog metodom neodredenih koeficijenata ili metodom varijacije konstantni). Ho-
mogene linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima za opce rjesenje
imaju linearnu kombinaciju funkcija oblika e, gdje su z-evi rjeSenja karakteristicne
jednadze. Karakteristicna jednadzba je polinomijalna jednadzba (stupnja koliki je red
promatrane diferencijalne jednadzbe) koju iz diferencijalne jednadzbe dobijemo zamje-
nom nepoznate funkcije s 1, prve derivacije nepoznate funkcije s x, druge derivacije s
2?2 itd. Ukoliko karakteristi¢na jednadzba ima visestruko rjeSenje x, u opéem rjesenju
diferencijalne jednadzbe se osim e pojavljuju i ¢lanovi oblika te™, t3¢*, ... (ukupno
onoliko ¢lanova s tim z kolika je kratnost = kao rjesenja karakteristicne jednadzbe). ©

6.6 Harmonijski oscilator

Vec¢ smo rekli da ovisno o sili koja djeluje na tijelo, drugi Newtonov zakon poprima
razli¢ite oblike diferencijalnih jednadzbi, i to drugog reda (ako se radi o jednadzbi za
odredivanje funkcije pozicije) ili prvog (ako se radi o jednadzbi za odredivanje funkcije
brzine).

Harmonijski oscilator je fizicki sustav koji se sastoji od tijela koje periodicki titra
oko ravnoteznog polozaja. Ekvivalentno, radi se o tijelu koje oscilira oko ravnoteznog
polozaja pod utjecajem sile koja je po iznosu proporcionalna odmaku iz ravnoteznog
polozaja. Najjednostavniji je jednodimenzionalni slucaj u kojem je za opis polozaja
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tijela dovoljna jedna koordinata x. Kao ravnotezni polozaj uzet ¢emo 0 (metara, cen-
timetara, ...). Kako smo s x oznacili poziciju, za nepoznanicu u karakteristi¢noj
jednadzbi u ovom ¢emo poglavlju koristiti oznaku w.

Po definiciji harmonijskog oscilatora, na tijelo (mase m) na poziciji z(t) djeluje sila

F(t) = —ka(t),

gdje je k konstanta (u slucaju titranja na opruzi, to je konstanta opruge, a gornji izraz
je Hookeov zakon). Stoga drugi Newtonov zakon povlaéi:

mz’ = —kzx

odnosno
mz” + kx = 0.

Dakle, u slucaju jednodimenzionalnog harmonickog oscilatora kod kojeg na objekt dje-
luje samo sila F' = —kx, ovisnost polozaja tijela o vremenu dana je homogenom linear-
nom diferencijalnom jednadzbom drugog reda s konstantnim koeficijentima. Pripadna
karakteristicna jednadzba je

mw? + k = 0.

Njena rjesenja su uvijek kompleksna: w9 = %4 \/g, pa je pozicija tijela opisana s
z(t) = Cy cos(wt) 4+ Cy sin(wt),

uz

k
w=4/—.
m

To rjesenje karakteristicne jednadzbe zove se kutna frekvencija. Vidimo da kad god na
objekt na svakoj poziciji djeluje samo sila oblika F' = —kx (s pozitivhom konstantom
k), rezultat je periodicko gibanje tijela. Gornji izraz za x(t) se ¢esto zapisuje u krac¢em,
a ekvivalentnom, obliku z(t) = Acos(wt + 9), gdje je A amplituda gibanja, a § fazni
pomak.

Zadatak 17. Koristeci trigonometrijske formule nadite vezu A i s Cy © Cy u gornjim
izrazima. Koliki je period gibanja opisanog gornjim formulama?

Kako se ovdje radi o fizikalnom problemu, uobicajeno je zadavanje poc¢etnih uvjeta:
z(08) = xo,

2'(08) = vp.

Deriviranjem z(t) = C} cos(wt)+C5 sin(wt) dobivamo 2/(t) = —Chw sin(wt)+Caw cos(wt)
pa uvrstavanje pocetnih uvjeta daje

C(1 = Zo,

Cow = vyg.
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Stoga je konacno rjesenje

x(t) = xq cos(wt) + % sin(wt).
w

U slucaju da uz silu F' = —kz na tijelo koje oscilira djeluje jos neka sila opisana for-
mulom f(t), drugi Newtonov zakon daje nehomogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu
drugog reda s konstantnim koeficijentima

mz" + kx = f(t).
Prema prethodnoj teoriji, slijedi da je sad pozicija opisana formulom
x(t) = Cy cos(wt) + Cysin(wt) + zp(t),

gdje je xp partikularno rjesenje jednadzbe mz” + kx = f(t). Konacni oblik o¢igledno
ovisi o obliku te sile.

Jedan vazan poseban slucaj dobivamo kad na tijelo uz silu F' = —kz djeluje i sila
trenja —fx’ (f je konstanta trenja). U tom slucaju drugi Newtonov zakon poprima
oblik homogene linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda s konstantnim koefici-
jentimas:

maz” + fa' + kx = 0.

Njena karakteristicna jednadzba je
mw? + fw+k = 0.

Diskriminanta te jednadzbe je D = f? — 4mk pa vidimo da ée opis gibanja tijela u
ovakvom slu¢aju imati tri moguéa oblika. Ako je D > 0 (tj. f > 2v'mk) karakte-

- —f:l:\/f2 dmk .

risticna Jednadzba ¢e imati dva razlicita realna rjeSenja w;o = ——%5—— 1 oba Ce

biti negativna (—f — /f2 —4mk < —f + \/f?—4mk < —f + /f? = 0). Dakle, u

slucaju f > 2vm glbanje tijela je opisano s
z(t) = Crett + Coe?

i zbog negativnosti wy o vrijedi lim; o z(t) = 0. Ako je D = 0, tj. f = 2vVmk
dobivamo w = —% <01
z(t) = Cre*t + Cote*”.

Kako padajuc¢a eksponencijalna funkcija pada brze od svakog polinoma, specijalno

lim te*" = 0 za svaki negativan w, slijedi da i u ovom sluc¢aju vrijedi lim x(t) = 0.
t—+o00 t—+oo

Dakle, ako je f > 2vmk, s vremenom ¢e se gibanje zaustaviti u ravnoteznoj poziciji.
S druge strane, u slucaju f < 2vmk, tj. D < 0 rjeSenja karakteristicne jednadzbe

su kompleksno konjugirana oblika a 4 ib, gdje je a = —% <0ib= —W. Stoga
je u ovom slucaju gibanje opisano jednadzbom

z(t) = e™(Cy cos(bt) + Cy sin(bt)).

Zbog negativnosti a i u ovom slucaju s vremenom gibanje staje (t lir+n x(t) =0), ali do
—+oo

prigusenja gibanja sad dolazi oscilatorno — govorimo o prigusenim oscilacijama.
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(a) (b) (c)

Slika 6.1: Rjesenja diferencijalne jednadzbe za harmonijski oscilator s trenjem za
slucajeve kad je diskriminanta karakteristicne jednadzbe pozitivna (lijevo), nula (sre-
dina) i negativna (desno).

Primjer 205. Jednadzba harmonijskog oscilatora pojavljuje se i u elektrici. Promo-
trimo strujni krug kojgi se sastoji od izvora napona E, otpornika otpora R, kondenzatora
kapaciteta C, zavojnice induktivnosti L 1 sklopke koja se zatvara u pocetnom trenutku
(te je pocetna struja I(0s) =0 A).

Po definicigi je jakost struje kolicina naboja koji prode kroz vodic u nekom vremen-

skom intervalu odnosno preciznije 1(t) = 49 © Prema Ohmovom zakonu, pad napona

dt -
na otporniku je U = RI = R%. Pad napona na zavojnici iznosi L% =L (fg,
kondenzatoru Q/C'. Prema drugom Kirchhoffovom zakonu pak mora vrijediti
d@ d2Q 1
E=R—+1L —Q.
a e o
Imamo dakle nehomogenu linarnu diferencijalnu jednadzbu drugog reda s konstantnim

koeﬁcijentimﬂ

a na

d? d 1
Q. 012, 1 g

dt dt C

Uoc¢imo da je za slucaj da nema otpora ovo isti tip diferencijalne jednadzbe kao za

jednodimenzijski harmonijski oscilator uz dodatnu konstantnu vanjsku silu.

Karakteristicna jednadzba je

L

1
La*+ Rr+— =0
o+ :B+C ;

temeljem ¢ijih rjesenja mozZemo odrediti Qu (rjesenje pripadne homogene jednadzbe).
Za Qp pretpostavlijamo konstantnu funkciju (jer smo pretpostavili da je E konstantan,
inace trazenje Qp prilagodimo obliku od E) jer 0 ne moZe biti rjeSenje karakteristicne
jednadzbe (vidite li to?). Dobivamo da je

Qp =CE,
odnosno
Q(t) =Qu(t) + CE.

4Ako bi otpornik imao promjenjiv otpor, zavojnica promjenjiv induktivitet ili pak kondenzator
promjenjiv kapacitet, jednadzba bi imala isti oblik, samo ne bi bila s konstantnim koeficijentima.
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Zanimljiv je i kvantnomehanicki harmonijski oscilator, ¢ija jednadzba je specijalni
slucaj Schrodingerove jednadzbe. Kvantna verzija kineticke energije jednodimenzijskog
gibanja opisana je linearnim operatorom

. ho d?
T=———.
2m dx?
Potencijalna energija harmonijskog oscilatora, koju dobivamo integriranjem jednadzbe
TF = kx, je V(x) = ng. Kvantnomehanicka verzija potencijalne energije je operator
V' mnozenja valne funkcije s gornjim izrazom za V' (z). Stoga je djelovanje Hamiltoni-
jana, koji odgovara ukupnoj energiji sustava, na valnu funkciju v koja opisuje stanje

sustava dano s 5 L
Hop =Top +Vip = ——p" 2% (z).
Y=TY+ V= =) + o)

Uvrstavanje u Schrodingerovu jednadzbu H Y = E daje

—il//, + Eﬁw = F.

2m 2

No, ovdje treba primijetiti da ne samo da ne znamo valnu funkciju ¢ (koja ovisi o
poziciji tijela), nego ni energije E (tj. ne znamo ni svojstvene vrijednosti ni svojstvene
vektore Hamiltonijana). Ipak, za svaki zamisljeni iznos energije E imamo homogenu
linearnu diferencijalnu jednadzbu drugog reda, no ona nije s konstantnim koeficijen-
tima. Jedan od nacina njenog rjesavanja je uvrStavanjem test-funkcija oblika e~ iy
cega se dobivaju a = iﬁ\/ﬁ Jedan od uvjeta kvantne mehanike na valne funkcije je
da ,,trnu u beskonacnosti”P’}, tj. wl_l)I:Eloo Y (z) = 0, pa otpada negativni a. Dobivamo da je

jedno rjesenje Schrodingerove jednadzbe za jednodimenzionalni harmonijski oscilator

oblika
1
o(t) = exp (—ﬁ\/ kmx2) :

Uvrstavanje tog rjeSenja natrag u jednadzbu dobivamo da je odgovarajuca energija

h
Eo = —Vkm.
2m
Dakle, za svojstvenu vrijednost Hamiltonijana £ = %\/ km jedan svojstveni vektor je
valna funkcija ¢ (z) = exp (—2%\/ k:m:l:2>. Ovo je samo jedno od beskona¢no mnogo

rjeéenjaﬁ Schrédingerove jednadzbe za jednodimenzionalni harmonijski oscilator; ener-
gija Fy = %\/ km je najniza moguca i zove se energija nulte tocke, a samo stanje
harmonijskog oscilatora koje ima tu energiju opisano je navedenom valnom funkcijom.

5Kako 1¢*1) treba biti funkcija gustoée vjerojatnosti, imamo uvjet da moraju konvergirati nepravi
integrali tipa fooo Y*1 da, §to je mogucée samo ako lim, 1, ¥ (x) = 0.

6Svojstveni vektori Hamiltonijana jednodimenzionalnog harmonijskog oscilator, tj. valne funkcije
koje opisuju stanje oscilatora, su oblika ¢, (x) = N, H,(x)¢o(z), gdje je N, konstanta normiranja,
a H,-ovi su tzv. Hermiteovi polinomi. Broj v € Ny je kvantni broj koji opisuje kojem po redu od
mogucih iznosa energije F, odgovara konkretna valna funkcija.
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#(x)

Slika 6.2: Valna funkcija koja odgovara energiji nulte tocke jednodimenzijskog harmo-
nijskog oscilatora.

1t Ponovimo bitno. .. Harmonijski oscilator je fizikalni sustav koji se sastoji od tijela
koje oscilira oko ravnoteznog polozaja pod utjecajem sile koja je po iznosu proporci-
onalna odmaku iz ravnoteznog polozaja. Jednodimenzionalni harmonijski oscilator
je i u klasicnoj i u kvantnoj fizici opisan homogenom linearnom diferencijalnom jed-
nadzbom drugog reda, s tim da je ona u klasicom sluc¢aju s konstantnim koeficijentima,
a u kvantnom ima nekonstantne koeficijente od kojih jedan ovisi o nepoznatoj vri-
jednosti energije (koja je svojstvena vrijednost Hamiltonijana). Rjesenje u klasicnom
slucaju je periodicka funkcija pozicije u ovisnosti o vremenu, dok su u kvantnom slucaju
rjeSenja koja odgovaraju razli¢itim energijama valne funkcije (svojstveni vektori Ha-
miltonijana) koje ovise o poziciji (ne direktno o vremenu!!!) i posredno opisuju stanje
sustava koje odgovara pojedinoj vrijednosti energije; najniza energija za koju pos-
toji odgovarajuca valna funkcija zove se energijom nulte tocke. U klasicnom slucaju
eventualni utjecaj dodatne vanjske sile ocituje se u nehomogenom ¢lanu jednadzbe, a
odgovarajuca rjesenja imaju svojstvo da im je limes kad vrijeme tezi u beskonacnost
jednak nuli, tj. odmak tijela od ravnoteznog polozaja se s vremenom smanjuje. ©

6.7 Sustavi diferencijalnih jednadzbi

Sustavi obicnih diferencijalnih jednadzbi sastoje se od vise obi¢nih diferencijalnih jed-
nadzbi koje opisuju vezu izmedu nekoliko nepoznatih funkcija y, z, ... s istom varija-
blom ¢ i njihovih prvih (i eventualno visih) derivacija 1/, 2/, . ... Neki sustavi diferenci-
jalnih jednadzbi mogu se rijesiti supstitucijom.

Primjer 206. Harmonigski oscilator mogli smo opisati © kao sustav diferencijalnih
jednadzbi za poziciju i brzinu:
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Supstitucijom prve u drugu jednadzbu dobivamo jednu diferencijalnu jednadzbu za po-
ziciju (ma” + kx =0).

U primjenama su najceSéi sustavi linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda
(sve jednadzbe su linearne obzirom na nepoznate funkcije i njihove derivacije, koefi-
cijenti mogu ovisiti o osnovnoj varijabli t). Formalno, sustav linearnih diferencijalnih
jednadzbi prvog reda (s nepoznatim funkcijama yi, yo, ..., ¥,) je sustav oblika

Z/i =an(t)yr + ar2(t)y2 + ... + a1 (t)yn + b1 (1),

Yy = a9 (t)y1 + asa(t)ys + . . . + agn(t)yn + ba(t),

Yo = ap1 (Y1 + ana(t)yo + - .+ Ann (O)yn + by (2).

Kratko ga mozemo zapisati u obliku

Y'=A-Y + B,
gdje je
i Y1 bi(t)
R T R
Yn Yn bn(t)
A= (ay(t)), ;-

Kazemo da se radi o sustavu s konstantnim koeficijentima ako su sve a;; konstantne
funkcije, tj. ako je A matrica brojeva (A € M,). Sustav je homogen ako je B nulma-
trica. Homogeni sustavi sigurno imaju trivijalno rjesenje u kojem su svi g; nulfunkcije.

Primjer 207. Sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda s konstantnim ko-
eficijentima, s nepoznatim funkcijama y i z je primjerice sustav

Y =2y—2+¢,

2= —y+32—t.
Derivirange prve jednadzbe daje

y// — 2y/ _ Z/+ et.
Uvrstimo li tu na desnu stranu 2z’ iz polazne druge jednadzbe i z izraZen iz polazne prve
dobijemo

V' =2 —(—y+3z—t)+e' =2y +y—3z+t+e =

=2y +y—3Q2y—y +e')+t+e =5y +6y+t— 2,

sto je jedna linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koeficijentima.
Odredimo li njeno rjesenje y, funkciju z mozZemo dobiti iz druge diferencijalne jednadzbe
polaznog sustava.
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Kao i u prethodnom primjeru, opcenito se svaki sustav linearnih diferencijalnih
jednadzbi prvog reda s n nepoznatih funkcija moze svesti na jednu linearnu diferenci-
jalnu jednadzbu reda n. Stoga je oCekivano da vrijede analogni teoremi (zapravo su
ekvivalentni). Tako se iz matriénog zapisa ovakvih sustava odmah dobije

Teorem 13. Skup svih rjesenja Y homogenog sustava Y' = AY linearnih diferenci-
jalnih jednadzbi prvog reda je vektorski prostor, tj. zbroj dva rjeSenja je rjesenje istog
sustava i skalar puta rjesenje je rjesenje istog sustava. Dimenzija tog vektorskog pros-
tora je n.

Dakle, potrebno je naéi n linearno nezavisnih rjesenja sustava (bazu prostora), a
opc¢e rjeSenje je njihova linearna kombinacija. Za nehomogene sustave vrijedi kao i
ranije:

Teorem 14. Opée rjesenje nehomogenog sustava Y' = AY + B je zbroj opéeg riesenja
pripadnog homogenog sustava Y' = AY i jednog partikularnog rjesenja.

[ako je nacelno moguce svesti sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda
na linearnu diferencijalnu jednadzbu n-tog reda, to opcéenito nije praktican nacin rje-
Savanja takvih sustava. Za slu¢aj homogenog sustava s konstantnim koeficijentima
postoji postupak kojim direktno mozemo odrediti rjesenje, i to preko svojstvenih vri-
jednosti matrice A. Naime, pretpostavka da je rjesenje tog sustava opisivo u obliku
Y = MY}, gdje je Yy vektor (sve koordinate su mu konstantne), a A neki broj (dakle,
svaki y;(t) je oblika ey, ;) deriviranjem na svakoj poziciji od Y daje

Y = AeMYy = \Y
paiz Y = AY dobivamo da A i Yy moraju biti takvi da vrijedi
AYy = Y,

tj. A mora biti svojstvena vrijednost, a Y, pripadni svojstveni vektor matrice A. Dakle,
ako imamo sustav Y’ = AY s matricom A u kojoj su svi unosi konstantni, odredimo
njen spektar {A1, Ao, ..., A\, }. Za svaku svojstvenu vrijednost odredimo njen svojstven
vektor (podsjetimo se: ako je neka svojstvena vrijednost visestruka, odgovarat ¢e joj
viSe linearno nezavisnih svojstvenih vektora). Neka smo tako dobili skup od n linearno
nezavisnih svojstvenih vektora Yy 1, ..., Yy . Tada je opce rjesenje naseg sustava dano
s
Y =CieMYoy + ..+ CreY .

Primjer 208. Zadan je sustav
Y =3y + 2z,

2 =dy+ 2.

-(37)

Pripadna matrica A je onda
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te je odgovarajuci karakteristicni polinom

’3—>\ 2

_ _E _ 2
p 1_A‘_ 5 — 4\ + A2,

Svojstvene vrijednosti od A su nultocke karakteristicnog polinoma, dakle Ay =5 i Ay =
—1. Svogstvene vektore za Ay dobivamo rjesavanjem sustava (A —5I1)X = 0:

(5)-G )

, 1. (z1,29) = (t,t) =t(1,1), t € R. Odgovarajuéi svojstveni vektor je stoga

1
e

(ili bilo koji njemu proporcionalan). Slicno, svojstvene vektore za Ay dobivamo rjesavanjem

sustava (A+1)X = 0:
4 2 21
4 2 00/’

, 1. (w1, m9) = (8, —2t) = t(1,—-2), t € R. Odgovarajuci svojstveni vektor je stoga

1
()

(ili bilo koji njemu proporcionalan). Rjesenje polaznog sustava diferencijalnih jednadzbi
je

1 B 1 Che™ 4 Coe™
Y = C1€A1tyo,1 + C2€>\2tYO,2 = Che” < 1 ) +Cae™ ( —2 ) N ( 011€5t — 2022€_t )

odnosno y(t) = C1e% + Coe™, 2(t) = C1e® — 2Cye™.

1t Ponovimo bitno... Sustavi linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda s ne-

poznatim funkcijama yq, o, ..., y, su oblika
Y'=A.Y + B,
gdje je
Yi=(yi vh - vu)' Y=(m o .. w),
A=(ay(t),,, B=(bt) ba(t) ... ba(t))".

O sustavu s konstantnim koeficijentima govorimo ako su sve a;; konstantne, a o ho-
mogenom sustavu ako su sve b; nulfunkcije. Skup svih rjesenja ¥ homogenog sustava
Y’ = AY linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda je vektorski prostor (dimenzije
n). Opce rjesenje nehomogenog sustava Y’ = AY + B je zbroj opéeg rjesenja pripad-
nog homogenog sustava i jednog partikularnog rjesenja. Za slu¢aj homogenog sustava
s konstantnim koeficijentima Y’ = AY’, jedna metoda rjeSavanja je da odredimo sve
svojstvene vrijednosti od A i za svaku svojstvenu vrijednost \; odredimo njen svojstven
vektor Y;. Tada je opce rjeSenje sustava dano linearna kombinacija Y;-ova. ©
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6.8 Diferencijalne jednadzbe u kemijskoj kinetici

Kemijska kinetika se bavi brzinama kemijskih reakcija te faktorima koji na nju utjecu
(iz Cega se dalje izvode zakljucci o tome kako se reakcija odvija). Pretpostavimo da je
odabrana kemijska jednadzba koja opisuje jedinicnu kemijsku pretvorbu. Podsjetimo
se: stehiometrijski koeficijent sudionika reakcije J definira se kao

AN,
=5

Vjy

gdje je N, broj izvedenih jedini¢nih kemijskih pretvorbi u reakciji. Obzirom da se
tokom reakcije brojnost reaktanata smanjuje, a produkata povecava, slijedi da su ste-
hiometrijski koeficijenti reaktanata po definiciji negativni, a stehiometrijski koeficijenti
produkata pozitivni. Analogno mnozini kemijske tvari moze se definirati i ,,mnozina
izvedenih jedini¢nih pretvorbi”, tj. doseg reakcije

Ny

SZNA-

U diferencijalnom obliku doseg je definiran s

1
dé = — dny

Vy
gdje je J proizvoljn{’| sudionik reakcije. Primijetimo da buduéi da se tokom reakcije
mijenjaju mnozine reaktanata, one te stoga i doseg su u kemijskoj kinetici funkcije
vremena. Pomoc¢u dosega definira se brzina konverzije % = V—lJ . %. Kako ta definicija
ovisi 0 volumenu (u smislu: u veéem sustavu sigurno je vise pretvorbi) uobicajenije je
koristiti brzinu reakcije

1 d¢  da
= —+ — = —
Vodt dt
gdje je
r=2
V.

Veli¢ina x se zove koncentracija izvedenih pretvorbi. Jasno je da je pocetni uvjet dan
s 2(0s) = 0 mol L™! (jer se u nultom trenutku jo§ nije dogodila nijedna pretvorba).
Pretpostavljamo da je volumen V' (npr. otopine u kojoj se odvija reakcija) konstantan.
Kako je lakse baratati s koncentracijom nego mnozinom, u praksi se koristi formula

1 dJ]

Ty At
Pritom je [J] mnozinska koncentracija sudionika J. Gornja formula se lako izvede iz
definicije brzine reakcije i definicije dosega. Cesto se brzina promjene koncentracije

% gleda odvojeno obzirom na to promatra li se reaktant ili produk pa se govori o

"Definicija je neovisna o odabiru J.

8Promatranje obzirom na reaktante zna¢i da je brzina negativha pa kemicari rado pisu

—ﬁ -8 ymjesto formule identi¢nog znacenja v = -L - 4¢&

v = VR de
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brzini trosenja vg = —% reaktanta J, odnosno o brzini nastajanja vp = % produkta
J. Primijetite da su i brzina trosenja i brzina nastajanja nenegativne veli¢ine (zapravo:
funkcije).

U daljnjem ¢e nam koristiti i formula
@ W=W+n-e
koja vrijedi za sve sudionike reakcije. Ta se formula dobije integriranjem jednakosti
dlJ] = vydx

koja pak slijedi iz definicija mnozinske koncentracije i koncentracije izvedenih pretvorbi.
Indeks 0 oznacava pocetnu vrijednost u trenutku ¢ = 0 s. Uocite da mnozinska kon-
centracija bilo kojeg sudionika reakcije afino ovisi o koncentraciji izvedenih pretvorbi.

Zakon brzine reakcije opisuje brzinu reakcije kao produkt potencija koncentracija
reaktanata J, Jo, ...:

v="Fy- [Jl]m : [Jﬂm :

Ovdje n nije mnozina, nego broj n = > n; (koji se zove red reakcije, a brojevi n; se zovu
parcijalni redovi reakcije obzirom na reaktante J;). Napomenimo da su parcijalni redovi
1 ukupni red reakcije najceSc¢e prirodni brojevi, ali mogu biti i negativni cijeli brojevi
i razlomci. Veli¢ina k, (ovisna o temperaturi, ali konstantna pri danoj temperaturi)
zove se konstanta ili koeficijent brzine reakcije. Uvrstavanjem definicije brzine reakcije,
zakon brzine reakcije postaje diferencijalna jednadzba cije rjesenje zovemo integriranim
oblikom zakona brzine reakcije. Napomenimo da se zakon brzine reakcije ne moze
odrediti iz stehiometrije reakcije, ve¢ se odreduje eksperimentalno.

6.8.1 Reakcije nultog reda

Reakcije nultog reda su reakcije s konstantnom brzinom, tj. brzinom neovisnom o tre-
nutnim koncentracijama sudionika. Kad ponestane reaktanata, reakcija staje. Zakon
brzine reakcije nultog reda v = kg u obliku diferencijalne jednadzbe ima oblik

de 1 d[J

== —- J = k‘o

dt Vj dt
s pocetnim uvjetom z(0s) = 0 mol L™!. Direktnim integriranjem dobivamo integrirani
oblik zakona brzine reakcije nultog reda: x = x(t) = kot odnosno

[J] = [J]O + I/Jklot

(koncentracija reaktanta afino pada s vremenom jer je stehiometrijski koeficijent reak-
tanta negativan).

6.8.2 Reakcije prvog reda

Najjednostavnije reakcije prvog reda su one kod kojih je brzina reakcije u svakom
trenutku proporcionalna koncentraciji samo jednog reaktanta J, tj. one za koje zakon
brzine glasi

v=k[J].
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Po definiciji brzine reakcije dobivamo linearnu diferencijalnu jednadzbu

)

———=Fk|J
Vj dt 1[ ]
(odnosno, koristeci jednakost (), €% = ky([J], + vyz)). Separacija varijabli daje
d{J]
- = kl]/J dt
]
pa je
J J
ln[cTO] = kwﬂ—l—ln%
odnosno ln% = kvt (logaritam iznosa koncentracije je afina funkcija vremena).

Konacno dobivamo integrirani oblik
] = et

(tj. koncentracija eksponencijalno pada s vremenom). Napomenimo da iz [J] mozemo
odrediti koncentraciju svakog produkta P pomoc¢u formule (©): [P] = [P], + vpzr =

[P]o +up [J}—[J]o_

vy
Zadatak 18. Izracunajte ovisnost koncentracije izvedenih pretvorbi x(t) o vremenu,
skiciragte pripadni graf i zakljucite da reakcija prvog reda postaje sve sporija kako vri-
jeme tece!

Vrijeme polureakcije t2, uz fiksirani reaktant kojeg promatramo, je
vrijeme potrebno da se pocetna koncentracija tog reaktanta prepolovi. Iz (npr. eksperi-
mentalno poznatog) ti)s lako se, za reakciju prvog reda, odredi ky:

B In2

ky =
Vyty/2

$to se dobije uvrstavanjem t = t1)o i [J] = [J],/2 u [J] = [J] eap(kivst).

Reakcija pseudo-n-tog reda je ona kod koje se promjene koncen-
tracija svih osim jednog reaktanta J; mogu zanemariti pa se dobiva jednadzba oblika
v =kl [J1]}. Reakcija je dakle pseudoprvog reda ako npr. imamo reakciju A +B — C,
pri cemu je [B], puno veca od [A], pa se [B] neznatno mijenja s vremenom, te je brzina
reakcije (priblizno) proporcionalna s [A]. Imamo dakle v = K{[A], koju rieSavamo kao
gore, a pri cemu je ki = [B] k1.

6.8.3 Reakcije drugog i visih redova

Reakcija moze biti drugog reda obzirom na samo jedan reaktant ili na njih dva, tj.
moguce je da gledamo A — P uz

V= k’g[A]Q
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(slucaj (#)— brzina reakcije je u svakom trenutku proporcionalna kvadratu trenutne
koncentracije jednog reaktanta) ili pak A + B — P uz

v =k [A] [B]

(slucaj (&) — brzina reakcije je u svakom trenutku proporcionalna produktu trenutnih
koncentracija dvaju reaktanata).
U slucaju (#) dobivamo jednadzbu sa separiranim varijablama

dx
S = ka((Aly +va 2’
s pocetnim uvjetom z(0s) = 0 mol L~!. Kao rjesenje dobije se
AR koot
o(t) = — o k2 .
1—[A],-va- ket
Vidimo da je dakle  funkcija vremena oblika x(t) = -~ tj. graf joj je hiperbola. Za

koncentraciju od A iz (©) dobivamo jednadzbu

o ()

Zadatak 19. Koliko je vrijeme polureakcije za reakciju drugog reda tipa (@)%

Opcenito u slucaju reakcije koja je n-tog reda obzirom samo na jedan reaktant A
dobivamo diferencijalne jednadzbe

dr _
dt

dakle, obic¢ne diferencijalne jednadzbe prvog reda sa separiranim varijablama oblika

kn([A], + vaz)™,

Y = alb+cy)"

Rjesenje (za m # 1) uz uobicajeni pocetni uvjet daje vezu vremena i koncentracije

oblika
1 1 1
o = D ([A}g‘l ) [A]"‘l) |

Malo kompliciraniji je slucaj (<) koji se svodi na obi¢nu diferencijalnu jedadzbu

dx
—7 = Fa([Aly + vaz)([Bl, + vp2).

Radi se o obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi sa separiranim varijablama oblika

Y = a(by + a1y)(by + c2y)

(i pocetnim uvjetom y(0) = 0) koja se rjesava pomocu rastava na parcijalne razlomke:

/ dy 1 / ( c1 Co )
(b1 + c1y) (b2 + c2y) bacy — bicy bi+cy bty
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B 1 I by + c1y
bacr — bica by + oy
Dakle: -
1Y
In — = (bycy — bicg)ar + K
by + oy (bac1 1C2)
Iz pocetnog uvjeta imamo
by
K=1In—
n by

Dakle, u nasem slucaju reakcije drugog reda koja ima parcijalni prvi red obzirom na
dva reaktanta A i B dobili smo

(Bl [Aly e
! ([A10 By + b7

) = ([B]OVA - [A]OVB)k2t'

U cestom slucaju kad je va = vg = —1 1 uz oznake a = [A],, b = [B], dobiva se rjeSenje
u obliku u kojem se ¢esto nalazi u kemijskoj literaturi:
1 bla —
ot = I A=)

a—b  alb—2z)
Primjer 209. Za neku reakciju tipa A+3B — 2 C poznato je da je drugog reda (prvog
obzirom na A i prvog obzirom na B). Pocetne koncentracije su [A],;= 0,01 molL~!, [B],
= 0,02 molL 71 [C], = 0 molL= . Preko pripadne diferencijalne jednadzbe odredite
ovisnost koncentracije produkta C o vremenu. Kolika ce biti koncentracija od C nakon
1 minute ako je koeficijent brzine reakcije 0,62 Lmol 's~1?2

Prema uvjetima zadatka i iz relacije (V) imamo

d
Tf = ky[A][B] = 0,62M s (0,01 M — 2)(0,02M — 3z).
Separacijom varijabli, rastavom na parcijalne razlomke i integriranjem dobivamo
0,001M — =z
100ln ————— =0,62ts™' + C.
M 002M —3z st
Uzevsi u obzir pocetni uvjet x(0s) = 0mol L™ dobije se
1
C =100In =
i)
pa je
0,02M — 2z
2ts™' =1001In ~———=
0,62t s 00 n0,0QM—Sx’
odnosno
0,02 M - 2$ _ 609062t871
0,02M — 3x '
Odatle slijedi
00062ts~ 1 1
(t) = 0,02M - —

2 _ 3609062ts—1 )
Iz relacije (V) sad slijedi da je

-1
6[)D062ts -1

[C] =[C]y+ 2z =22 =0,04M - 5

— 3£00062ts-1
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6.8.4 Neki reakcijski mehanizmi

Kao sto je poznato, kemijske reakcije se najéesée ne odvijaju ,,direktno” po pravilu iska-
zanom kemijskom jednadzbom koja ih opisuje. Ukupna kemijska promjena je rezultat
viSe jednostavnijih koraka na molekulskoj razini koje zovemo elementarnim procesima,
a njihov niz koji daje ukupnu reakciju zove se mehanizmom reakcije. Postoji samo
nekoliko tipova elementarnih procesa i njihovi zakoni reakcija su izvedivi iz njihove
stehiometrije:

Elementarni proces | Zakon brzine
A—P v = k[A]

2A — P v = k[A]
A+B—P v = k[A][B]
2A+B—P v = k[A]’[B]
A+B+C—P v = k[A][B][C]

Jedan od najjednostavnijih mehanizama je mehanizam usporednih reakcija

B
S
A
C

Taj je mehanizam opisan sustavom sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
U1 = kgl)[A]a

vy = KA.
Ukupna brzina mehanizma je vy + vy, tj.

A
I CRRY I

Iz diferencijalnog oblika vidljivo je da je ukupni zakon reakcije A — B + C ukoliko se
njen mehanizam sastoji od dvije usporedne reakcije A — B i A — C tipa reakcije
prvog reda (s k; = k%l) + k:%Q)).

Drugi jednostavan reakcijski mehanizam je mehanizam uzastopnih (konsekutivnih)
reakcija A — B — C u kojem dolazi do nastajanja meduprodukta B. Shvatimo li
ga kao dva elementarna procesa A — B i B — C dobivamo sustav diferencijalnih

jednadzbi
~d[A] /4Bl
T _<dt 1_k1 (Al

W:Cgﬁlzdm:%%m




6.8. DIFERENCIJALNE JEDNADZBE U KEMIJSKOJ KINETICI 183

Taj sustav mozemo napisati u obliku

d([jA] _ —k(l)[A]

t
B = BVIA] - k(B
1 = kP[]

Kao pocetne uvjete uzet ¢emo [A](0s) = [A],, [B](0s) = [C](0s) = 0 M. Iz sustava
vidimo da je
[A] = [Algexp(—ki 1)
pa je
d[B]
Sdt
Radi se o diferencijalnoj jednadzbi oblika

= ki [Alyexp(—k1"t) — ki [B].

y = ae’™ + cy,

tj. o nehomogenoj linearnoj obicnoj diferencijalnoj jednadzbi prvog reda. RjeSenje
pripadne homogene jednadzbe yy se dobije iz 3/ = cy, tj. Inyy = ct + C; odnosno
yu(t) = Ce. Metoda varijacije konstante daje y(t) = C(t)e, tj. y = e“(C’ + C¢) pa
uvrstavanje u y' = ae” + cy daje e(C' + Cc) = ae? + Cce®. Slijedi C' = ae®°", tj.
C(t) = ;2 e~ + Cy. Sve skupa daje rjesenje y(t) = (%€ 9" + Cy) €. U sredenom

obliku imamo a

y(t) = Eebt + CQ(?Ct.
Pocetni uvjet y(0) = 0 povlaci da je
a C
o) = 2 ),

Konkretno, za nasu jednadzbu = B] =k )[A]Oexp(—k§1)t) e [B] uz [B], = 0 M dobije

W—Mwwﬂ%w—ﬂ”=ﬁﬁb
k’(l)[A}
B] = o (5 (xp(—k11) — exp(—k11))
1 AN

Jos nedostaje [C]. Imamo

d[c]  EVEP[A]
dt = ]%2) 1_ k§1)0 (exp(—kil)t) - exp(—k?)t)).

Ovo je diferencijalna jednadzba oblika

y/ _ a(ebt o GCt),
¢ije rjesenje dobijemo direktnim integriranjem:

Oy G o

y(t) = 76 — o
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Imamo dakle

HUEP[AL (1 (2) 1 ()
C] = 0 exp(—k,’t) — —exp(—k; 't) | .
l{:f) _ k{l) k§2) 1 k§1) 1
Zadatak 20. Kod uzastopnih reakcija cesta je pretpostavka o ustaljenom stanju (kons-
tantnosti koncentracije meduprodukta): % = 0. Ona bitno pojednostavljuje sustav.
Zapisite tako dobiveni sustav i odredite rjeSenje koje opisuje ovisnosti koncentracija od

A, B i C o vremenu.

Mehanizam povrativih (reverzibilnih) reakcija je mehanizam oblika A = B, t;j.
mehanizam koji se sastoji od dva elementarna procesa A — B i B — A. Odgova-
rajuci sustav diferencijalnih jednadzbi je dan s

o = k{V[A],
v =k V[B]
Gledaju¢i ukupnu brzinu dobivamo
_d[A]_ d[B]

i = aq M-k

tj. sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi s konstantnim koeficijentima koji je oblika
y'(x) = =2'(x) = ay(x) + bz(x).

Ako u pocetku nije bilo produkta B, tj. [B], = 0 M, onda je [B] = [A], — [A] pa
imamo

d[A _ _
- Y A A,
To je linearna jednadzba prvog reda te dobivamo rjesenje
[Aly

A= (M7 + MVexp(=(k” + K1)

K+ kY
11z njega

1
k(A

Bl= 55—
kY + kY

(1 —exp(— (kY + kg—”)z)) .

Primjer 210. Promotrimo mehanizam A — B = C, uz pretpostavku da su pocetne
koncentracije od B i C jednake 0 M. Recimo da nas zanima vremenska ovisnost produkta

C.

Odgovarajuci sustav diferencijalnih jednadzbi je

% = _kl[A]a

B — ky[A] — ko[B] + k_5[CY, -

A — 1, [B] — k_5[C]
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Radi preglednosti oznacimo: y; = [A], yo = [B] i y3 = [C]. Slijedi da smo dobili
homogeni sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda s matricom

—ky 0 0
A= kv —ke ko
0  ky —k_o

Odgovarajuci karakteristicni polinom je
(—k1=A)((—ka=A)(—k_a—N)—kok_s) = —(M-k1) (N2 +(kot+k_o)A) = = A A+k) (Arhat-k_s).

Vidimo dakle da su svojstvene vrijednosti od A redom 0, —ky 1@ —ko — k_5. Nadimo
svojstvent vektor za svojstvenu vrijednost 0:

—ky 0 0 —Fky 0 0 —Fk 0 0
k’l —kg k',g ~ 0 —kg k,Q ~ 0 —kQ k’,Q 5
0 ke —k_o 0 ke —k_o 0 0 0

tj. (1,29, x3) = (0, k_ot, kat) = t(0, k_o, ko). Dakle, pripadni svojstveni vektor je

Samzi provjerite da je

svojstveni vektor za svojsvenu vrijednost —ki, a

Yo3 = 1
—1

svojstvent vektor za svojsvenu vrijednost —ks — k_o. Ukupno rjesenje sustava je stoga

Y1 Coe™ 1t (k) — ky — k_o)

Yo | = | Cik_o+ Coe ™t (k_y — ky) + Cge=(kath-2)t

Y3 Ciks + Coe Ftky — Cye—(h2th-2)t
U pocetnom trenutku stoga imamo [Al, = Coy(ky — ke — k_2) (dakle, Cy = —kl_ﬁ]fkﬂ);
[Bly = Cik_z + Co(k_z — k1) + C5 i [C]y = Ciky + Coky — Cs, odakle dobivamo da
je Gy = kz[ﬂf_z 1 Gy = (kl—kQLAlli]:;fljg+k_2)' Dakle, vremenska ovisnost koncentracije

produkta C (). y3) je dana s
C = Ciky + Che Mty — CyeR2th-2)t —

1 1 ky
= [A] .k + —kit _ —(k2+k2)t) '
[ ]0 ? (kQ‘l‘k—Q ky _kQ_k—Qe (K —kz—k—Q)(k2+k_2)e
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Primijetimo: dosad je opis svakog reakcijskog mehanizma bio oblika sustava line-
arnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda. Ipak, nisu svi mehanizmi opisivi linearnim
sustavima.

Primjer 211. Mehanizam predravnoteze opisan je jednadzbom A + B — C — D,
dakle se meduprodukt moZe raspasti natrag na reaktante ili pak dalje prelazi u pro-
dukt. Radi se o tri elementarna procesa A+ B — C, C — A+ B i C — D, za koje
koeficigente brzina oznacimo redom s ky, k_1 1 ko.

Pripadni sustav diferencijalnih jednadzbi je

“a = ki[A][B] = k4 [C],
— S = k[A][B] - ki [C),
A =k [A][B] — k1 [C] - K[C],
A = ks[C]
Gornge diferencijalne jednadzbe se pojednostavljuju ako uzmemo pretpostavku usta-
ljenog stanja, tj. % = 0Ms~t: iz prve dobijemo
k1
Cl=—[A]IB
€l = T [AIB
sto wvrsteno u drugu jednadzbu daje
d[D] k1Ko
= Al[B].
dt k_1+ kg[ IIB]

1t Ponovimo bitno... Kemijska kinetika se bavi brzinama reakcija. Brzina reak-
cije se definira kao v = %%, gdje je & doseg definiran s dd—é = %, £(0s) = Omol.
Zakon brzine reakcije je izraz koji opisuje ovisnost brzine reakcije o koncentracijama
reaktanata (i produkata). Njegov uobicajeni oblik je da je brzina reakcije u svakom
trenutku proporcionalna produktu potencija koncentracija reaktanata; koeficijent pro-
porcionalnosti zove se koeficijent brzine reakcije, a zbroj eksponenata koncentracija je
red reakcije. Uzimajuci u obzir definiciju brzine, zakon brzine reakcije poprima oblik
diferencijalne jednadzbe cije rjesenje zovemo integriranim oblikom zakona brzine reak-
cije. U slucaju reakcija reda n obzirom na samo jedan reaktant, tj. reakcija kod kojih
je brzina u svakom trenutku proporcionalna potenciji samo jednog reaktanta, integri-
rani oblik se odreduje metodom separacije varijabli. U slu¢aju razmatranja reakcijskih
mehanizama, kod kojih se ukupna reakcija promatra kao slijed jednostavnih koraka
zvanih elementarnim procesima, model mehanizma je sustav diferencijalnih jednadzbi.
©

6.9 Zadaci za vjezbu

1. Pokazite da je sa y(r) = (C' = const.) dano opcée rjesenje diferencijalne

jednadzbe

_1
1-Cx

) +y=y.
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Ispitajte je i y(x) = 0 singularno rjesenje te napisite jedno partikularno rjesenje
dane jednadzbe.

Rjesenje. y(x) = 0 singularno rjesenje, y(x) = 1 partikularno rjesenje (C' = 0).

2. Pokazite da je sa y(z) = 1—1663$ + 3 dano partikularno rjesenje diferencijalne jed-
nadzbe
y' 4+ 2 +y=e*+3.
Zadovoljava li to rjesenje pocetni uvjet y(0) = 37
Rjesenje. y(0) = 13 # 3.

3. Metodom separacije varijabli, rijesite diferencijalne jednadzbe

(e) (22 =1y +22y*=0.
f) yv1—22y +xy/1—9y>=0.

Rjesenje.

(a) y=Ce™(xz+1), CeR. (b) 5}2206%—0—2, CeR.

(¢c) y=2—Ccosz, CeR. (d) L+y+hly—1=-1+C, CeR, y=1.
(e) %:1n|:172—1|+C’,C€[R,y:0. f) V1—-y2+V1-22=C, CeR

4. Odredite partikularno rjesenje koje zadovoljava zadanu diferencijalnu jednadzbu
sa pocetnim uvjetom

(a) 2vzy' =y, y(1)=2.
(b) zyy' =y*+1, y(2)=1.
(c) ev(y+1)=1, y(0)=1In2 .
Rjesenje.
(a) y=2ev"1. (b) y2:%2—1. (c) e —1=e".
5. Odredite sve krivulje sa svojstvom da u svakoj tocki krivulje sjeciSte tangente sa

y-osi raspolavlja spojnicu diraliSta tangente i sjeciSta tangente s x-osi.
Rjesenje. y? = Cxz, C #0.

6. Odredite krivulju koja prolazi tockom 7'(3, 2), a diraliste bilo koje njene tangente
raspolavlja odsjecak tangente medu koordinatnim osima.

Rjesenje. y = g .



188

10.

11.

12.

POGLAVLJE 6. OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Brzina raspadanja radija proporcionalna je postoje¢oj masi radija. Odredite ko-
liki se postotak mase radija raspadne nakon 100 godina ako je poznato da je
razdoblje poluraspadanja 1600 godina.

Rjesenje. 4.24%.

Tijelo se za 20 minuta ohladi sa 100°C na 60°C. Brzina kojom tijelo gubi toplinu,
i stoga mijenja temperaturu, proporcionalna je razlici temperature tijela i tem-
perature zraka koji ga okruzuje. Nakon koliko vremena ¢e se tijelo ohladiti na
30°C, ako je temperatura zraka koji ga okruzuje 20°C?

Rjesenje. 60 minuta.

Motorni camac krece se na mirnoj vodi brzinom 20 km/h. Ako se motor iskljuci
u trenutku kad se ¢amac kreé¢e punom brzinom, njegova ¢e se brzina nakon 40
sekundi smanjiti na 8 km/h. Otpor vode proporcionalan je brzini gibanja ¢amca.
Odredite brzinu gibanja ¢amca 2 minute nakon zaustavljanja motora.

Rjesenje. 1.28 km/h.
Pokazite da se diferencijalna jednadzba oblika
y = flax+by+c), (a,b,ce€R zadani)

supstitucijom z = ax + by + ¢ svodi na jednadzbu sa separiranim varijablama te
potom rijesite

(a) vy —y=22x—-3.

(b) (z+2y)y =1.

(c) ¥ =cos(y — ).
Rjesenje.

(a) y=Ce*—=2x+1, CeR. (b) x4+2y+2=0C¢ C€R.

(c) ctg5 =2+ C, CeR, y=2+2kn, kecZ

Odredite opce rjesenje homogenih diferencijalnih jednadzbi

a) vy —y=wtg? .

(a)

(b) x%y +y? =2y .

(© (@+yy +y==.

(d) ev(1—2)y +ev+1=0.

Rjesenje.

(a) sin2 =Cx, Ce€R. (b) y=Cax(z—~y), CER, y=u.
(¢) *+2z0y—2>=C,CeR. (d) z+yev =C, C€R.

Odredite sve krivulje kojima svaka tangenta sijeCe os ordinatu u tocki koja je
jednako udaljena od ishodista i od diralista tangente.

Rjesenje. (z—S)* +4> =<, C #£0.

4
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13. Odredite opce rjesenje linearnih diferencijalnih jednadzbi

(a) xy — 2y = 22*

(b) y=z(y — zcosx)

(c) a2y + (z+ 1)y = 2™

(d) ¥+ =2"—a

(e) v +yctgr =sin2x

(f) o +2zy+z=e".

Rjesenje.

(a) y—x (ac —I—C’) CeR (b)) y=(sinz+C)z, CeR.

() y=1(¥+C)e*CeR (d) y=(%+C)(z—1), CeR.
(e) y-%sm x+51§x7 CeR. (f) :(a:+C)e_m2—%, CeR.

14. Odredite jednadzbu krivulje koja prolazi tockom A(a?,1) (a > 0) i za koju vrijedi
da je u svakoj njenoj tocki povrsina trokuta kojeg odreduje tangenta u toj tocki,
os apscisa i radij-vektor te tocke konstantna i iznosi a?.

RjeSenje. zy = a®.

15. Odredite opce rjesenje homogenih linearnih diferencijalnih jednadzbi

Rjesenje.

(a) y=Cre 3+ Che™, C1,C € R, (b) y=C1e3 + Coze®®, C1,Cy € R.
(c) y=Cie® + Che®®, C1,Cy € R. (d) y= C)cos3z + Cysindz, C1,Cy € R.
(e) y=Cre s +Che®, 0,0, € R (f) y=e?(Crcosv2 x4+ Cysiny/2 z),
01,02 e R.

16. Metodom neodredenih koeficijenata, rijesite diferencijalne jednadzbe

(a) ¥ + 4y + 3y = 5e*® .

(b) y”+2y—x +2.

(¢) y' =3y +2y=e".
(d) V" =2y +y=e€"(z—1).
() YV'+y=2+e".

(f) v

f) v+ 3y =x+cosx .
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(g) v'+2y +2y=e"(z+cosz).

Rjesenje.
) y=Cre ¥ + Coe ™ + 2e**, C1,C5 € R.
b) y:ClCOS\/Ql'+CQSiD\/§l‘+%(I’2+1), C1,C5 € R.
) y = Cie® + Cye*® +ze®, C1,Cy € R
)y = Che® + Cowe® + (32° — $2%)e”, C1,Co € R,
Yy =Cicosz+ Cysinzx + %e‘x +2, O, Cy E R.
) y=C1+ Che3% + %xz - %x+ %sinx — 10 cosz, C1,C5 € R.
)y =e*(Cicosz + Cysinw) +ze ™ + e sinw, C,Cy € R.

(a
(
(c
(d
(e
(f
(g
Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe

y' —2ay + (a* + 1)y = a®sinx — 2acosz (a € R\ {0}).

Za koju vrijednost parametra a opcée rjeSenje ostaje ograniceno kad x — +o00?

Rjesenje. y = e (Cycosz + Cysinz) +sinz; a < 0.

Metodom varijacije konstanti, rijesSite diferencijalne jednadzbe

a y +y—cosx'

(a)

(b) v’ — 6y + 9y = 36/ — 12”1 .
)
)y

—2x

(CM+%+@—
(d

oy = et

Rjesenje.

(a) y=Cicosz+ Cysinz + xsinx + cosxIn(cosz), Cy,Cy € R.
(b) y=Cie™ + +Core™ +4y/x, C1,Cy € R.

(c) y=e2*(Cy + Cox — lna:) 0,0y € R.

(d) Yy = 6(1623C + 0263z Cl, 02 € R.

x-‘,—l )
Odredite opce rjesenje sustava diferencijalnih jednadzbi
(a)
o' +y=0,
y —2x—2y=0.

¥+r+y=0,

Yy —x+3y=0.
()

¥ —-2x+y=0,

y +x— 2y = —be'sint .
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Rjesenje.
(a) x(t) = €e'(Cycost + Cysint), y(t) =—2'(t), C1,Cy € R.

(b) y(t) = e *(C1 + Cot), x(t) =y'(t) +3y(t), C1,Co € R.
(c) z(t) = Cre! + Cye® + €e'(2cost —sint), y(t) = 2x(t) — 2/(t), C1,Cy € R.

20. Odredite partikularno rjesenje koje zadovoljava sustav diferencijalnih jednadzbi
2 +4r—8y =0,
4 +4y+x=0

te pocetne uvjete x(0) = 0, y(0) = —2.

Rjesenje. z(t) = 16(e™® —e™2), y(t) =2(e 3 —2e72) .






Poglavlje 7

Nizovi, redovi i redovi potencija

7.1 Nizovi

Nabrajanje brojeva poput

1,2,3,4,5,...
ili

1,2,4,8,16, ...

obi¢no se naziva nizom, bez obzira je li to nabrajanje kona¢no (do nekog zadnjeg broja,
recimo 1,2, 3,4, 5) ili nastavljeno ,,u beskona¢nost” (8to naznacavamo s ... nakon prvih
nekoliko brojeva). Ovakva definicija niza nije dobra, ali nije daleko od smisla prave
definicije. Bitne karakteristike nizova su:

e Sastoje se od c¢lanova, koji su obi¢no brojevi.

e Za svaki ¢lan moguce je utvrditi ne samo je li u nizu, nego i na kojem mjestu
u redoslijedu se nalazi. Pritom su mjesta odredena prirodnim (u jeziku: odgo-
varajuéim rednim) brojevima: prvi ¢lan, drugi ¢lan, ..., dvadeset i peti ¢lan,

e Nizovi u matematici su uvijek beskonacni.

Precizna definicija, koja koncizno izrazava sve gore navedene karakteristike niza
jest:

Definicija 48 (Niz realnih ili kompleksnih brojeva). Svaku funkciju kojoj je domena
skup prirodnih brojeva N zovemo nizom. Niz realnih brojeva je funkcija

a:N—R,
a niz kompleksnih brojeva je funkcija

a:N— C.

Cesto je zgodnije kao domenu niza uzeti skup No, tj. poceti s nultim
clanom.

193
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Elementi domene niza, tj. skupa N, predstavljaju redne brojeve, tj. pozicije u nizu,
a njima pridruzene vrijednosti su odgovarajuéi ¢lanovi niza. Primjerice, a(5) je peti
¢lan niza. U slucaju nizova uobicajeno je elemente domene (redne brojeve) oznacavati
s m, a njima pridruzene elemente kodomene (¢lanove niza) s a, (a ne kao kod drugih
funkcija s a(n)). Kad govorimo o ¢itavom nizu Cesto ga umjesto s a zapisujemo s
(an),en ili krace s (a,)n, dok je a, oznaka za n-ti ¢lan niza (usporedite s razlikom
izmedu oznake f i f(x) opcenito kod funkcija). Bududi je domena svakog niza cijeli
skup N, znaci da za svaki prirodni broj n postoji n-ti ¢lan tog niza pa je niz uvijek
beskonacan ako ga dozivljavamo kao ,nabrajanje”.
Konstantan niz je niz koji je kao funkcija konstantan tj. kojemu su svi ¢lanovi
jednaki:
a, =c¢, neN,

pri ¢emu je ¢ neki fiksan, tj. o n neovisan, broj.
Primjer 212. Niz zadan s a, =1, tj. i,1,1, ..., je konstantan niz kompleksnih brojeva.

Nizove, kao i druge funkcije, obi¢no zadajemo formulom koja opisuje kako elementu
domene pridruziti odgovarajuc¢i element kodomene. Kod nizova takvu formulu obi¢no
zovemo formulom opceg clana niza.

Primjer 213. Formulom

1
ay, = —
n
zadan je opéi clan niza reciproénih prirodnih brojeva 1, %, %, }l, e %, e

Primjer 214. Fibonaccijev niz je niz (F,) definiran tako da su mu prva dva élana
jednaka 1 (Fy = Fy = 1), a svaki sljedeci je zbroj prethodna dva:

F=F+F=2,

F4:F2+F3:3,
F5:F3+F4:5,
F6:F4+F5:8,

Fn: n72+Fn71-

Za nizove poput ovog, kod kojih je zadan jedan ili nekoliko pocetnih ¢lanova te pravilo
kojim se iz prethodnih clanova izracunava sljedeci kaZemo da su zadani rekurzivno.

Medu vrstama nizova posebno su poznati aritmeticki i geometrijski nizovi.

Definicija 49 (Aritmeticki niz). Niz realnih ili kompleksnih brojeva sa svojstvom da
je razlika svaka dva uzastopna clana niza ista zovemo aritmetickim nizom. Formalno,
niz (a,)n je aritmeticki ako postoji neki broj d (diferencija aritmetickog niza) takav da
za sve n € Ng vrijedi

Qpi1 — Gp = d.
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Primjer 215. Niz s opéim ¢lanom a, = 2+ 3n (tj. 2,5,8,11,...) je aritmeticki jer je
razlika svaka dva uzastopna clana 3:

Upy1—an =2+3(n+1)—(243n) =3.
Opéi clan aritmetickog niza s diferencijom d dan je formulom
a, = ag + dn,

gdje je ag prvi|I| ¢lan niza. Dakle, aritmeticki niz je potpuno zadan prvim ¢lanom i
diferencijom.

Definicija 50 (Geometrijski niz). Niz realnih ili kompleksnih brojeva sa svojstvom da je
kvocijent svaka dva uzastopna clana niza isti zovemo geometrijskim nizom. Formalno,
niz (an)n je geometrijski ako postoji neki broj q (kvocijent geometrijskog niza) takav da

za sve n € Ng vrijedi
an—l—l

Qn

Primjer 216. Niz s opéim élanom a, = 2 - (%)n (1. 2, §7 %;-

kvocijent svaka dva uzastopna ¢lana %

..) je geometrijski jer je

Ap+1 - 2. (%)n+1 1

oW 27 3

Op¢i ¢lan geometrijskog niza s kvocijentom ¢ dan je formulom
a, =ap-q",
gdje je ag prvi ¢lan niza. To lako dobijemo iz deﬁnicijeﬂ geometrijskog niza:
Un = 1§ = Gn-2q " = Gn—2q" = Ap_3¢ - §° = n-3q" = ... = apq".

Dakle, geometrijski niz je potpuno zadan prvim ¢lanom i kvocijentom. Zbroj prvih n
¢lanova geometrijskog niza dan je formulom

n

l—gq
1—¢q°

Sn:ao

Primjer 217. Odredenu organsku tvar O potrebno je iz vodene otopine ekstrahirati
pomocu benzena. Nakon dodatka benzena dobiven je ravnoteini omgjer koncentracija te
tvari u vodi v u benzenu K = g—; = 0,653. Koliko puta treba ekstrakciju provesti s 200
mL pocetne otopine da bi se iz otopine izdvojilo 97% tvari, ako dodajemo po 200 mL
odnosno po 100 mL benzena?

Neka je ng mnozina tvari O u vodenoj otopini. Tada nakon dodavanja Vy benzena
u V1 vodene otopine vrijedi

no = c{"Vi + V2,

Kad gledamo nizove s domenom Ng, iako je formalno ag nulti ¢lan niza, uobi¢ajeno je zvati ga
prvim, tj. pozicije brojati od nulte.
2Formalni dokaz isao bi matemati¢kom indukcijom.
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odnosno u vodi je otopljeno jos n; = cgl)Vl tvari O. Omgjer mnoZina te tvari u vodenoj
otopini poslije i prije prve ekstrakcije je stoga

m___4W KV _
o Wit KtV

«Q,

tj. n1 = noa. Ocigledno je o < 1.
Slicno, ako je trenutna mnoZina tvari koja je jos u vodenoj otopini jednaka ny, (1j.
provedeno je k ekstrakcija), nakon sljedece ekstrakcije vrijedit ée

ny = cng)Vl n Cgk—i-l)vz

T i (I .
Nk c§k+1)m+c§k“)v2 KVi +V,

a,

tJ. ng11 = nio.

Dakle, niz mnoZina promatrane organske tvari tokom uzastopnih ekstrakcija je ge-
ometrijski s kvocijentom o te je nakon k ekstrakcija u vodi otopljeno ny = nga® tvari
O. Kako zelimo ekstrahirati bar 97% te tvari, znaci da treba ekstrakciju provesti k puta,
pri cemu za k mora vrijediti n;, < 0,03ng, tj. o < 0,03. Potreban broj ekstrakcija je
stoga nagmangi prirodan broj k takav da je

In 0,03 B
na

k > log, 0,03 =

F(a)

(kako je o < 1, log,, pada te je pri logaritmiranju nejednakosti o < 0,03 potrebno
obrnuti znak nejednakosti). Pri takvoj ekstrakceiji potrosit ce se kVa volumena benzena.
Nadalje, o = 78 = 055?53(;??3 - 13015?1]% je to mangi §to je Vi vedi (jer je
funkcija f(z) = ~17 padajuca za pozitivne x, a u naSem slucaju je f = a, x = 1V2L 7
a = 130,6). Konkretno, za Vo = 200 mL je a = 0,395 i stoga k > F(0,395) = 3,78
odnosno k = 4. Za takve cetiri ekstrakcije treba nam 4 - 200 = 800 mL benzena. Za
Vo =100 mL je o = 0,566 ¢ k > F(0,566) = 6,17 pa je za ekstrahiranje 97% tvari O iz
vodene otopine potrebno 7 ekstrakcija pri cemu se potrosi 7 - 100 = 700 mL benzena.
Opcenito, F(«a) i stoga potrebni broj ekstrakcija k je veéi kad je Vo mangi (Sto
je logicno, a wjedno i vidljivo iz gornjih formula). No, ukupna kolicina potrosenog
benzena je kVo > VoF (o) = Y, 003 nV2 1?3%%3 Sto mst s porastom Vo pa je tako

Ina 1
130 6+ 1221
1 matematicki poturdena iskustveno poznata cinjenica da se mangje sredstva ekstrakcije
potrogi ako se ekstrahira s manjim volumenima (ali zato cesée).

Nizove realnih brojeva mozemo prikazati graficki tako da crtamo njihove grafove u
(Cartesiusovom) koordinatnom sustavu. Kako se graf svake funkcije, pa tako i niza,
sastoji od uredenih parova oblika (x, f(z)) gdje x prolazi domenom, slijedi da se crtez
grafa niza sastoji od diskretnih tocaka kojima su apscise prirodni brojevi, a ordinate
odgovarajuce vrijednosti ¢lanova niza. Radi lakseg ocitavanja obi¢no se kao pomocne
linije ucrtavaju spojnice apscisa s odgovaraju¢im tockama grafa.
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l !

L]

Slika 7.1: Graficki prikaz niza a, = sinn?.

Primjer 218. Na slici prikazan je graf niza zadanog formulom a, = sinn?.

Niz realnih brojeva (a,), je ogranicen odozgo (odozdo) ako postoji realan broj M
takav da je a, < M (a, > M) za sve ¢lanove niza. Ako je niz ogranic¢en i odozgo i
odozdo, kazemo da je ogranicen.

Ogranicenost odozgo i odozdo nemaju smisla za nizove kompleksnih brojeva, jer
ne postoji prirodan uredaj medu kompleksnim brojevima. No, pojam ogranicenosti
moguce je definirati tako da definicija bude zajednicka za nizove realnih i kompleksnih
brojeva:

Definicija 51 (Ograniceni nizovi). Niz realnih ili kompleksnih brojeva je ogranicen ako
postoji realan broj M takav da je
la,| < M

za sve n (tj. svi clanovi niza imaju apsolutnu vrijednost najvise M ).
Primjer 219. Niz zadan s a, = % je ogranicen jer su mu svi ¢lanovi izmedu 0 7 1.
Primjer 220. Svaki konstantan niz bilo realnih bilo kompleksnih brojeva je ogranicen.

Primjer 221. Niz prirodnih brojeva je definiran formulom a,, = n i ogranicen je odozdo
jer je a, > 1 za sve n € N, ali nije ogranicen odozgo.

U skupu realnih brojeva ima smisla usporedivati brojeve po veli¢ini pa ima smisla
re¢i da je primjerice niz 1,4, 9, 16, . .. (a, = n?) rastuéi, aniz —1, -2, -3, ... (a, = —n)
padajuéi. Preciznije:

Definicija 52 (Rastuéi i padajuéi nizovi realnih brojeva). Niz (ay), realnih brojeva
zovemo rastucim ako je

(7% S an—l—l
za sve n, a padajucim ako je
(07% 2 anJrl
zZa sve n.
3Funkcija zadana formulom f(x) = = 903 je rastuca, a u naSem primjeru imamo x = 1‘21;

1306+=
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Primjer 222. Samo konstantan niz je istovremeno rastuci i padajuci.
Primjer 223. Niz iz primjera nije ni rastuci ni padajudi.

Primjer 224. Ako niz (ay,), raste, njegov suprotni niz (—ay,), pada (i obrnuto). Pri-

myjerice, niz zadan s a, = % pada, a niz zadan s b, = —% raste.

U kontekstu nizova realnih i kompleksnih brojeva imaju smisla govoriti o limesi-
ma. Budud¢i da su nizovi vrsta funkcija, pojam limesa nizaje poseban slucaj limesa
funkcije. Podsjetimo se: limesi funkcija opisuju kako se ponaSaju vrijednosti funkcije
(u ovom slucaju ¢lanovi niza) kad se varijabla (u ovom sluc¢aju prirodan broj koji je
indeks ¢lana niza) sve vise priblizava nekoj vrijednosti. Pritom je oznaka }}_}Hi f(zx)

podrazumijevala da se s © moze doé¢i proizvoljno blizu ¢ ostajuéi u domeni funkcije f.
Kako izmedu svaka dva prirodna broja imamo ,,rupu”, besmisleno je razmatrati pitanja
poput , koliki je limes niza kad n tezi k 37” jer se ostajuci u prirodnim brojevima n ne
mozemo proizvoljno pribliziti broju 3. Takoder, kako su u domeni samo nenegativni
brojevi, nema smisla govoriti o limesima nizova kad n tezi u —oo. Ukratko, u kontekstu
nizova ima smisla govoriti samo o limesima u pozitivnoj beskonacnosti te se ¢esto govori
jednostavno o limesu niza, a ne o limesu niza kad n tezi u beskonac¢nost.

Limes ili grani¢na vrijednost niza (a,), kad n tezi u beskonac¢nost je, ako postoji,
broj L takav da §to je veéi n, to su ¢lanovi niza a,, blizi L (i pritom mogu doéi proizvoljno
blizu L). Formalno:

Definicija 53 (Limes niza). Broj L je limes niza (a,), ako za svaki € > 0 postoji
no € N takav da za n > ng vrijedi |a, — L| < €. Ako je L limes niza (a,), pisemo

lim a,=1L
n—-+o0o

Wi krace lima,, = L.

Smisao formalne definicije limesa niza je da su pocevsi od nekog mjesta u nizu svi
¢lanovi niza na proizvoljno maloj udaljenosti € od limesa L.

Ako limes niza postoji, kazemo da je niz konvergentan, a inace je divergentan. Neki
divergentni nizovi realnih brojeva poprimaju proizvoljno velike ili male vrijednosti pa
imaju smisla oznake lima,, = +o0 i lima,, = —oo0.

Definicija 54 (Beskonacni limesi nizova). Ako ¢lanovi niza postaju proizvoljno veliki,
t). ako za proizvolyno velik broj M postoji pozicija ng € N u nizu takva da su za sve
daljnje pozicije n > ng clanovi niza veéi od M (a, > M), kazemo da niz tezi u plus
beskonacno i pisemo

lim a, = +o0.
n—+oo

Slicno, ako clanovi niza postaju proizvoljno mali tj. ako za proizvoljno malerﬁ broj
m postoji pozicija ng € N u nizu takva da su za sve daljnje pozicije n > ng clanovi niza
mangi od m (a, < m), kaZemo da niz tezi v minus beskonacno i pisemo

lim a, = —oc.
n—-+00

4Podsje¢amo: proizvoljno malen broj znadci ,,jako negativan” broj.
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Slika 7.2: Graficki prikaz konvergentnog realnog niza a, = 2 — %: lima, = 2.

Slika 7.3: Graficki prikaz konvergentnog realnog niza a, = 2 — =: lima,, = 2.

3=

Jos jednom napominjemo: kad se govori o konvergenciji ili divergenciji nekog niza,
tj. o limesu niza, podrazumijevamo limes kad varijabla n tezi u 4oc.

Vizualno konvergenciju niza mozemo predociti na dva nacina. Jedan nacin je spe-
cijalni slucaj takvog pristupa za opcenite funkcije: niz ima limes ako njegov graf ima
horizontalnu asimptotu (vidi sliku [7.2).

Drugaciji nacin vizualizacije konvergencije primjenjiv je i za nizove kompleksnih
brojeva: ucrtavamo redom samo iznose ¢lanova niza na brojevni pravac (ako je niz
realan) odnosno u koordinatnu ravninu (ako je kompleksan). U sluc¢aju konvergent-
nih nizova, Sto viSe tocaka ucrtamo, primijetit ¢emo da se grupiraju sve blize jednoj
odredenoj tocki pravca odnosno ravnine. Ta tocka je limes niza. Takvi prikazi vide se
na slikama [7.3]1 [7.4]

Najjednostavniji primjeri konvergentnih nizova su konstantni nizovi: niz definiran
s a, = c uvijek ima limes ¢, tj. lim,, .., ¢ = ¢. Dokaz je jednostavan: ma kako malu
udaljenost € > 0 od limesa ¢ zamislili, za sve ¢lanove niza vrijedi |a, — ¢| = |¢c — ¢| =
0<e.

Konvergencija niza tice se ponasanja njegovih ,dalekih ¢lanova”: bitno je da se
pocevsi od neke pozicije ¢lanovi niza grupiraju oko nekog broja. Stoga odabir pocetnih
(konacno mnogo) ¢lanova niza ne utjece na njegovu konvergenciju.

Primjer 225. Nizovi 2,2,2,2,2, ...,2, ... (konstantan niz), zatim niz 1235, i — 45,
1,2,2,2,2,...,2,...teniz1, 2,3, ...,5000000, 2, 2,2,2,...,2,...sviimaju limes
2 iako se razlikuju u pocetnim clanovima: u prvom nizu su svi ¢lanovi proizvolyno blizu
2, u drugom nizu su svi clanovi pocevsi od cetvrtog proizvolyno blizu 2, a u trecem su
svt ¢lanovi pocevsi od 5000001. ¢lana proizvolyno blizu 2.



200 POGLAVLJE 7. NIZOVI, REDOVI I REDOVI POTENCIJA

o

Slika 7.4: Graficki prikaz konvergentnog kompleksnog niza a,, = 1+i+ ﬁ lima, =

1+

Korisno je zapamtiti: aritmeticki nizovi divergiraju, osim ako im je diferencija d = 0
(takvi aritmeticki nizovi su konstantni).

Primjer 226. Aritmeticki niz zadan s a, = 1 — 0,01n poprima proizvoljno male vri-
jednosti: lim a,, = —o0.

Geometrijski nizovi su konvergentni ako su konstantni (kvocijent ¢ = 1) ili ako im
je kvocijent po apsolutnoj vrijednosti manji od 1 (|g| < 1), a inace su divergentni. Za
slucaj realnih geometrijskih nizova a,, = apq" vrijedi:

0, -1l<qg<1,
Gy, q = ]-7

lima, =< 400, q>1,a9>0,
—00, qg>1,a9<0,

neodreden, ¢ < —1
Primjer 227. Limes niza iz primjera[217 je

lim ny = lim nga® = 0mol
k—+o00 k—o0

jer je o uwvijek izmedu 0 @ 1. Time je matematicki zapisana iskustvena ¢injenica: ako
ekstrakcije provodimo unedogled, u vodi vise nece ostati nista otopljene tvari.

Medu konvergentnim nizovima (osim konvergentnih geometrijskih nizova) vrijedi
zapamtiti sljedece nizove i njihove limese:

1
n—+oo N

za sve k > 0. Broj e se definira kao limes niza:

) \"
lim (1 + —) = e.
n—-+4oo n
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Primjer 228.
.1
lim 2= 0.
Medu divegentnim nizovima (osim aritmetickih i divergentnih geometrijskih nizova)
vrijedi zapamtiti sljede¢e nizove i njihove limese:
k

lim n® =400
n—-+4oo

lim k" = +o0
n—-+40o

za sve k > 0. Za negativne k je limes lim,,_,, ,, £" neodreden.

Primjer 229.
limn® = +o0.

Primjer 230. im(—2)" nije odreden: ¢lanovi niza su redom —2, 4, —8, 16, —32, ...,
tj. alterniraju po predznaku pa niti se grupiraju oko nekog broja (naprotiv, sve se vise
udaljavaju od nule) niti su pocevsi od nekog mjesta proizvoljno veliki (iza svakog velikog
broja dode jedan negativan) niti su pocevsi od nekog mgesta proizvoljno mali (iza svakog
malog, negativnog broja dode jedan pozitivan).

Osnovna svojstva limesa nizova su analogna svojstvima limesa realnih funkcija:

Teorem 15. Ako postoje lim a, ¢ lim b,, onda postoje i limesi lim (a, + by),
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

lim (a, —b,) i lim (ayb,) te vrijedi:
n—-+0o00 n—+oo

lim (a,+0b,) = lim a,+ lim b,,

n—-+00 n—-+4o0o n—-+4o0o
lim (a, —b,) = lim a,— lim b,,
n—-+00 n—-+0o n—-+0o
lim (a,-b,) = lim a,- lim b,.
n—-+o00 n—-+4o0o n—-+4o00

an . . o limg, o an
Nadalje, ako je lim b, # 0, onda postoji i lim — i jednak je “Hn—rtoo G
n——+oo n—+oo b

n hmn%Jroo bn
Primjer 231. Imamo lim (2 +3- (1)") =1lim 2 + 3lim ()" =0+ 0=0.

Korisno je znati i teorem (koji je poznat kao Heineova karakterizacija neprekid-
nosti):

Teorem 16. Realna funkcija f je neprekidna u tocki ¢ ako i@ samo ako za svaki niz
(an)n koji konvergira k c, niz (f(ay)), konvergira k f(c).

Ukratko, za neprekidne funkcije f i sve konvergentne nizove (a,,), vrijedi

lim f(a,) = f( lim a,).

n—-+o0o n—-+o0o
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Primjer 232. Kako je sinus neprekidna funkcija, vrijeds

. .1 - 1 .
lim sin— =sin lim — =sin0=0.
n—-+oo n n——+oo N,
Posljedica gornjeg teorema su sljedec¢a svojstva limesa koja se Cesto koriste kod
racunanja limesa nizova:

lim (¢c+a,) =c+ lim a,,
n—+o00 n—+oo

lim e" = +oo,
n—-+0o

lim e " =0,
n—-+o0o

lim lna, =In lim a,
n—-+o0o n—-+o0o

(za realne nizove (a,) s pozitivnim ¢lanovima),

li = li
v = e
(za realne nizove (a,) se nenegativnim ¢lanovima) itd. Sva navedena pravila vrijede za
konvergentne realne nizove (a,).

Za limese nizova koji su racionalne funkcije od n primjenjuju se isti postupci kao
za racunanje limesa racionalnih funkcija u beskonacnosti (dijeljenje s najve¢om poten-
cijom).

Primjer 233.
. n+2n? . 5+2%
lim ——— = lim 22— =.
n—+400 1 — 3n3 n—-+4o0o por

Sliéni postupak (dijeljenje s ¢lanom koji najbrze raste) moze se primijeniti i na
izracunavanje mnogih drugih limesa nizova. Ovdje podsje¢amo: eksponencijalne funk-
cije s bazom ve¢om od 1 rastu brze od svih polinoma, a kad medusobno usporedujemo
dvije rastuce eksponencijalne funkcije, brze raste eksponencijalna funkcija s vecom
bazom.

Primjer 234.
2n — e w—1 0-1

11m = 3 = e
n—+oo Hn2 + en 5% +1 0+1

S teorijske strane dobro je znati i sljedeci teorem:

Teorem 17. Ako je niz realnih brojeva ogranicen i rastuci ili ogranicen i padajuci,
onda je konvergentan.

¥t Ponovimo bitno... Nizovi realnih odnosno kompleksnih brojeva su realne od-
nosno kompleksne funkcije kojima je domena skup prirodnih brojeva (evtl. s nulom).
Niz (ay,), konvergira k broju L ako vrijedi: §to je veéi n, to je iznos a, blizi L. Na ko-
nvergenciju niza ne utjece bilo koji konacan broj pocetnih clanova. Geometrijski nizovi
su nizovi za koje vrijedi da je kvocijent dva uzastopna clana konstantan; oni konver-
giraju ako je taj kvocijent po apsolutnoj vrijednosti manji od 1 ili ako su konstantni.
©
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7.2 Redovi

Redovi su beskonac¢ne sume oblika
ap+ay+ag+...+a,+...,

tj. svaki niz odreduje jedan red. Pritom, ako pokusamo izrac¢unati ukupnu (beskonaénu)
sumu jedini razumni nacin pristupa bio bi da zbrojimo sto vise ¢lanova pocevsi od prvog
i provjerimo pokazuje li se dodavanjem jos ponekog ¢lana konvergencija takvih zbrojeva
(parcijalnih suma). Formalna definicija je sljedeca:

Definicija 55 (Red). Red je ureden par niza (ay), i pripadnog niza parcijalnih suma
(Sn)n definiranog s
Sl = az,

S, =8,1+a,=a,+as+...+a,.

Red je konvergentan ako je niz parcijalnih suma (S,) konvergentan. U tom slucaju

lim S,, zovemo sumom reda i oznacavamo s E Q-
n—oo
n

Z a, = lim S,,.

Dakle, ako imamo niz aq, as, as, ..., a,, ..., iz njega formiramo novi niz parcijalnih
suma ai,a + as,ay + as +as,...,a; + as + ...+ a,,... i ako taj novi niz konvergira,
kazemo da red ) a, konvergira.

Napomenimo da se u literaturi koja nije strogo matematicka oznaka ) a, rabi kao

op¢a oznaka reda, tj. u smislu Z an = ((an)n, (Sn)n), pa se govori o tome konvergira

li ¥ a, (ukojem slucaju se tom simbolu pridruzuje vrijednost lim S,) ili ne (u kom
n—oo

slu¢aju iznos ) a, nije definiran, s time da se u slucaju da je ) a, = £oo pise
>, Gy = £00). Jednostavnosti radi i mi ¢emo u daljnjem koristiti takvo oznacavanje,
dakle pisanjem oznake ) a, ne impliciramo da se radi o konvergentnom redu.

Primjer 235. Promotrimo red :{3 2% =1+ % + ;11 + % +.... Njegove parcijalne sume
su oblika
So=1triaty by 1
T2 408 2w

3. radi se o sumama prvih n ¢lanova geometriyskog niza s pocetnim clanom 1 i kvoci-
jentom % Prema odgovarajucoj formuli je

=@ (LY
e ()

Kako je lim, 2% = 0, prema svojstvima limesa nizova slijeds

1
lims, =2-(1-5-0)=2
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Stoga je
1

n2_n:

Geometrijski red je red dobiven zbrajanjem c¢lanova geometrijskog niza, tj. red

oblika >~ aq" = a+aq+aq®+.... Taj red konvergira (i suma mu je . ) to¢no ako

je lgl < 1.

Primjer 236. Decimalni zapis realnih brojeva zapravo je njihov razvoj u geometrijski
red, a svaki konacni decimalni zapis je odabir neke parcijalne sume tog reda. Primjerice,
2apis % =0,3333... zapravo znaci

1 3 3 3 =
=2y 2y 2 o =N"3.
310 100 " 1000 T nz:; 107

Kad % pisemo kao aproksimativno 0,33333 zapravo smo uzeli petu parcijalnu sumu
kao aproksimaciju ukupne sume reda. Pritom treba misliti na to da se radi samo o

aproksimaciji poznatog broja L+, koji je razlicit od broja 0,33333 = 0,33333000... =

3
:ganw% gdje jea, =3 zan<5ia,=0zan >5.
U tom smislu korektno je (u kemiji i fizici wobicajeno) razlikovanje brojeva 0,35
i 0,3500 jer se u primjenama uvijek radi o aproksimacijama toénih brojeva (nikoje
mjerenje ne moze dati matematicki egzaktnu brojéanu vrijednost) pa se u prvom slucaju
radi o broju kod kojeg je iz odredenih (prakticnih) razloga kao aproksimacija odabrana
druga parcijalna suma, dok se kod drugog broja odabrala cetvrta. Pritom u oba slucaja
zapravo ne znamo ostatak reda, tj. ti brojevi mozZda jesu, a moZda i nisu jednaki broju

%:0,350002 :;iola,nlo%’a1:3’a2:5’anzozan>2'

Poznat je Zenonozﬂ paradoks o Ahilu i kornjaci. Zenon turdi da brzo-
nogi Ahil ne moze sti¢i sporu kornjacu. Recimo da je Ahil dvostruko brzi od kornjace.
Ako je na pocetku kornjaca na nekoj udaljenosti ispred Ahila (recimo 10 metara) i
oboje pocinju tréati u istom smjeru u istom trenu, onda kad je Ahil presao pocetnu
udaljenost od 10 metara, kornjaca je 5 metara ispred njega. Dok Ahil prede tih 5 me-
tara, kornjaca th je presla jos 2,5. Dok Ahil prede tih 2,5 metara, kornjaca je opet
ispred njega za 1,25 metara i tako unedogled: kad god Ahil dode na neku prethodnu
kornjacinu poziciju, ona je jo§ malo ispred njega. Ahilov put bismo danas opisali ko-
nvergentnim geometrijskim redom 10+5+2,5+125+... =10)_ 2% = 20, a kornjacin
jeput 5+25+125+... =10 2% = 10. Kako je na pocetku Ahil bio 10 metara iza
kornjace, slijedi da ¢e oboje u beskonacnosti doci na isto mjesto, a za dovoljno velik
n udaljenost medu njima bit ée dovoljno mala da bi si Ahil mogao skuhati juhu od
kornjace ©.

Primjer 237. Molekulska particijska funkcija se u statistickoj termodinamici (za mo-
lekule bez medudjelovanja) definira sa

z = Z gje_Ej/(kBT)7
J

5Zenon iz Eleje, greki filozof, 5. st. pr. Kr.
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gdje je kp Boltzmannova konstanta, T' termodinamicka temperatura, E; je energija
molekule u j-tom stanju, a g; je degeneracijski broj j-tog stanja (sumira se po svim
mogucim energijskim stanjima jedne molekule). Molekulska particijska funkcija direk-
tno je povezana s mnogim termodinamickim svojstvima jer je vjerojatnost da se mole-
kula nade u j-tom energyskom stanju opisana Boltzmannovom raspodjelom, tj. kao

95 ,—E;/(kpT)

szz

Molekulska particijska funkcija je zapravo faktor normiranja N u uvjetu da zbroj svih
vjerojatnosti p; = Ne PEi bude jednak 1. Izracunavanjem ocekivane vrijednosti ener-
gije jedne molekule pokazuje se da je [ = —=

Za vibracije dvoatomnih molekula u priblizenju harmonickog oscilatora (za promjene
geometrije molekule koje ne odstupaju puno od ravnoteine geometrije) vrijedi

1
E,=h -
v u(v+2)

gdje je v € Ng wibracijski kvantni broj, a v je vibracijska frekvencija © h Planckova
konstanta.

Za vibraciju dvoatomne molekule stoga imamo (ukoliko nema degeneriranih ener-
gijskih stanja)

l/

i G __hvo hv __hv v
z = E E kT esz — e2kT E e kT .

Kako su h,v,k, T pozitivni, slijedi da je ¢ = ekt pozitivan broj mangi od 1. Stoga je
_hv_
€2kT
2= —.
1—ce — K

Uz geometrijski red, najpoznatiji konvergentni redovi su redovi
1

Y
nS
n

s>1

(njihova suma oznacava se s ((s) i zove Riemannova C—funkcijaﬂ

Poznato je da vrijedi (2) = %=, tj. >, -5 = %=. To je prvi otkrio
veliky svicarski matematicar Leonhard Fuler w 18. stoljecu.

Primjer 238. Redovi s konstantnim clanovima (3,25 ¢ = c+c+c+...) divergiraju
osim ako jec=0 (37250=0+0+0+...=0).

Primjer 239. Red1—1+1—-14+1—1+... = Z:ﬁ%(—l)” divergira jer su mu parcijalne
sume S, =0 za parne n i S, =1 za neparne n pa je niz (S,) niz 1,0,1,0,1,0,... koji
ne konvergira.

6Zapravo se Riemannova (-funkcija definira kao progirenje funkcije definirane s ((s) = Y, = na
sve kompleksne brojeve s # 1.
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Medu divergentnim redovima, najpoznatiji je harmonijski red
>,
-
n

On divergira u +o0, ali vrlo sporo. Dokaz da harmonijski red divergira ide direktno iz
definicije konvergencije ili pomoc¢u integralnog kriterija (vidi nize).

Primijetimo da intuitivno gledano, red ,nema Sanse” konvergirati ako mu clanovi
ne postaju sve blizi nuli. Precizna formulacija te tvrdnje je sljede¢i teorem.

Teorem 18 (Nuzan uvjet konvergencije reda). Ako red ) a, konvergira, onda je
lim,, a,, = 0.

Primijetimo da to $to nekom redu ), a, opéi ¢lan tezi u nulu (lim, a, = 0) nije
dovoljno za konvergenciju tog reda. Najjednostavniji primjer divergentnog reda kojem
opéi ¢lan tezi u nulu je harmonijski red. Ovaj teorem je stoga korisniji za otkrivanje
divergentnih redova. Naime, tvrdnji izrecenoj u teoremu ekvivalentna je tvrdnja: ako
op¢i ¢lan reda ne tezi u nulu, onda je red divergentan.

Primjer 240. Red 3>, (1 — 1) divergira jer je lim, (1 — 1) =1 #0.

Primjer 241. Red ) cosn diergira jer lim, cosn ne postoji, pa nije jednak nuli.
Da bi se za konkretni red ispitalo konvergira li, postoje razni kriteriji konvergencije.
Najvazniji medu njima su

e Kriterij usporedivanja: Ako je 0 < a,, < b, za sve n (pocevsi od nekog mjesta) te
ako znamo da ) b, konvergira, onda konvergirai ) a,. Akoje 0 < a, < b, za
sve n (pocevsi od nekog mjesta) te ako znamo da ) a, divergira, onda divegira

i b

e D’Alembertov kriterij: Ako lim,,

Gn+1
n

<1,ondared ) a, (apsolutno) konver-

An41

=1

n

gira, a ako je lim,, ’%’ > 1, onda red divergira. U slucaju da je lim,,

ovaj kriterij ne daje odluku.

e Cauchyjev kriterij Ako lim,, {/|a,| < 1, onda red ) a, (apsolutno) konvergira,
a ako je lim, {/|a,| > 1, onda red divergira. U slucaju da je lim,, {/|a,| = 1 ovaj
kriterij ne daje odluku.

e Leibnizov kriterij primjenjuje se za redove kojima clanovi alterniraju po predz-
naku. Red ) (—1)"a, (gdje su svi a,, > 0) konvergira ako je niz (a,) padajudi i
konvergira u nulu.

e Integralni kriterij: Ako su svi a, pozitivni i ako je f(x) definirana tako da u
formuli za opéi ¢lan a,, znak n zamijenimo s x, te ako je tako definirana f nepre-
kidna za © > 11 lim,_, o0 f(2) = 0, onda red 3.7 a,, i integral [,"> f(z) dw ili
oba konvergiraju ili oba divergiraju.

"Red Y, an s realnim ili kompleksnim ¢lanovima apsolutno konvergira ako konvergira red Y, |a,|.
Svaki apsolutno konvergentan red je konvergentan.
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( geometm’jski red s kvocijentom 1/3).
< 3m 2a sve n, pa temeljem kriterija

Primjer 242. Znamo da konvergira red
Kako je 3" < 3" +n za sve n, slijedi da je

n 3”
3n +n

usporedivangja zakljucéujemo da i red konvergira.

n 3”+n
Primjer 243. Red Z i konvergira po d’Alembertovom kriteriju jer je

_1
lim D — iy

nl monT
Primjer 244. Red ) <5”Z++J6“”> konvergira po Cauchyjevom kriteriju jer je
L (n=Tn24+n\" . n—=Tn*4nd . 5-T41 1
lim — | =lim————— =lim*——— = - <L
n 6n3 + 6 n 6n3 + 6 n 6+ 3 6

Primjer 245. Red > (1) =1—-2+3 -1 +. konvergim po Leibnizovom
kriteryu jer je a, = % > 0 za sve n, niz (1) ]6 padajucz i lim, 1 = =0.

Primjer 246. Integralnim kriterijem moZe se pokazati divergencija harmonijskog reda

Zn% Kako je a, = %, znaci da uzimamo f(x) = % i f ima traZena svojstva (ne-

+OO dz

prekidna za x > 1 1 ima x-0s kao horizontalnu asimptotu). Kako znamo da .

divergira u +00, zakljucujemo da je Zn =~ = +o0.
Opcenito se integralnim kriterijem moze pokazati da medu redovima ), ni konver-
giraju tocno oni kod kojih je s > 1.

1t Ponovimo bitno. .. Red je ureen par nekog niza i pripadnog niza parcijalnih suma.
Parcijalna suma niza je zbroj njegovih pocetnih ¢lanova do nekog mjesta. Elemente
niza kojeg zbrajamo zovemo opé¢im ¢lanovima reda. Red konvergira ako odgovarajuéi
niz parcijalnih suma konvergira. Ako op¢i ¢lan reda ne konvergira u nulu, red ne moze
konvergirati. Geometrijski red konvergira to¢no ako je kvocijent geometrijskog niza
kojeg zbrajamo po apsolutnoj vrijednosti manji od 1. Red oblika ) ni konvergira
tocno ako je s > 1. ®©

7.3 Redovi funkcija

Promotrimo sljede¢ih nekoliko redova:

1+x+x2+x3+$4+...22x”,

1+($—2)+<x;!2) +(x;!2> Jr...zzM

sin(z) + sin(2z) + sin(3z) Z sin(nx)
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Svaki od njih ¢emo za konkretan x moéi interpretirati kao red koji mozda konvergira,
a mozda ne—to ovisi o tome koji konkretan x uvrstimo. Redove kod kojih opéi ¢lan
osim o indeksu n ovisi i o nekoj varijabli z zovemo redovima funkcija. Opéenito ih

mozemo oznaciti s
+o0
E an(x).
n=0

U ovom poglavlju ¢emo se ograniciti na realni slucaj, tj. razmatrat ¢emo (ako nije
drugacije receno) samo redove funkcija kod kojih su x € R i a,-ovi realne funkcije.
Vecina tvrdnji se lako poopc¢ava na kompleksni slucaj.

Osnovno pitanje o redovima funkcija je: koje vrijednosti x mozemo uvrstiti, a da
dobijemo konvergentan red? Skup svih z € R za koje konvergira red ) a,(x) zove se
podrucje konvergencije tog reda.

Primjer 247. Podrucje konvergencije reda ), a" je (—1,1) jer je to geometrijski red
s kvocigentom .

Primjer 248. Podrucje konvergencije reda ) (9”;—,2)71 mozemo dobiti primjerice iz d’A-
lembertovog kriterija. Po tom kriteriyju taj red konvergira ako je

(z—2)"*!
. (n+1)!
i —(m_?)n

= lim
n

Kako je limes racunat po n, obzirom na limes x je konstanta, tj. radi se o limesu
tipa lim,, = = 0. Vidimo dakle da red " (2=2) konvergira za sve x, tj. podrucje

n+l n!
konvergencije mu je cijeli skup R.

Za z iz podrucja konvergencije smisleno je oznaciti f(z) = ) a,(z), tj. tom je
formulom definirana realna funkcija s domenom jednakom podrucju konvergencije reda
na desnoj strani formule.

Primjer 249. S

fla)=> a"
je definirana funkcija

f: (-1, 1H—=R.
Vrigedi npr.

F(05)=>0,5"=2,
£(0,25)=>"0,25" =1,333...

Korisno je razmisljati i obrnuto: za zadanu funkciju f, moze li se ona zapisati kao
red funkcija? Za primjene je upravo taj redoslijed razmisljanja najbitniji, pri ¢emu se
obi¢no razmatra moze li se f zapisati kao red potencija ili kao trigonometrijski red.
Stoga ¢emo se poblize upoznati s te dvije vrste redova funkcija.
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7.3.1 Redovi potencija
Definicija 56 (Red potencija). Za niz (b,) i ¢ € R red funkcija oblika

Z bp(x — )"

zove se redom potencija.

Primijetimo da su parcijalne sume reda potencija polinomi. Red potencija konver-
gira za sve x € (¢ — R, c+ R), gdje je broj R tzv. radijus konvergencije reda potencija,
odreden formulomf] )

R=——.
lim,, {/|by|

Red potencija > b,(xr—c)" moze i ne mora konvergirati za x = c+ R; za ta dva slucaja
konvergencija se provjerava uvrstavanjem c 4+ R odnosno ¢ — R u red potencija te ispi-
tivanjem konvergencije dobivenih dvaju redova. Primijetimo da radijus konvergencije
ne ovisi o ¢—isti radijus konvergencije imaju redovi ) b,a™ i) by(x —1)".

Primjer 250. Promotrimo red ) @ Radi se o redu potencija s b, = % 1c=3.
Stoga taj red ima radijus konvergencije R = . 17\1/1 = lim, /n = 1, gdje smo u

posljednjem koraku koristili ¢injenicu. lim, /n = 1. Stoga red (xf)n konvergira za

r€(3—1,341)=(2,4). Zax =2 iz =4 konvergenciju provjeravamo odvojeno. Za
x = 2 dobivamo red Y (—1)"% koji konvergira, a za x = 4 dobivamo harmonijski red
Z% koji divergira. Dakle, podrucje konvergencije promatranog reda potencija je [2,4).

Kao sto znamo, vrijedi

+o00

L _ Zx”, re(—1,1)

1—=zx

n=0

(geometrijski red). Taj primjer je inspiracija za sljede¢i problem: ako znamo formulu
f(z) neke funkcije, moze li se naéi red potencija koji kao podrucje konvergencije ima
neki interval koji je podskup prirodne domene od f(x) i za x iz tog podrucja konvergen-
cije ima sumu jednaku f(z)? Nekome se to moze ¢initi kao nepotrebno kompliciranje,
no svrha pisanja f(x) u obliku reda potencija je zapravo pojednostavljivanje— ako
to mozemo uéiniti, to znac¢i da se f(z) moze (za x iz nekog intervala) aproksimirati
parcijalnom sumom tog reda potencija, tj. polinomom.

Cilj nam je dakle sljedeéi: za danu formulu f(z) za x blizu neke tocke ¢ naéi
polinom p(x) nekog stupnja takav da je f(x) =~ p(x) za x blizu ¢ i da je pritom medu
svim polinomima odabranog stupnja p(x) najbolja aproksimacija za f(z) (graf od p se
u blizini tocke (¢, f(c)) najbolje priljubljuje uz graf od f).

Primjer 251. Recimo da f(x) = €® Zelimo za x blizu 0 Sto bolje aproksimirati polino-
mima prvog stupnja.

80va definicija radijusa konvergencije nije potpuno toéna, ali za veéinu situacija je primjenjiva.
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Slika 7.5: Aproksimacija f(z) = e* oko nule polinomima prvog, drugog i treeg stupnja.

Po definicipi, tangenta na krivulju v nekoj tocki je pravac koji se najbolje priljubljuje
uz krivulju oko te tocke. Dakle, najbolja aproksimacija od € oko 0 polinomom prvog
stupnja je p(x) = ag + a1z koji je tangenta na krivulju y = e* u tocki (0,1). To znaci
da se polinom prvog stupnja koji najbolje aproksimira e* oko nule s tom funkcijom
podudara u vrijednosti (f(0) = p(0), tj. 1 = € = ag) i u vrijednosti prve derivacije
(f'(0) = p'(0), tj. 1 = €® = ay). Zakljuéujemo: medu svim polinomima prvog stupnja
polinom p(x) = 1 + x nagbolje aproksimira f(x) = € za x blizu nule (vidi sliku[7.5).

Ono §to je prethodnim primjerom opisano za slucaj aproksimacije polinomom prvog
stupnja, vrijedi i za aproksimacije polinomima viseg stupnja: od svih polinoma stupnja
n funkciju f oko tocke ¢ najbolje aproksimira onaj polinom p(z) kojemu se vrijednosti
svih derivacija od nulte do n-te u tocki ¢ podudaraju s vrijednostima odgovarajucih po
redu derivacija funkcije f:

fley=ple), ') =1(e) f() =1"(e), ..., f(ec) = p"™(c).

Primjer 252. Nastavimo primjer (251 Ako f(x) = e” oko ¢ = 0 Zelimo aproksimirati
polinomom treéeg stupnja p(x) = ag+ayx+asx®+azx?®, od svih takvih polinoma funkciju
ce oko nule nagbolje aproksimirati onaj za koj vrijeds

f'(0)=p(0): € =a,
f1(0) =p"(0): € = 2as,
f///(O) _ p///(O) . 60 — 6@3
Dakle, traZeni polinom je
2 .3
=1 el
p(z) +z+ 5 + 3

(vidi opet sliku [7.5).
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Opéenito za aproksimaciju oko ¢ = 0 polinomom p(x) = ap + a1z + ... + a,z"
dobivamo redom uvjete:

ag = f(0),
P (z) = ay + 2a92 + 3a32° + ... + na, "' = a; = f/(0),
p'(x) = 2a9 +2 - 3azz ... +n(n — Da,z"* = 2ay = f"(0),
p(x) =23az + ...+ n(n — a.a"* = 2 3a3 = "(0),

p(”) (g;) = nla,, = nla, = f(n)(o)'

odnosno za sve ¢ od 0 do n mora vrijediti

+ f”(o)xz + f'”(O)I?) +...+

To(x) = f(0) + f'(0)x 91 3 n!

Slicno se za aproksimaciju oko proizvoljne tocke ¢ dobije polinom

f//c ) f///c .
2(!)(x—c) +%(w—c) +...+

F(c)

n!

Tw(x) = f(o) + f'(o)(z — ) +

(x —c)".

Taj polinom zove se Taylorov polinom n-tog stupnja funkcije f oko tocke c¢. Taylorov
polinom stupnja n naravno ima smisla samo ako funkcija f u tocki ¢ posjeduje sve
derivacije do n-te. Gresku aproksimacije Taylorovim polinomom stupnja n oznacit
¢emo s R,, odnosno

R (v) = f(z) — T,(z)

za x iz intervala na kojem razmatramo aproksimaciju Taylorovim polinomom.

Primjer 253. Greska aproksimacije f(z) = e* oko nule Taylorovim polinomom T3(x) =
2 c 2 K . . .
I+z+ %5+ % iznosi R3(x) =e* —1—o — % — = Ty greska za primjerice x = 0,1

2 3
iznosi R3(0,1) = 4,2514 - 1076,

U pravilu pove¢anjem stupnja n Taylorovog polinoma dobivamo to¢niju aproksi-
maciju funkcije f oko c¢. Stoga se prirodno namece ideja promatranja reda potencija

/()
2

10 (e) S g

n _
oy (x—c) —|—...—n:O oy

T(x) = f(o)+f'()(@—c)+——(z—0)"+.. .+

Taj red se zove Taylorov red funkcije f oko ¢. On se definira za funkcije zadane na

nekom (otvorenom) intervalu koji sadrzi ¢, a koje posjeduju sve derivacije u c¢. Ako je

. . (n)
¢ = 0 govorimo o Maclaurinovom redu ) fT!(O):v”.
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Primjer 254. Kako je za f(z) = e i f™(z) = € i stoga f™(0) = 1 za sve n € N,
slijedi da je Maclaurinov red za €* dan formulom

Taylorov red funkcije opéenito ne mora biti jednak funkciji f nigdje osim u ¢, tj.
nije uvijek moguce staviti jednakost izmedu f(z) i pripadnog Taylorovog reda T'(x).
Kako je iz definicije vidljivo da su Taylorovi polinomi parcijalne sume Taylorovog reda,
slijedi da je f(z) = T'(x) ako s porastom n greske R, (x) aproksimacije f(x) s T, (z)
postaju sve blize nuli. Preciznije:

Teorem 19 (Taylor). Ako funkcija f : I — R (I otvoren interval, ¢ € I) posjeduje sve
deriwacije u ¢ i ako za sve x € I vrijedi

lim R,(z) =0,

n—-+00

onda se f moZe na intervalu I razviti u Taylorov red oko ¢, tj. za x € I vrijedi

f(” %
Z :

Primjer 255. Odredimo Taylorov red oko ¢ = 2 za polinom f(x) = 3 —2x+5. Imamo:
fl(z) = 32®> =2, f"(x) = 6z, f"(x) = 6 i dalje su sve deriacije od [ nulfunkcije.
Stoga je f(2) = 9, f'(2) = 10, f"(2) = 12, f"(2) =6, f™(2) =0 zan > 3 pa je
Taylorov red od f oko 2 jednak T(z) = 9+ 10(z — 2) + £ (z — 2)® + S(z — 2)3
9+ 10(x — 2) + 6(x — 2)® + (x — 2)3. Lako se vidi da je on za sve x jednak f(z), tj.
T(x) je razvoj od f(x) oko 2 i konvergira na R.

Kao i u prethodnom primjeru vrijedi i opc¢enito: Taylorovi redovi polinoma su oni
sami, raspisani po potencijama od (x — ¢).

Od svih Taylorovih redova najcesce se koriste Maclaurinovi. Najvazniji Maclauri-
novi redovi su sljedeéi (podrucja konvergencije navedena su uz svaki):

1 <
1_£:Zx”:1+x+x2+m3+..., re(—1,1);
n=0
1 n,.n 2 3
x:Z(—l)x =l—ax+z*—a"+..., xe(-11)
+oo 4 2 3
x z
’ nz;n' R TR R
I (—1)n 2n+1 1‘3 1:5 $7
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+oo n 2 4 6
B (=)™ 4, x* '
n=0
+oo n 2 3 4
xT T xT xT
n=1

Uz ove Cesti su 1 binomni redovi

(1+2)* = io (Z)x”

n=0

koji konvergira za x € (—1,1). Eksponent o moze biti bilo koji realan broj, a (Z) je

definiran kao
(Z) _ofa- 1)(@—2)77:!...-(a—n+1)7 (§> .

Primjerice,

—+00 1
1 —5 1 3 15
= :(1+a:)*1/2:§ < 2>x":1——x+—x2——x3+...
T

n=0

Primjer 256. Iz poznatih razvoja u red lako je dobiti nove. Primjerice,

+oo
In2)"
2z:€zln2:Z(n)xn

n!
n=0
(konvergira na R).
Ve¢ smo rekli da je glavna primjena redova potencija u praksi aproksimiranje funk-

cija. Ako je danu funkciju moguée na nekom intervalu oko ¢ razviti u Taylorov red,
onda ju mozemo aproksimirati Taylorovim polinomom:

/M K
k=0
Pritom je greska aproksimacije R, (x) = f(z) — T,,(x) 1 obi¢no je nepoznata, ali kako je
poznato da vrijedi R, (z) = £ E::f)(f )2 — ¢)"* za neki ¢ izmed?| z i ¢, slijedi da greska
po apsolutnoj vrijednosti iznosi najvise %1)"5’7 — ¢|"*! gdje je M neka gornja meda

za apsolutnu vrijednost od f" TV (t) za t-ove izmedu z i ¢ (tj. |f" V()| < M za sve t
izmedu z i c).

9Ne znamo gledamo li aproksimaciju u nekom x koji je lijevo od ¢, kada je t € (x,c), ili desno od
¢, u kojem slucaju t € (¢, ), te je krace jednostavno reéi da je ¢ izmedu x i c.
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Primjer 257. Greska aproksimacije funkcije sinus Taylorovim polinomom stupnja 3

. . .. . 3 . . sin® (¢ ;
oko nule (1j. aproksimacije sinx ~ x — %) u nekom x iznosi Sm4,()x4 = Bl za
neki t izmedu x i 0. Primjerice, za v = 0,1 greska je Slf,t -0,1* = i - 10~ *sint.

Kako je |sint| < 1 za sve t € R zakljucujemo da je greska po apsolutnoj vrijednosti
najvise 2—14 <107 & 4,16667 - 107%. Dakle, ako umjesto sin(0,1) izracunamo 0,1 — 03%3,

greska ce Igz’ti tek na sestoj decimali. Provjerimo to: sin0,1 = 0,09983341664682815,
a0,1— % =0,09983333333333334.

Primjer 258. U teoriji relativnosti pojavljuje se formula m = m(v) = T (mg je
masa mirovanja). Pretpostavimo li da je v puno manji od ¢, aproksimiragmo formulu
s Taylorovim polinomom stupnja dva.

Prvo napisemo:

1

"V1- (0/c)?

i stavimo x = (v/c)? (sad je v =~ 0 zbog pretpostavke da je v puno manji od c) pa
1Mamo

m(v) =m

m(x) = , m(0) = my,
ml(w) = =TH(1 = @) 2w (0) = T,
2 2
3 3
m"(:r;) _ ﬂ(l . $)75/2’ m//<0) _ ﬂ
4 4
pa je
m 3m,
m(z) =~ mg — 70x TO.T2
odnosno
Mo (v)2 n 3myg (v)4
mamyg— —-(— — =) .
0 2 c 8 c

Greska za slucaj v < 0,1c (x < 0,01) je najvise (m"(z) = B2 (1 — x)~7/2)

15m0
3-8

(1 =0,01)772.0,013| = 3,237 - 10~ "my.

Primjer 259. Planckov zakon za zracenje crnog tijela glasi

8mhce
p(A) = m-

Tu je p(N) spektralna gustoéa energije zracenja valne duljine X\, h je Planckova kons-
tanta, k Boltzmannova konstanta, ¢ je brzina svjetlosti, a T temperatura (v Kelvinima,).
Prije Plancka Rayleigh i Jeans predlozili su jednostavniju formulu

kT
-

no kako bi iz te formule slijedilo da p jako raste kako se valne duljine pribliZavaju
nuli, 1 to pri svim temperaturama, sljedilo bt da sva tijela emaitiraju kratkovalnu 1

p(A)
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LI m"(—4)

0.005 -
—_— Rayleigh—Jeans

0.004 |-

0.003 |-
— Planck

0.002

0.001 |-

T T R
0.00000 0.00005 0.00010 0.00015 0.00020 a.-:-:ms’i/ L

Slika 7.6: Usporedba Planckova i Rayleigh-Jeansova zakona ovisnosti spektralne
gustoce energije zracenja o valnoj duljini.

ultraljubicasto zracenje (tu posljedicu Rayleigh-Jeansova zakona nazivamo ultraljubi-
castom katastrofom). S druge strane, za velike valne duljine Rayleigh-Jeansov zakon
pokazuje dobro slaganje s eksperimentalnim rezultatima.

Pokazat ¢emo da se s porastom wvalne duljine Planckov zakon svodi na Rayleigh-

Jeansov. Naime, ako je valna duljina A jako velika, onda je x = /\};C—CT blizu nule. Stoga

je aproksimacija eXNT s prva dva ¢lana Maclaurinova razvoja 1 + A},‘f:,, dobra (to bolja,

tj. ima to manju gresku, Sto je x blizi nuli, tj. Sto je A veéa). Slijedi da je za velike

hc
KT

te Planckov zakon

valne duljine nazivnik u Planckovom zakonu \° (e% — 1) ~ M\

za veltke X poprima oblik
() ~ 8rhe  8wkT
)\5/\};—; A

$to je toéno Rayleigh-Jeansova formula. Cinjenica da je za velike valne duljine razlika
izmedu Rayleigh-Jeansovog © Planckovog zanima moZe se prikazati i graficki, vidi sliku
74

Primjer 260. Recimo da sinz Zelimo u okolini nule aproksimirati s Tz(x) = © — ”;—?
tako da greska bude najvise reda 0,001. Postavilja se pitanje na kojem intervalu oko nule
to mozemo postici, tj. za kogi d > 0 vrijedi da ako je |z| < d, onda je |sinz — Ta(z)| <
0,001. Racunamo:

_|sint , |zt a3
|R3(x)| = S 5 < 57 S 0.00L
Slijeds
d < 0,28845,

tj. ako umgesto sinx za x € (—0,28845, 0,28845) izracunamo x — %, greska aproksi-

macije je reda 107*.
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Primjer 261. Virialna jednadzba stanja za realni plin ima oblik

B C
=RT|1+—+—+...
PV =R (+Vm+vw%+ ),
t.
_ (v~ BT RTB  RTC
p=Pp m—Vm Vn% Vn?;
il

p(z) = RTx + RTBa* + RTCa® + ...

Koeficijenti B i C', no uglavnom ne i daljnji koeficijenti, mogu se odrediti za konkretne
plinove pri odredenim temperaturama, npr. B je za CO, pri 273K jednak —149,7 cm?
mol~!.

jabli. Skup svih vrijednosti varijable za koje promatrani red funkcija konvergira zove
se red funkcija. Red potencija je vrsta reda funkcija, ¢iji opéi clan je oblika b, (z — ¢)™;
govorimo o redu potencija oko c. Parcijalne sume redova potencija su polinomi. Red
potencija konvergira ako je |z| < R, gdje je R radijus konvergencije reda (recipro¢na
vrijednost limesa lim,, m ). Zelimo li funkciju f oko neke tocke ¢ aproksimirati po-
linomom stupnja n kojem se prvih n derivacija u ¢ podudara s vrijednostima prvih n
derivacija od f u ¢ (i vrijednost polinoma i funkcije f se u ¢ podudaraju), iz tih uvjeta

dobit ¢emo da su koeficijenti tog polinoma redom by = f(]:!(c), k=0,1,...,n. Odgova-
rajudi polinom zove se Taylorov polinom (stupnja n funkcije f oko tocke ¢). Taylorovi
polinomi su parcijalne sume Taylorovog reda funkcije oko ¢, koji se definira za funkcije
koje posjeduju sve derivacije u ¢; ako je ¢ = 0 govorimo o Maclaurinovom redu. Ukoliko
greska aproksimacije funkcije f Taylorovim polinomom stupnja n tezi u nulu kad n tezi
u beskonacnost, onda se f i pripadni Taylorov red podudaraju na nekom intervalu oko

c. Najvazniji Maclaurinovi redovi su 1= = > "% 2" (za x € (—1,1)), e* = > /%0 L;
(zax € R), sinz = > (é;}r)f)!x%“ (zax € R)icosw =" ((;:L))szn (zaz € R).©

7.4 Zadaci za vjezbu

1. Izracunajte as, ako je op¢i ¢lan niza dan sa

Rjesenje.
(a) —1. (b) L. (c) &
2. Pokazite da je niz s opéim ¢lanom a,, = —2 + 5n aritmeticki. Izracunajte Sy =

Z?:o ;.-

Rjesenje. aj,y1 —a, =5, Sy =22.
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3. Izvedite formulu za zbroj prvih n clanova aritmetickog niza danog sa a,, = ag +
dn, n € Ny (ao, d zadani).

Rjesenje. S, = S0 a; = nag + —n(nzil)d '

4. Pokazite da je niz s opéim ¢lanom a, = 2 - (%)n geometrijski. Izracunajte S, =
Z?:o @i

G ant1 1 — 312
Rjesenje. == ==, Sy = 15 -

5. Izvedite formulu za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza danog sa a, =
apq", n € Ng (ag, ¢ zadani).

.. -1 1—
Rjesenje. S, = > a; = ag -

n

6. Ispitajte jesu li sljedeéi nizovi ograniceni i monotoni (rastudi ili padajuci):

2
-5 .

(a) an =3

(b) a,=3n—1.

(¢) a, = cos(nr) .
Rjesenje.
(a) ogranicen, padajuéi. (b) neograniCen, rastuéi. (c) ogranicen, nije mono-

ton.

7. Koristedi definiciju limesa niza, pokazite da je

1
lim =0 (k> 0zadan) .

n—-+00 nk

8. Izracunajte

: Sn+2
limy, oo 3755

(a
(b) lim, o0 27502
(

)

)

) limy, 0 3n§f—;r§+1 )
)

)

(c
d

(e

. n n2
(f) limy, 400 (cos(n!)n2+1 + (3%12)(13”)) :

lim,, 4 (3"*1)(4:;;3)@77) '

. n—1)!—(n+1)!
hmn—)—i—oo %

2n2—n—4

(g) liInn—>—|—c>o Vil

(h) lim _ P Hievn
N0 GBI Yntl

(i) lim L/ESE /R
o0 A3 Vnd 1

() 1imn%o(%+%+... +T;L;2>.
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Rjesenje.
(@) 3. (b)) 5. () 0. (d) 12 (e) =1L (f) =3
i) 0. () 3
9. Racionalizacijom odredite

(a) lim, 1 o(vn+1—+/n—1).

(b) lim, 1 0o(vVn? —5n+6 —n) .

(c) lim, i oon(vn2+1—n).

(d) limysyoo(y/n(n+7)—n).
Rjesenje.

() 0. (b) =3 () & (@ %

10. Uzimajuci u obzir da je
lim ¢" =0, |q] <1
n—-+00

izracunajte

(a) hmnHJroo Bigon

; 4-374237
(b) limy o0 Sgizn -

Rjesenje.
(a) 0. (b) % (c) %.

11. Uzimajuéi u obzir da je

Rjesenje.

(a) €% (b) €.

(8) 2 () 5
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12. Zadan je niz svojim op¢im ¢lanom

(1—a)n®+2n+p
an? +n + 1

, neN.

Ay =

(a) Postoji li a € R takav da je lim, o a, = 27 Ako postoji, odredite 5 € R
tako da je a; = 0.

(b) Za tako dobiveni niz, nadite ny € N tako da za n > ng vrijedi |a,, — 2| < 1.
Rjesenje.
(a) a=3, B=—5 (b) ng=3.
13. Koristeci teorem 17, dokazite da je niz s op¢im ¢lanom

1 1 1
an=14+—=+—+ ... +——-2vn, neN

NoRVE Vi

konvergentan.

Rjesenje. (ay), je niz realnih brojeva koji je odozdo ogranicen i padajuéi.

14. Koristeci definiciju konvergencije reda, dokazite da red Z

1zracunaJ jte mu sumu.

+oo 1 =1
n=1 n(n+1) ~

1 n(n =y konvergira i

Rjesenje.
15. Pokazite da za geometrijski red vrijedi

“+o0o

ag" = —— | gl <1.
> ag .

n=0

16. Izracunajte

11

Rjesenje. 5.

17. Konvergiraju li redovi

—+00
(a) n=1 2
+00 2n—
(b) n=1 in—l—g’)

+ ( 1 n+1
() oo g
Rjesenje. Ne, jer lim,, o a, # 0.
18. Koristedi kriterij usporedivanja, ispitajte konvergenciju redova

(b) Tt

n=2 n
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() X027
(@) 35 L
Rjesenje.

(a) konvergira. (b) divergira. (c) konvergira. (d) divergira.

19. Koristeé¢i d’Alambertov kriterij, ispitajte konvergenciju redova

(a) 2,008
(b) S0 st
(c) o5 -
(4) X5 5%
Rjesenje.

(a) divergira. (b) konvergira. (c) divergira. (d) konvergira.

20. Koriste¢i Cauchyjev kriterij, ispitajte konvergenciju redova

21.

22.

() T (—) -
(b) S5 (+) -

.
(@ wor 2)

+OO n
@ 5 (a)

Rjesenje.

(a) konvergira. (b) divergira. (c) konvergira. (d) divergira.

Koristeci Leibnizov odnosno integralni kriterij, ispitajte konvergenciju redova

(a) (1)
(b) Y2 W

(c) ( N
(@ 52
Rjesenje.

(a) konvergira. (b) divergira. (c) konvergira. (d) konvergira.
Koristedi razne kriterije, ispitajte konvergenciju redova

+ 2
(a) ng 3n12 :
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oo (n!)?
(b) 302 G
2n—1
(c) :Oi 3t (27:1) :
(d) Zﬁ; nfﬁn'
(&) LI (1)
() 3025 (V2 —2n —n)
oo n5
(g) ::1 ony3n -
(h) 305 -
Rjesenje.

(a) divergira. (b) konvergira. (c) konvergira. (d) divergira.
(e) konvergira  (f) divergira. (g) konvergira. (h) konvergira.

23. Odredite prirodnu domenu funkcija zadanih preko redova

(a) fla) =Y 5%

(b) f(z) =20 amtam

(¢) fla) =222 (35)"

(d) f(z) = L0 S (=)™

Rjesenje.

(a) D =< —00,-3>U<3,+00>. (b) D=<—00,-3]U< —1,400 >.

(¢c) D=< -1 400> (d) D=[0,400 >.
24. Koristec¢i formulu za radijus konvergencije

bn

bn+1

R = lim

)
n—-+00

odredite podrucje konvergencije redova potencija

(n+1)

Z+°O ( Dl (3: —2)".
n= 1n2il( %_2)

Rjesenje.

(a) <—1L,1>. (b) R. (c) <1,3]. (d)<-3

25. Razvijte funkciju f u Taylorov red oko tocke ¢, ako je

221
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26.

27.
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(b) f(z)=lnz, c=1
© fle)=%. e=-1

te odredite podrucja na kojima se redovi podudaraju s navedenim funkcijama.

Rjesenje.
() f(z) = 2343 A LR
(b) f(z) = S (1) s 9

(c) f(x) = :i%(n—f-l)(x+1)" , xE< —2,0>.

Odredite Maclaurinove redove za funkcije

(e) f(z)=V1—=x

(f) f(x) =In(1 + 3z + 22?)

(g) f(z) =sin(3z) cosx
te podrué¢ja na kojima se ti redovi podudaraju s navedenim funkcijama.
Rjesenje.
(a) f(z) = :ioo(—gl)”ﬁil , xEeE< —4,4> . 2
(b) f(z) =2 S0, z€<—=88>  (c) f(z) =21 ("L, z€R
(d) flz) =30 (1- G2, ve<—1,1>.

1
© f0) =551 (2 ) we<o11s,
(F) flo) =2, ER 0" we< 3, 5],
o n n(o2n+1 n

(8) flw) = i (—1)" e 2, 2 e R,

Aproksimacijom odgovarajuce funkcije Taylorovim polinomom stupnja n, pri-
blizno izracunajte vrijednosti zadanih izraza te ocijenite gresku aproksimacije:
(a) ez, n=4.

(b) v0.8, n=5.
Rjesenje.

(a) ez ~ 1.6484 , |R,4(0.5)] < 0.0004 .

(b) v0.8 ~0.8945, |R5(0.2)| < 0.0001 .



Poglavlje 8

Osnove Fourierove analize

8.1 Fourierovi redovi

8.1.1 Trigonometrijski redovi

U ovom poglavlju zanimat ¢e nas periodi¢ne funkcije, tj. funkcije f : R — R sa svoj-
stvom da postoji broj T' > 0 (period) takav da je f(x+T) = f(z) za sve x € R. Takve
funkcije je dovoljno zadati na segmentu Sirine 7. Kako ¢e nas zanimati svojstva par-
nosti i neparnosti takvih funkcija, zgodno je odabrati takav segment koji je simetrican
obzirom na nulu, tj. segment oblika oblika [—L, L] gdje je L = Z. Stoga ¢emo govoriti o
funkcijama s periodom 2L umjesto s periodom 7' i takve funkcije ¢emo poistovjecivati
s realnim funkcijama kojima je domena [—L, L]|. Najjednostavnije funkcije koje imaju

period 2L su funkcije oblika
mﬂx)

fm(z) = cos <T

. [/nTx
gn(x) = sin <T)
(za m,n € No).

2
Funkcija definirana s fo(x) = cos 1% ima period 2e.
e

Ako je L = m, tj. promatramo funkcije perioda 27, onda je
fm(z) = cos (mz), gn(zr) =sin(nz).
Uoc¢imo da im (za m,n > 1) 2w nije temeljni (najmangi) period.

Realne funkcije s istom domenom ¢ine vektorski prostor. Nadalje, za realne funkcije
jedne varijable koje su neprekidne ili imaju kona¢no mnogo prekida na nekom segmentu
njihov skalarni produkt mozemo definirati kao odredeni integral njihova produkta po
tom segmentu. Dakle, na prostoru svih realnih funkcija s domenom [—L, L] i najvise
kona¢no mnogo prekida njihov skalarni produkt definiramo formulom

(f.9) = /_L f(z)g(z)dz.
22

3
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Zbog gore opisanog poistovjec¢ivanja funkcija s periodom 2L s funkcijama kojima je
[—L, L] domena, slijedi da gornja formula moze posluziti kao formula skalarnog pro-
dukta za funkcije s periodom 2L.

Svaka funkcija tipa f,, ortogonalna je na svaku funkciju tipa g,, tj. skalarni produkt

im je jednak nuli:
L MTT nww
<fmagn> :/LSin< I )COS (T) dz =0

jer je fm(x)gn(x) neparna funkcija na [—L, L].

Primjer 264. Funkcije fi(x) = sinz i go(x) = cos2x su ortogonalne na [—m,m|.
Naime,
fi(=z)ga(—x) = —sinz cos 2x = — f1(x)ga(x)
pa je fige neparna funkcija te je
(f1,90) = / sin x cos 2z dx = 0.
Ako su m i n razli¢iti vrijedi i
<fm7 fn> = <gm7gn> = 0.
Nadalje, ako m = n # 0 vrijedi|

<fnafn> = <fnafn> = L.

Za slucaj m = n = 0 imamo

<f07f0> = 2L>
(90, 90) = 0.

Primjer 265. U gornjem primjeru bi bilo (f1, f1) = (g2, g2) = 7, a za fo(x) = sin 2z
dobili bismo (f1, fa) = 0.

Sliécno kako se redovi potencija koriste za aproksimacije neperiodickih funkcija, za
periodicke funkcije se koriste trigonometrijski redovi. Trigonometrijski redovi su redovi
funkeija oblika %0 (A fu(2) + Baga(z)). Vidimo da je nulti élan konstantna funkcija
Ap (jer je go nulfunkcija). Ostali ¢lanovi reda su periodi¢ne funkcije s periodom 2L.
Stoga je uobicajenija notacija opc¢eg oblika trigonometrijskog reda

% + 3" (Auful() + Bugala)).

Takvi redovi koriste se primjerice u analizi Sirenja topline, proucavanju toka struje
u elektrotehnici, analizi zvucnih i drugih valova i vibracija, elektronickom generiranju

Kratko pisano: za slu¢aj kad m i n nisu oba nula, (fy, fn) = (gm> gn) = Lomn, gdje je dmn je tzv.
Kroneckerov simbol: on ima vrijednost 1 ako m = n, a 0 inace.
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glazbe, za rjesavanje diferencijalnih jednadzbi itd. Glavna primjena u kemiji vezana
je za spektroskopiju, a Fourierova transformacija koja je temelj difrakcijske analize
uzoraka se najlakse uvodi preko Fourierovih redova (koji su specijalni slucaj trigono-
metrijskih, kako ¢emo uskoro vidjeti).

Podsjetimo se: skup svih x za koje neki red funkcija ) a,(x) konvergira, zove se
podrucje konvergencije tog reda. Ako je S podrucje konvergencije reda funkcija, onda je
s f(z) =), a,(z) definirana funkcija f : S — R (ako su a,, realne funkcije) odnosno f :
S — C (ako su a, kompleksne funkcije). U slucaju da jered ) a,(x) trigonometrijski
i ako mu podrugje konvergencije sadrzi segment Sirine temeljnog perioda (tj. podrucje
konvergencije sadrzi segment [—L, L]) onda je sa

nmx

)= 205 (Aufa0) + Bt = 2243 (Aueos (M55 + i (7))

definirana funkcija na [— L, L], koju mozemo smatrati restrikcijom neke periodi¢ne funk-
cije perioda 2L na segment [—L, L] (u smislu opisanom na pocetku ovog poglavlja da
funkcije zadane na segmentu mozemo poistovjeéivati s periodi¢nim funkcijama kojima
je period Sirine tog segmenta).

8.1.2 Razvoj funkcije u Fourierov red

Problem kojim se bavimo je aproksimacija neke periodi¢ne funkcije trigonometrijskim
redom. Kako su periodi¢ne funkcije potpuno zadane svojim vrijednostima na segmentu
Sirine perioda, mozemo se ograniciti na pitanje aproksimacije bilo kakve funkcije zadane
na segmentu trigonometrijskim redom. Pitamo se dakle: mozemo li naci koeficijente u

redu
oo

Ao
takve da taj red konvergira na [—L, L] i da je na tom segmentu jednak funkciji f s
domenom [—L, L] koju zelimo aproksimirati? Pojednostavljeno receno, trigonometrij-
ski redovi koji mogu posluziti za aproksimacije periodickih funkcija zovu se Fourierovi
redovi, slicno kao sto su Taylorovi redovi oni redovi potencija koji mogu posluziti za
aproksimacije funkcija koje posjeduju sve derivacije u nekoj tocki. U slucajevima kad
neku periodicku funkciju mozemo zapisati trigonometrijskim redom govorimo o njenom
razvoju u Fourierov red. Jedan nac¢in kako mozemo zamisljati taj razvoj je ovaj: ako
promatramo stojne valove, ¢lanovi reda opisuju konstruktivnu i destruktivnu interfe-
renciju valova. Periodi¢na funkcija se tako prikazuje kao zbroj sinusa i kosinusa sa sve
manjim valnim duljinama (sve veéim temeljnim periodima) i razli¢itim amplitudama
koje se podesavaju do korektnog prikaza funkcije. Zbroj takvih ¢lanova predstavlja
interferenciju.

Rekli smo da Zelimo moéi pisati f(z) = 42 + Y7 (A, f,(2) + Bpgn(z)). Pretpos-
tavimo da je to moguce. Tada je za bilo koji m € Ny

+oo
F) ) = 22 ) D (Ao Fn2) + Bug (&) o).
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IntegriranjemP| od —L do L dobivamo da vrijedi

LA
Gitd) = | Sohnta) dx+§j o Fo) + BulFe )

Kako je f,, ortogonalna na sve f, i g, (osim na samu sebe) i kako je f_LL cos *F dxr =0

(osim ako m = 0, kad je taj integral jednak ffL dx = 2L), za m # 0 preostaje

Za slucaj m = 0 imamo

L A A
= [t dx+Z oo S + Balforga)) = 52 2L = Aol
Vidimo dakle da za sve n € Ny vrijedi

1

Sliéno se vidi da je
1

Brojevi A, i B,, odredeni gornjim formulama zovu se Fourierovi koeficijenti funkcije f.
Kao sto je Taylorov red funkcije onaj red potencija u kojemu su koeficijenti odredenog

oblika (a, = £ (7;)!(6) ), tako je i Fourierov red funkcije onaj trigonometrijski red kojem su
koeficijenti posebnog oblika, tj. kojemu su koeficijenti Fourierovi koeficijenti. Fourierov
red funkcije f: [-L, L] — R konvergira na [—L, L] ako f ima najvise kona¢no mnogo
tocaka prekida (koje su skokovi) i ako najvise konatno mnogo puta mijenja smjer rast-
pad (tj. ima kona¢no mnogo lokalnih ekstrema). U tom slucaju za sve x € [—L, L]
(osim eventualno u tockama prekida i u £L) vrijedi

+Z (Apfu(2) + Buga(z)).

Definicija 57 (Fourierov red funkcije). Neka je zadana (realna ili kompleksna) funk-
cija f na segmentu [—L, L]. Trigonometrijski red 4 + 3" (A, fu(z) + Buga(z)) 2a
koji vrijeds
1
:z<f7fn>7 neIN(h

1

20vdje smatramo dokazanim da se red funkcija koji konvergira kao gore moze integrirati kao da je
polinom, iako se radi o beskonaé¢noj sumi.
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zovemo Fourierovim redom funkcije f. Ako mu podrucje konvergencije sadrzi segment
[—L, L] i ako je za x iz tog segmenta

F@) = 5243 (Aula) + Buga(a)

kazemo da smo f razvili u Fourierov red.

Izvod formula za Fourierove koeficijente nije potpuno precizan, ali
daje tocan rezultat. Napomenimo i da funkcije f, i g, mozZemo shvatiti kao bazu pros-
tora funkcija koje imaju period 2L i koje se mogu dvaput neprekidno derivirati te je u
tom kontekstu Fourierov red funkcije jednostavno njen zapis kao linearne kombinacije
vektora baze.

Korisno je primijetiti: ako je f parna funkcija, onda su svi B, jednaki 0, tj. u
Fourierovom razvoju pojavljuju se samo kosinusi, a ako je f neparna funkcija, onda su
svi A,, jednaki 0, tj. u Fourierovom razvoju pojavljuju se samo sinusi.

Primjer 266. Odredimo Fourierov red za funkciju definiranu s

-1, -1<x<0
f(x)_{ 1, 0<wz<1
koja je po periodicnosti prosirena na R (dakle, period joj je 2 tj. L =1).
Funkcija je ocigledno neparna pa je A, = 0, n € No. Koeficijenti B, (n € N)
1zZnose
0

1 ! 1
B, = - f(z)sinnrrdr = — / sinnmr dr + / sinnrrdr =
1 0

1 .
0 1

— — Ccosnmx
nm

= % (2 — 2cos(nm)) = % (1—-(=1").

= — cosnmx
nm

—1 0
Stoga je
4 (. mx 1  3mx 1 . drx
f(z) = = (Slnf+581nT +§SIHT+'”>
za svex # kL, k € Z.
Uzimangjem parcijalnih suma toga reda dobivaju se aproksimacije funkcije f, to bolje

sto vise ¢lanova u parcijalnoj sumi uzmemo. Ta je ¢injenica vizualno tlustrirana slikom

81

Primjer 267. Ako je f na [—L,L] zadana s f(z) = 2x+1 zax <01 f(z) = —2x+1
za x > 0, imamo parnu funkciju. Stoga su svi B, = 0. Racun za A, daje: za parne n
je A, =0, a za neparne n je A, = # za k € Ny tj. pripadni Fourierov red glasi

Avfi(x) + Asfs(x) + As fs(x) + A7 fr(2) + ... =
8 T 1 3rx 1 STX 1 Trx
= p <COS (T) +§COS (T) +2—5cos <T> +4—9COS (T) —1—) .

1
Primjer 268. Ako je f na [—L, L] zadana s f(r) = 7% imamo neparnu funkciju.

2
Stoga su svi A, = 0. Racun za B, daje: B, = (—1)""'—— zan € N.
nm
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Slika 8.1: Aproksimacija funkcije iz primjera [266| s prvih nekoliko ¢lanova pripadnog
Fourierovog razvoja.

8.1.3 Kompleksni oblik Fourierovog reda
Cesto je prakti¢no Fourierove redove koristiti u kompleksnom obliku

+oo

f(I): Z Cneimra:/L

n=—oo

(uocite da se sumira i po negativnim indeksima n). Funkcije e™™/F

¢emo kratko
oznaciti s ¢,(x). Primijetimo prvo da je ¢ (z) = ¢,(z) = ¢n(—2x). Veza kompleksnih
Fourierovih koeficijenata c¢,, s realnim Fourierovim koeficijentima A,, i B, dana je s
C0=—7, C=—"7—, Cop=—7f
T2 2 2

(n € N). Ako je f realna i parna funkcija, svi koeficijenti ¢, su realni brojevi (jer su za
parne realne funkcije svi B,, = 0), a ako je f realna i neparna, svi ¢, su ¢isto imaginarni
brojevi (jer su tad svi A, = 0).

Primjer 269. Za Fourierov red iz primjera imamo

COZO,

B, 1
= it = i (1= (=),
=iy = —i— (1= (=1)")

B, 1
=it =i— (1= ()"
Cop =it =i (1= (—1)7)

pa je kompleksni oblik Fourierovog reda za funkciju iz tog primjera

+ iie—Siﬂx/L + iie—&ﬁrw/L + ize—iﬂx/L - igeiwx/L _ i£6i37r$/L _ 2'36257”3/1' -

5% T T T 3T 5%
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0.24
e[ ®
o#15 »
#0.1f .
0.05}
s® * " *.
a® * * Lx
™ . * * . ™
- & & & 2 + n
-15 -10 -5 5 10 15

Slika 8.2: Spektar amplituda za niz impulsa konstantne jacine koji se javljaju u jedna-
kim razmacima.

Ako je f realna funkcija, za sve n vrijedi
Cp = Cnp,

Cn = |Cnle™m,

. A2+BZ . . . T
uz amplitudu |c,| = ¥—5—= i fazni kut ¢, = arctg 7= Spektar amplituda periodi¢ne
funkcije f definira se kao graf ovisnosti |c,| o kutnoj frekvenciji w, = %F; fazni spektar
je graf ovisnosti faznih kuteva ¢, o w,. Kako su n € Z, slijedi da se radi diskretnim
funkcijama te se ta dva grafa zovu i diskretni frekvencijski spektri ili linijski spektri.
U grafickom prikazu spektra amplituda i faznog spektra cesto se na apscisu nanosi n
umjesto w,. Primijetimo i da je fizikalna dimenzija od w,, reciprocna fizikalnoj dimenziji
od L, koja je pak jednaka fizikalnoj dimenziji varijable x funkcije f koju razvijamo u
Fourierov red.

Formalno gledajuci, kompleksni Fourierovi koeficijenti ¢ine komplek-
san niz (c,); 2> o, tj. ¢ : Z — C (a ¢, jeisto §to i c(n)). Ukoliko definiramo c(w,) = ¢,
doduse formalno imamo drugu funkciju (domena joj je skup svih cjelobrojnih visekrat-
nika od /L), no efektivno nista bitno nismo promijenili.

Kompleksni Fourierovi koeficijenti se mogu dobiti direktno kompleks-

1 L .
nim integralom c, = —/ f(t)e—mﬂt/L dt.
2L ),

Primjer 270. Uzmimo periodic¢nu funkciju koja prikazuje niz impulsa jacine A = 1 koji
traju d = 1/20 s, a razmak izmedu pocetka dva impulsa iznosi 2L = 1/4 s. Tu funkciju
mozemo opisati s f(t) =1 za t/s € [—1/40,1/40] , f(t/s) = 0 za ts € [1/40,9/40], uz
prosirenje po periodicnosti. Za n # 0 dobiva se

1 . nrm

¢, = — sin —,
nmw 5
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\ _E/\v/\,_,:/:\,

(b) ()

Slika 8.3: Aproksimacija funkcije (a) trima sinusoidalnim krivuljama i konstantnom
funkcijom (b) i pripadni spektar amplituda (c).

Wy, = 8n.

Zan =0 jec = é Kako su svi ¢, realni, slijedi da su svi fazni kutevi nula (tj.
fazni spektar je nezanimljiv). Spektar amplituda dobijemo kao prikaz ovisnosti |c,| =

1 . nm a7 . .. . . .
pro ‘sm ?‘ o 8nm ili jednostavnije o n, kako je prikazano slikom .

Smisao spektra amplituda ilustriran je slikama 8.3} spektar amplituda ukazuje koje
od funkcija ¢, u sumi najvise doprinose formiranju aproksimacije funkcije f putem
Fourierova reda. Tako se iz spektra amplituda na slici (c) vidi da u aproksimaciji
funkcije s grafom prikazanim na slici (a) najvise doprinose nulti, drugi, treéi i peti
clan Fourierovog reda, tj. funkcije ¢iji grafovi su prikazani crno na slici (b). Na toj
je slici plavo prikazan zbroj spomenuta cetiri ¢lana Fourierovog reda.
3t Ponovimo bitno. .. Fourierov red koristi se kao aproksimacija periodi¢ne funkcije
trigonometrijskim redom. Trigonometrijski red perioda 2L je red funkcija ¢iji opdéi
¢lan je oblika A, f,,(z) + Bugn(z), gdje je fu(z) = cos (%2) i g,(z) = sin (Z£). U
Fourierovom redu funkcije f koeficijenti su A, = %(f, fa) 1 B, = %(f, gn). Ako je f
parna, u njenom Fourierovom redu pojavljuju se samo kosinusi, a ako je neparna, samo
sinusi. U kompleksnom obliku Fourierov red je oblika >~ ¢,e™ /X pri éemu se sumira
od —oco do 4+00. Za realne funkcije f vrijedi ¢g = Ag/2, ¢, = (A, —iB,)/21 ¢, =C,
za sve n € N. Ovisnosti apsolutnih vrijednosti i argumenata kompleksnih koeficijenata
¢n 0 m (odnosno o kutnoj frekvenciji nw/L) definiraju funkcije koje se zovu spektar

amplituda i fazni spektar funkcije f. ©

8.2 Fourierova transformacija

Neperiodi¢na funkcija moze se zamisliti kao periodiéna funkcija s periodom 2L, gdje
L— + oo (tj. razmak spektralnih linija tezi u nulu ¢ime éemo dobiti kontinuirani spek-
tar). U tom kontekstu, Fourierov transformat moze se shvatiti kao graniéni slucaj niza
kompleksnih Fourierovih koeficijenata. Tako ¢emo i pristupiti, no napominjemo da se
radi samo o ideji izvoda formule, a ne i o matematicki preciznom dokazu.

Zamislimo funkciju f : R—R kao funkciju s jako velikim periodom 2L, . — +oc.
Niz ¢ : Z — C kompleksnih Fourierovih koeficijenata moze se, kao u definiciji spektra



8.2. FOURIEROVA TRANSFORMACIJA 231

amplituda i faznog spektra, shvatiti kao funkcija kutnih frekvencija w,. Razmak dvije
susjedne varijable w,, jednak je

T
Aw = wpi1 —wyp = 7 = w.
Uz takve oznake dobivamo da kad L — +o00, onda Aw — 0+, tj. razmak varijabli
funkcije ¢ postaje sve manji (sve blizi nuli). Mozemo to zamisliti i ovako: Aw prelazi
u infinitezimalni dw odnosno varijabla iz diskretne w, prelazi u kontinuiranu w. Ako
se f moze razviti u Fourierov red, onda prema prethodnome imamo:

+o0
flx) = Z Cpe e,
n=-—00
Sumacija po n uz prijelaz na kontinuiranu varijablu postat ¢e nepravi integral od
—o0 do +00 po dw, a definicija kompleksnih Fourierovih koeficijenata preko integrala
(vidi napomenu koja sadrzi integral od —L do L po t takoder ¢e postati nepravi
integral od —oco do 400 po dt. Sve skupa dati ¢e sljedeéu formulu:

f(x) ! /+OO ( +OO f(t)e ™t dt) e dw.

:% .

Ideja izvoda je sljedeca:

+oo +o00 1 L +o00o 1 L
— iwn® _ - twn (z—t) — - twn (z—t) A
f(z) E Cné n:EOO 51 /_L f(t)e dt n:EOO o /_L f(t)e dtAw,

n=—oo

gdje smo za dobivanje prve jednakosti koristili definiciju kompleksnih koeficijenata preko
kompleksnog integrala (kako je dano uw napomeni @), a za dobiwanje druge jednakosti
koristeno je da je LAw = 7 (po definiciji Aw). Pretpostavimo sad da n brie teZi
u +oo nego §to Aw tezi u nulu (tj. w, = nAw— + o00). Time w, prelazi u kon-
tinutranu varijablu w kad n— £ 0o, a sumacija :io_oo prelazi u integral fj;o (po
dw = lim,, 100 Aw). SaZeto: kad n— £+ oo imamo da Aw—0+, w,— + 00, L— + 00 i

dobivamo f(z) = 5= _JF;O (fj:: f(t)e ™t dt> e dw.
Definicija 58 (Fourierov transformat). Ako funkcija f : R — C ima svojstvo da
nepravi integral fjozo |f(t)| dt konvergira, kaZemo da je apsolutno integrabilna i pisemo
f e LYR). Neka je f € LY(R). Tada je s

+oo

F()w) = f(t)e " dt

dobro definirana funkcija F(f) : R—C koja se zove Fourierov transformat funkcije f.

Iz prethodnog je vidljivo: kao §to je niz Fourierovih koeficijenata (c,) > . funk-
cija s domenom Z pridruzena periodi¢noj funkciji f, tako je F(f) funkcija s domenom
R pridruzena apsolutno integrabilnoj funkciji f. Dakle, Fourierov transformat pred-

stavlja poopcenje niza (kompleksnih) Fourierovih koeficijenata ¢ : Z—C na funkciju s



232 POGLAVLJE 8. OSNOVE FOURIEROVE ANALIZE

domenom R. Kako je |e™™f| =1 za sve t i w, intuitivno se vidi (a moze se i dokazati)
da zahtjev apsolutne integrabilnosti na f povlaci konvergenciju integrala kojim je F(f)
definirana.

U primjenama na akustiku i telekomunikacije, varijabla osnovne funkcije f je obi¢no
vrijeme t, a varijabla njenog Fourierovog transformata je tada frekvencija v. U kvantnoj
fizici i kemiji Cesto se kao varijabla od f uzima porzicija x, a kao varijabla od F(f)
moment podijeljen Planckovom konstantom, tj. 2. Opcenito Ce fizikalna dimenzija
varijable w Fourierovog transformata neke funkcije f biti reciprocna jedinici varijable
t od f. To je jednostavno vidljivo iz ¢injeniceda u definiciji Fourierovog transformata
pod integralom u eksponentu od e imamo produkt ¢ i w.

Fourierov transformat F(f) realne funkcije f opcenito ée biti kompleksna funkcija,
tj. oblika F(f)(w) = a(w) + ib(w), gdje su a i b realne funkcije s domenom R. Po
definiciji F(f) imamo

a(w) + ib(w) = - f(t)(coswt — isinwt) dt

pa slijedi
+oo
a(w) = f(t) coswt dt,
+o00
b(w) = — f(t) sinwt dt.

Iz gornjih formula vidljive su sljedece korisne ¢injenice: Ako je f realna, a je parna,
a b je neparna realna funkcija. Ako je f parna i realna slijedi da je F(f) realna, a ako
je f neparna i realna, F(f) je ¢isto imaginarna. Sljedeéi teorem daje kriterij kako po
Fourierovom transformatu raspoznati radi li se o realnoj funkciji:

Teorem 20. Funkcija f je realna ako i samo ako njen Fourierov transformat F(f)
1ma sv0jstvo

za sve w € R.

Kao i Fourierov red, tako i Fourierov transformat odreduje dva spektra: spektar
amplituda M (w) = |F(f)(w)| i fazni spektar p(w) = arctgzgz)).

Fourierova transformacija F apsolutno integrabilnoj funkciji f pridruzuje njen Fouri-
erov transformat F(f). Domena od F je vektorski prostor L'(R), a kodomena je vek-
torski prostor koji se oznacava s A(P) (prostor svih funkcija s R u € koje se mogu
dobiti kao Fourierovi transformati). Fourierova transformacija je linearan operator, tj.

vrijedi:

F(f+9)w) = F(f)w) + Fg)(w),
Flaf)(w) = aF(f)w),

za sve f,g € L'(R) i skalare a.
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Slika 8.4: Linearnost Fourierove transformacije.

&l

Slikom ilustrirana je aditivnost Fourierove transformacije za slucaj f(t) = sint
i g(t) = §sin(20).

Cesto pitanje je: ako znamo funkciju F i znamo da je ona Fourierova transformacija
nepoznate funkcije f, kako odrediti f? Odgovor na to daje sljedeéi teorem.

Teorem 21 (Inverzna Fourierova transformacija). Neka je F € L*(R) N A(R). Pret-
postavimo da je F = F(f) za neku f € L'(R). Tada za sve t € R vrijedi

1 [t ,
flt) = —/ F(w)e™" dw.
2m J_ o

Vezano za Fourierovu transformaciju ¢esto se pojavljuje Diracova d-funkcija. Iako
se moze integrirati po intervalima skupa R, Diracova J-funkcija nije uobic¢ajena realna
funkcija. Mozemo ju zamisliti kao trenutni impuls odnosno kao funkciju koja je jednaka
nula svuda osim u jednoj tocki (trenutku 0), u kojoj iznosi +oo; pritom se definicijom
zahtijeva da je fj;o d(t)dt = 1. Moze se pokazati da je Fourierov transformat Diracove
0-funkcije konstantna funkcija iznosa 1:

“+o0o
F(0)(w) = / e ™§(t)dt = 1.
Inverzna Fourierva transformacija daje integralnu formulu d-funkcije:

R
d(t) e dw.

:% N
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g(x) 5(x)

(a) (b)

Slika 8.5: Diracova d-funkcija i Diracov ¢esalj.

Fourierov transformat ,,pomaknute” J-funkcije 0(¢ — ¢y) (funkcije koja je svuda 0 osim
u to kad je beskonacna) je e™'.
Zelimo li prikazati dva razdvojena impulsa razmaknuta za 2a, mozemo ih reprezen-
tirati funkcijom formule
d(x—a)+0(x+a)

¢iji Fourierov transformat je

e 4+ e " = 2 coswa.

Periodi¢ni niz jedini¢énih impulsa (s periodom T') je opisan s

5r(t) = f 5(t —nT).

n=—oo

Funkcija &7 zove se i Diracov ¢esalj. Pripadni Fourierov red je dp(t) = £ 3720 ginwot

T n=-—00
uz wy = 2?“ Integriranjem clan po ¢lan dobiva se:

F(o7)(w) = wy Z d(w — nuwy).

n=—oo

Dakle, Diracov cesalj je do na multiplikativnu konstantu wy sam sebi Fourierov tran-
sformat.

U Fourierovoj teoriji cesto se koriste i Heavisideova step-funkcija te funkcija koja
predstavlja pravokutni signal. Prva od njih, Heavisideova step-funkcija, definirana je

kao
0, t<0
U(t)_{L 0

Pravokutni signal duljine (trajanja) a definira se s
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(a) (b)

Slika 8.6: Heavisideova step-funkcija (a) i pravokutni signal duljine a =1 (b).

Grafovi tih dviju funkcija u Cartesiusovom koordinatnom sustavu prikazani su slikom
B.a

[ako integral u definiciji Fourierovog transformata sadrzi kompleksne brojeve, u
jednostavnim situacijama se lako ra¢una, a imaginarna jedinica se pritom ponasa kao i
dobivanje Fourierovog transformata neke funkcije koriste se formule poznatih Fourier-
ovih transformata i razne numericke i druge tehnike. Neki ¢es¢e koristeni Fourierovi
transformati dani su sljede¢om tablicom:

ft) F()w)
o(t) 1

etwot 2760 (w — wo)
sgn(t) =

- sgn(w)
U(t)e ™ (a>0) | =

L, (t) 2

Primjer 271. Odredimo Fourierov transformat funkcije

e’t, t>0
f(t>_{ 0, t<0 °

Stoga je spektar amplituda od f dan s

1

| F(Hl(w) = \/ﬁ’

a fazni spektar s
p(w) = —arctgw.

Za primjene izuzetno bitna operacija je konvolucija dvije funkcije.
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Slika 8.7: Konvolucija slike s dvodimenzionalnom resetkom (dvodimenzionalnim Dira-
covim ¢esljem).

Definicija 59 (Konvolucija). Konvolucijcﬂ dviju funkcija f,g: I — R (gdje je I neki,
ne nuzno ogranicen, interval u R) je funkcija f * g definirana s:

f*g(ﬂﬂ):/]f(t)g(:c—t)dt.

Operacija * je komutativna, asocijativna, distributivna te kvaziasocijativna. Jedan
nacin kako vizualizirati konvoluciju dvije funkcije je da zamislimo da se graf jedne giba
u smjeru osi apscisa jednolikom brzinom preko grafa druge funkcije te da u svakom
trenutku racunamo povrsinu presjeka—iznos te povrsine je vrijednost njihove konvo-
lucije u tom trenutku. Drugi nac¢in za vizualizaciju konvolucije je ovaj: Zamislite sliku
koju niste dobro fokusirali. Dobivena ,zamuéena slika” je konvulucija toc¢ne slike s
funkcijom ,zamuéivanja”. Pritom je za funkciju zamuéivanja dovoljno opisati Sto bi se
desilo sa slikom jedne jedine tocke. Posebno korisne znadu biti konvolucije s Diracovom
0-funkcijom. Konvoluciju neke slikice sa jedini¢nim signalima u vise toc¢aka pravca, rav-
nine ili prostora mozemo zamisliti kao kopije te slike u svim tim tockama—vidi sliku
87

Nabrojimo sad neka od ¢esto koristenih svojstava Fourierovih transformata (sva vri-
jede uz pretpostavku da je f apsolutno integrabilna i eventualno neke dodatne uvjete,
koji su u praksi obi¢no zadovoljeni):

e Pomaci: Ako je g(t) = f(t — ty), onda je F(g)(w) = F(f)(w)e ™". Ako je
g(t) = e f(t), onda je F(g)(w) = F(f)(w — wo).

e Skaliranje: Ako je g(t) = f(at), onda je F(g)(w) = ﬁ]—"( f)(£).

e Promjena smjera: Ako je g(t) = f(—t), onda je F(g)(w) = F(f)(—w).

e Simetrija: Ako je g(t) = F(f)(t), onda je F(g)(w) = 27 f(-w).

e Deriviranje: Fourierov transformat od f’ dan je s F(f')(w) = iwF(f)(w);

3Naravno, konvolucija nije definirana za sve funkcije f i g, veé za tzv. Schwartzove funkcije.
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e Modulacija:

Ako je g(t) = f(t) coswot, onda je F(g)(w) = 2 (F(f)(w —wo) + F(f)(w + wo));
e Konvolucija obzirom na vrijeme: F(f * g) = F(f)F(9);
e Konvolucija obzirom na frekvenciju: F(f) * F(g)(w) = F2rf(t)g(t)).

Gornje ideje lako se poopcavaju na vise dimenzije. Od zanimanja za primjene u
kristalografiji je trodimenzionalni slucaj:

FE) = [ f)emrar

gdje je r radij-vektor promatrane tocke u R?, a s je vektor u reciproénom prostoru (iz-
omorfnom s R?). Posjetimo se da je jedinica duljine u reciproénom prostoru reciprocna
jedinici duljine u direktnom prostoru—to je u skladu s ve¢ uocenom ¢injenicom da je
jedinica varijable Fourierovog transformata (ovdje je to s) reciprocna jedinici varijable
osnovne funkcije f (ovdje je to r). U standardnoj situaciji kakva se susrece u difrakeij-
skoj strukturnoj analizi, r je radij-vektor nekog atoma ili iona u kristalu, f je funkcija
elektronske gustoée (nepoznata), a F(f) je rezultat dobiven difrakcijom na kristalu.
Cilj je odrediti tocke maksimuma funkcije elektronske gustoce, tj. pozicije atoma. Kako
je difrakcijski uzorak ekvivalent Fourierovog transformata elektronske gustoce, teorem
o inverznoj Fourierovoj transformaciji omogucuje rekonstrukciju funkcije elektronske
gustoée —ali samo teoretski. Naime, zapravo se kao rezultat difrakcije dobiva samo
spektar amplituda te se f ne moze putem teorema o inverznoj Fourierovoj transforma-
ciji direktno rekonstruirati. Taj problem se zove problem faza. Njega se rjeSava na vise
razli¢itih nacina, primjerice Pattersonovom metodom ili tzv. direktnim metodama.

Trodimenzionalna varijanta d-funkcije je nula svuda osim u jednoj tocki (xg, yo, 20)-
Trodimenzionalni Diracov ¢esalj se definira s

+o0o
dape(,y,2) = Z d(z —ia,y — jb, z — kc).

i,j,k=—00

Mozemo ga zamisliti kao trodimenzionalni periodicki niz jedini¢nih signala. Stoga kris-
talnu strukturu mozemo opisati kao konvoluciju kristalne resetke (trodimenzionalnog
Diracova ceslja) i sadrzaja jedini¢ne Celije. Fourierov transformat bilo kakve resetke
daje njoj reciproc¢nu resetku. Stoga je Fourierov transformat kristalne strukture pro-
dukt Fourierova transformata sadrzaja jedinicne éelije i reciproéne resetke. Cinjenica
koju smo u jednodimenzionalnom slucaju opisali teoremom [20| sad se moze iskazati i
ovako: difrakcijski uzorak, buduci da potjece od realnog kristala, je uvijek centrosime-
trican.

Da bismo ukratko objasnili primjenu Fourierove transformacije na kristalografiju,
treba nam Braggov zakon, tj. uvjet difrakcije na kristalu:

nA = 2dsin 6.

Tu je A valna duljina zracenja, 6 € [0, /2] upadni kut zracenja u odnosu na odredeni
smjer (hkl) mreznih ravnina kristalne strukture, a d = djy; je razmak izmedu susjednih
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Slika 8.8: Slika uz dokaz Braggova zakona.

mreznih ravnina tog smjera. Braggov zakon se posebno ¢esto koristi za odredivanje
razmaka djx; izmedu susjednih mreznih ravnina smjera (hkl).

Dokaz Braggova zakona: Promotrimo sliku [8.8] Razlika predenog puta je |CB| +
|BD| = 2|BD)|. 1z pravokutnog trokuta AABD slijedi sin§ = @ tj. razlika predenog
puta je 2dsin@. S obzirom da nas zanima konstruktivna interferencija tj. interferencija
kad je razlika u faza medu valovima jednaka 0, gledamo samo taj slucaj. Pomak faza
0 imamo samo kad je razlika predenog puta cjelobrojni visekratnik valne duljine.

U daljnjem je s A oznacena valna duljina upadnog zracenja, a s 6 kut pod kojim
to zracenje upada (mjeren u odnosu na fiksirani smjer (hkl) mreznih ravnina koje su
medusobno razmaknute za dpy;).

Za neke tipove resetki dobivaju se lako prepoznatljivi difrakcijski uzorci. Tako
primjerice za kubi¢ne resetke (parametra jedinicne Celije a) znamo (vidi poglavlje o
reciprocnoj resetci) da je razmak izmedu dviju susjednih (hkl) ravnina jednak

a

di) = ———
hkl (EENCENE

pa slijedi da ¢emo reflekse prvog reda (n = 1 u Braggovom zakonu) dobiti pod kutevima
f odredenim jednadzbom

sinf = i\/h2 + k2 + 2.
2a

Racunajué¢i moguce h? + k? + [* (podsje¢amo: za primitivne resetke h,k,l € Z i sva
tri broja su u pravilu jednoznamenkasti), vidjet ¢emo da u sluc¢aju primitivne kubicne
¢elije ne mozemo dobiti h? + k% + 1> = 7, 15, .... Odsustvo takvih kombinacija je
karakteristi¢no za primitivnu kubic¢nu resetku.

Primjer 272. Za kristal s kubicnom reSetkom refleks prvog reda na ravninama (111)
opazen je pri kutu 0 = 11,2°. Koristene su Cu (K,) rintgenske zrake valne duljine 154
pm. Koliko je dug brid a jedinicne éelije? Kako se radi o refleksu prvog reda, imamo
n =1 i Braggov zakon povlaci da mora vrijediti

A 154pm
2sinf  2sin11,2°

= 396pm.

dlll -

Nadalje, znamo dy1; = \/ﬁ = \/ig Slijedi da je a = 687pm.
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Rasprsenje rontgenskih zraka je posljedica oscilacija koje elektromagnetski val iz-
aziva kod elektrona. Teski atomi imaju jace rasprsenje od lakih pa difraktogram ne
ovisi samo o kristalnoj resetci. Ta ovisnost o broju elektrona i njihovom polozaju u
elektronskom oblaku oznacava se s f i zove atomski faktor rasprsenja. On je direktno
povezan s elektronskom gustocom p.

Veza izmedu atomskog faktora rasprsenja i elektronske gustoce dana
je formulom
sinkr ,

f(@):47r/0 Oop(r) e dr

(r je udaljenost od sredista atoma, a k = 47T¥). Vrijednost [ je najveéa za 0 =

0; pri tom kutu je f = 4nx f0+°° p(r)r?dr jednak broju elektrona u atomu: 4mr?dr
infinitezimalni dio volumena kugle (dio izmedu dvije bliske sfere) pa po definiciji p
(broj elektrona u infinitezimalnom dijelu volumena podijeljen s brojem elektrona u tom
dijelu, tj. funkcija gustoce vjerojatnosti za nalaZenje elektrona u nekoj tocki prostora)
slijedi da je f = 4w f0+oo p(r)r?dr jednak ukupnom broju elektrona u atomu.

Difrakcijski uzorak je u biti Fourierov transformat elektronske gustoce p, a cilj
nam je iz nje odrediti tocke s maksimalnom elektronskom gusto¢om, tj. pozicije atoma
opisane radij-vektorima r = [z, y, z]. Zbog periodi¢nosti kristalne strukture elektronska
gustoca p je periodiéna funkcija s temeljnim periodima a, b i ¢ u smjeru pojedinih
kristalografskih osi. Stoga ju mozemo razviti u trodimenzionalni Fourierov red

1 X .
p(r> _ v Z Cse—Zmr-s'
h,k,l=—0c0

Pritom je s = [h, k, [] radij-vektor u reciprotnom prostoru koji odgovara smjeru mreznih
ravnina na kojem je doslo do difrakcije, a sa - je oznacen skalarni produkt vektora, tj.
r-s = hx + ky + lz, kako smo vidjeli u poglavlju o reciproénom prostoru. Faktor % se
pojavljuje zbog tog sto koordinate od r daju relativne, a ne stvarne duljine. Eksponent
je negativan, za razliku od nase ranije definicije Fourierovog reda, no to je samo pitanje
dogovora. Gornja jednadzba zove se jednadzba Fourierove sinteze elektronske gustoce.

Recimo da jedini¢na Celija kristala sadrzi atome na pozicijama r; = [z;,y;, 2;] (gdje
je 0 < z;,y;,2 < 1, kooordinate su dane obzirom na kristalografski koordinatni sus-
tav), s atomskim faktorima rasprsenja f;. Tada se strukturni faktor, koji opisuje
rasprsenje u jedini¢noj ¢eliji na mreznim ravninama (hkl), dobiva zbrojem svih dopri-
nosa svih atoma u jedini¢noj celiji tj. kao

2mir;-s
Fhkl:E fe™E,
J

gdje je s = [h, k,[] vektor reciprocne resetke.

Primjer 273. Promotrimo smjer (h00), tj. mrezne ravnine paralelne s b i sc¢c. Pisat
cemo Iy za Fpy. Uocimo da jer-s = hx. Pri analizi su dobiveni rezultati:
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Vo(r)

Slika 8.9: Ovisnost elektronske gustoée o pomaku u smjeru a-osi za primjer 273

h | 0 12 3 4 5 6 78 9 10 11 12 13 14 15
F,116 -10 2 -1 7 =10 8 =3 2 -3 6 -5 3 -2 2 =3

Utvrdeno je i da vrijedi Fy, = F_y. Treba izracunati funkciju elektronske gustoce.
Prema jednadzbi Fourierove sinteze imamo

—+o0 “+o0
= Z Fye2mihe — g 4 Z e~ 2mihe | ,heQ’”'hx) =Fy+2 Z F}, cos(2mhz).

h=—00 h=1
Eksperimentalni podaci omogucuju izracunavanje parcijalne sume

15
Vp(r)=Fy+2 Z Fj, cos(2mhx).
h=1

Dobiva se graf od Vp(r) za x € [0,1] (tj. unutar jedinicne Celije) prikazan slikom ?7.
Uocljiva su tri istaknuta lokalna maksimuma (tri atoma u jedinicnoj Celiji) i njihove
T-pozicije.

8.3 Zadaci za vjezbu

1. Ispitajte koje od sljede¢ih funkcija su periodi¢ne

(a) f(z)=sin3x.
(b) f(x) = sin(z?) .
(c) f(z) =sinz.
(d) f(z) =sins .
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Rjesenje.
(a) periodicna (T = 2).  (b) nije periodicna.

(c) periodi¢na (T'= ). (d) nije periodi¢na.

f<x>={1’ e

0, 1inace

Je li funkcija

periodi¢na? Ima li temeljni period?

Rjesenje. f je periodi¢na (period je svaki pozitivni racionalni broj T € Q).
Temeljni period ne postoji.

. Uz koje uvjete na parametre o, 8 > 0, o # 3 je funkcija

f(x) = cosax + sin Sz

periodic¢na?

Rjesenje. oT = 2kn, T = 20w, za neke k,/ € N = % = % e Q..

Neka je f : R — R periodi¢na sa periodom 7T'. Dokazite da za proizvoljne a,b € R

vrijedi

a+T b+T
/ flz)dz = flx)dx .

b

. Dokazite da je niz funkcija

1 . . .
3 sinxz, cosz, cos2zx, sin2x, ...,cosnz, sinne, ...

ortogonalan na segmentu [—, 7].
N . i 1 . s l . _ s . _
Rjesenje. [* tcosnzdr =0, [° isinnzdr=0, [ cosmasinnzdzr =0,
™ ™ . .
f_w cosmx cosnx dr = m,, f_ﬁ sinmx sinne dxr = .

. Razvijte u Fourierov red funkciju f koja je zadana na [—m, 7| s

T, —nrT<x<0
-

0, 0<z<m

i zatim proSirena po periodi¢nosti na R.
Rjeéenje. L= T, AO = —%, Agk = 0, Agk_l = ﬁ,

fl@) ==+ 2(cosqy+ 83 cosde ) 4 (ging — S pocosde )

B _ (_1)n+1

T )

Razvijte u Fourierov red funkciju f koja je zadana na [—1,1] s f(z) = 2% i zatim
prosirena po periodi¢nosti na R.
Rjesenje. L =1, Ag=3%, A, = (—1)"=, B, =0 (f parna),

f(ﬂf) — % _ %(COS’]TZ’ _ Cos427ra: + cosgSﬂ'x _
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10.

11.

12.
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Razvijte u Fourierov red funkciju f koja je zadana na [—1,1] s f(x) = |z| i zatim
prosirena po periodi¢nosti na R. Koriste¢i dobiveni razvoj izracunajte sumu reda
1+%+$+%+

Rjesenje. L =1, AO 1, Ao, =0, Agpy = B, =0 (f parna),

~ @h— 1) w2
flz)=14— —(cosmc—l— GosSmz | —005’22“: +...),
r=0 = 1+32+5Q+7Q+ L=
Razvijte u Fourierov red funkciju f koja je zadana na [0,4] s f(z) = %52 i zatim

proSirena po periodi¢nosti na R.
Rjesenje. T =4, Ay = 2 [ f(x) I—Ofl—Tﬁ) ) cos 2T g = (),

B":%f(ff@)&n%%dx:l f(m):i +o00 blnT .

nm’ n=1 n

Odredite kompleksni Fourierov red za funkciju definiranu s

-F, —m<z<0
-}

b 0<z<m

koja je po periodiénosti proSirena na R.

Rjesenje. L=m, Cy=0, Cy =0, Co_1 = —‘(gigib;)n?

_2iE ei(2k—1)= 400 ei(2k—1)z
f(z) = (Zkf—oo 1 T 2ek=1 %1 ) :
Odredite kompleksni Fourierov red za funkciju koja je po perido¢nosti prosirena
na R, a na [—1,1] zadana sa f(x) = €®.
Rjesenje. L =1, f(x)=shl Zkf_oo " gikma

1— zk7r

Odredite Fourierov transformat funkcije f, ako je

(a) f(r)=cosg, —m<z<m
(b) f(z)=cosz, 0<az<m
Rjesenje

(2) F(Hw) = eosmw . (b) F(f)w) = g™ = 1).

ﬁ
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Standardne oznake

O(Fy,....Fy)
O(x1,...,xy)

V- -F=divF
VX F =rotF
df(X)

w=Mdr+ Ndy+...

fvfds
J,Mdz+Ndy+...

¢

j-ta nepoznanica u sustavu

koeficijent i-te jednadzbe sustava linearnih jednadzbi uz j-tu nepoznanicu
ili element matrice A koji se nalazi u i-tom retku i j-tom stupcu
slobodni ¢lan u i-toj jednadzbi sustava linearnih jednadzbi
matrice

skup svih matrica s m redaka i n stupaca

nulmatrica s m redaka i n stupaca

skup svih kvadratnih matrica s po n redaka i stupaca

jedini¢na matrica u M,

matrici A transponirana matrica

kompleksnoj matrici A hermitski konjugirana matrica

matrici A inverzna matrica

determinanta matrice A

trag kvadratne matrice A

skup odnosno vektorski prostor uredenih n-torki realnih brojeva
skup odnosno vektorski prostor uredenih n-torki kompleksnih brojeva
linearan operator

karakteristi¢ni polinom operatora prikazanog matricom A
stehiometrijski koeficijent sudionika J neke reakcije

mnozinska koncentracija sudionika J neke reakcije

doseg reakcije

parcijalna derivacija prvog reda skalarne funkcije f po varijabli x;

parcijalna derivacija drugog reda skalarne funkcije f, prvo po x;, pa onda po x;

parcijalna derivacija drugog reda skalarne funkcije f, dvaput po istoj varijabli z;

gradijent skalarne funkcije f

Hesseova matrica skalarne funkcije f u tocki X

dvostruki integral funkcije dviju varijabli f po podrucju A

trostruki integral funkcije triju varijabli f po podru¢ju V'

sferne koordinate

Jakobijan vektorske funkcije F' = (Fy,..., F,) od n varijabli 1,...,x,
nabla-operator

divergencija vektorske funkcije F'

rotacija vektorskog polja F': Q C R3 — R3

diferencijal funkcije f u tocki X

diferencijal

krivuljni integral prve vrste skalarne funkcije f po krivulji v

krivuljni integral druge vrste vektorskog polja F' = (M, N, ...) po krivulji v
krivuljni integral po zatvorenoj krivulji

243
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U unutrasnja energija

S entropija

H entalpija

A Helmbholtzova energija

G Gibbsova energija

an op¢i ¢lan niza

(an)a (an)’ru (an)'rLEIN niz

lim,, o0 Qp, lim, a,, lima,,  limes niza

S an, Y an red odreden nizom (a,,)
Yo Cnlx—c)" red potencija oko tocke ¢

F(f) Fourierov transformat funkcije f
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Formule

Laplaceov razvoj determinante po i-tom retku:
n
det A = Z(—l)lJrjaij det Aij,
j=1
Laplaceov razvoj determinante po j-tom stupcu:
n
det A = Z(—l)"’”aij det A”
i=1

Karakteristi¢ni polinom operatora prikazanog matricom A:
ka(X) = det(A — AI).

Homogene diferencijalne jednadzbe y' = f(y/t) se na jednadzbu sa separiranim varijablama svode
supstitucijom
y=tu, y =tu +u.

Rjesenje nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda y' + f(t)y = g(t) se iz rjesenja
yu = Ce " (F je neka antiderivacija od f) pripadne homogene jednadzbe ¢’ 4+ f(t)y = 0 dobiva
metodom varijacije konstante: C' shvatimo kao funkciju varijable t te y(t) = C(t)e F® i y/(t) =
C'(t)e " FOLO(t)e=FO (= f(t)) uvrstimo u polaznu jednazbu y'+ f (t)y = g(t) ¢ime dobivamo jednazbu
C'(t) = g(t)er® iz koje se C odreduje integriranjem.

Homogena linearna diferencijalna jednadZba drugog reda s konstantnim koeficijentima asy” + a1y’ +
apy = 0 rjesava se pomoc¢u njene karakteristiéne jednadzbe apx?+a,z+ag = 0. Ovisno o diskriminanti
D = a? — 4agaz imamo sljedeée oblike opéeg rjesenja jednadzbe asy” + a1y’ + agy = 0:

D >0 dvarealna rj. kar. j. 1,20 y(t) = Cre®t + Coe®2?t
D =0 jedno realno rj. kar. j. = y(t) = Cre*t + Caze®t,
D <0 dvakompl. rj. kar. j. a £ bi  y(t) = e**(Cy cos(bt) + Cy sin(bt)).

Odredivanje partikularnog rjesenja nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda s kons-
tantnim koeficijentima asy” + a1y’ + apy = f(t) metodom neodredenih koeficijenata:

o Akoje f(t) polinonﬂ stupnja n pretpostavlja se da je yp polinom istog stupnja, ali s neodredenim
koeficijentima.

e Ako je f(t) oblika e, pretpostavlja se da je yp oblika Ae* s nepoznatim A.

e Ako je f(t) oblika e pomnoZen s polinomom stupnja n, pretpostavlja se da je yp oblika Ae%
pomnozen s polinomom stupnja n s nepoznatim A i koeficijentima polinoma.

Konstantnu funkciju smatramo polinomom stupnja nula.

245
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e Ako je f(t) oblika e (asin(bt) + Bsin(bt)) (Sto ukljucuje oblike sin(bt), cos(bt), e sin(bt) i
e cos(bt)), pretpostavlja se da je yp = e (Asin(bt) + Bsin(bt)) s neodredenim A i B.

Odredivanje partikularnog rjesenja nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda s kons-
tantnim koeficijentima aoy” + a1y’ + apy = f(¢) metodom varijacije konstanti: u homogenom rjesenju
yu = C1y1 + Cays se pretpostavi da su Cy 1 Oy funkeije od ¢; C 1 C) odreduju iz sustava

Cy1 + Cay2 = 0,
az(Clyt + Cayh) = f(1).
Zakon brzine reakcije reda n sa samo jednim reaktantom A:

1 d[A]

— = Al".
VA de kn[ ]

Lancano pravilo za parcijalne derivacije — slu¢aj kompozicije skalarne funkcije f koja ovisi o n varijabli
s vektorskom funkcijom (z1,...,x,), gdje su z; = z;(t) realne funkcije jedne varijable ¢

Lancano pravilo za parcijalne derivacije—sluc¢aj kompozicije skalarne funkcije f dviju varijabli s
vektorskom funkcijom dviju varijabli (z,y) = (x(u,v),y(u,v)):

o5 _or ox or oy
ou Oxr Ou Oy Ou’

of _of s o oy
dv  dx v Oy Ov

Eulerovo ciklicko pravilo

on 0y 0z _
dy 0z O
Hesseova matrica skalarne funkcije f u tocki X:
% f o f % f
@(X) 8m128x2 (X) T 8r128mn (X)
°f oO*f o°f
Hf(X) _ 8128I1 (X) %(X) e 3z28mn (X)
2 ’ 2 : 2 ’
Gradijent skalarne funkcije f:
_or_(of o oy
gradf—Vf—(aml,aw,...,axn .

Postupak odredivanja lokalnih ekstrema skalarne funkcije f:
e Prvo se odrede stacionarne tocke, tj. elementi X iz domene od f takvi da je V f(X) nulvektor.

e Ako je X stacionarna tocka, ona je toCka lokalnog minimuma ako su sve glavne minore od
H f(X) pozitivne.

e Ako je X stacionarna tocka, ona je tocka lokalnog maksimuma ako predznaci minora Hesseove
matrice H(f)(X) alterniraju pocevsi s negativnim.
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Fubinijev teorem:

jf f(z,y) dxdy/ab (/jf(m,y)dy) d:c/cd </abf(x,y)dx> d

[a,b] X [c,d]

ﬂf f<x’y,z>dxdydz—/ab (/d (/qu(x,y,z)dz) dy> ar.

[a,b] x[e,d] x[p,q]

Formule za prijelaz iz sfernih u Cartesiusove koordinate:
T =rcos¢sinb,

y =rsin¢sinb,
z=1rcosb.

Jakobijan vektorske funkcije F' = (Fy,..., Fy,) od n varijabli 1,...,Z,:

OF;
or - (7).

Zamjena varijabli u viSestrukim integralima:

0)

r=u(z',y),y =v(@,y),F = (u,v éfjf ')

") dz’ dy’ ffjfxydxdy,

v=u(@y, )y =0y )z =0y, ) F = (uv,w)=

fﬂf oy 4 (m o )) dudvdw—ﬂffxy, 2)dedydz,

Nabla-operator: gradijent, divergencija, rotacija

af of 8f)t

gradf(X)ZVf(X) (811’35@’-“733%

V(f+g9)=Vf+Vg,

V(af) =aVf,
V(fg) = fVg+gV/,
div F(X Z 8331

V- (F+G)=V-F+V-G,
V- (aF)=aV-F,
V-(fF)=(Vf)-F+f(V-F),

- - >
i j k

rot F(X) =V x F(X) = 51 8% % ,
F, F, F.

VX(F+G)=VxF+VxG,
V x (aF) = aV x F,
V x (fF) = (V) x F+ f(V x F),
Vx(FxG=(V-G)F+(G-V)F-(V-F)G—(F-V)G,
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=(VxF)-G—F-(VxGQ),

V- (FxG)
+(F-V)G+ (G- V)F.

V(F-G)=Fx (VxG)+Gx(VXF)

Djelovanje Laplaceovog operatora na skalarnu funkciju

V.-Vf=V?

Gradijent, divergencija, rotacija i Laplaceov operator u sfernim koordinatama (za funkcije triju vari-

jabli)
_(of 10f 1 Of
vi= (87" r 06’ rsm&@gzﬁ)

10 (,0f 1 0 /. oOf 1 of
N (T ) + i <Sm969> + r2sin? 0 0¢?’

2p _
Vet 2 or or r2sin 6 96
B 10 ) o . 1 8F¢
VoE= 72 6r(r £+ rsin 6 (‘39(811101:0)Jr rsing 0¢’
VxF=—— g <8¢(smq§Fg)— 50 ) - (Siw 50 8T(TF0)> o+

1/0 OF.\ »
o (Frm - 55 )

Diferencijal funkcije

)' dl’i,

B Z ox (X
=1
dxi(y17y2a cee 7yn) =Y

Krivuljni integrali prve vrste skalarne funkcije f

/fds—/ FO )Y (1) dt,
b
/ fds= / £ @), y OV @O + O dt,
b
/ fds= / £ (), (), 20V @O + GO+ (@) dt
/_ fds=/fds
/u fds= fds—|—/ fds

Duljina krivulje v : [a,b] — R™
l(v) = / ds
¥

Krivuljni integrali druge vrste vektorskog polja F' = (Fy,..., F,)

/ZF dwz=/a Fly(0),7/(1)) dt

Y =1

b
/ M(z,)dz + N(z,y) dy = / (M((t), ()’ (£) + N(x(t), y(£)y' (1)) dt
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Prvi i drugi glavni stavak termodinamike

dU = dw + dg
d
ds = ?q
Entalpija, Helmholtzova i Gibbsova energija
H=U+pV
A=H-TS
G=H-TS

Metoda najmanjih kvadrata— aproksimacija afinom funkcijom

n n n n
2
Sg2 = E Ti, Sz = E Tiy, Sxy = E TilYiy, Sy = E Yi
i=1 =1 =1 =1

NSy — SzSy

ns,e — s2

54525y — SgpSazy

b=—""—"5"
NSy2 — 2

Limesi nizova
0, -1<qg<1,
a, q=1,
limag™ = { o0, q>1,a0>0, ,
—00, q>1,a9 <0,

neodreden, ¢ < —1

1
lim — =0, zak>0,
n—+oco n

1 n
lim <1 + ) =e.
n—-+4oo n

Suma geometrijskog reda (za |g| < 1):
a
1—q

Zaq":a+aq+aq2+...:

Taylorov red funkcije f:

> £(n) (e
T(x)> ! nf )(:c—c)".
n=0 ’

Greska aproksimacije funkcije f oko tocke ¢ Taylorovim polinomom T, (z):

F )

m(ﬂf - C)"H,

R, (z) =
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za neki t izmedu ci x.

Vazniji Maclaurinovi redovi:

1 =

- =Y a"=1l+az+a2”+a%+..., ze(-1,1),
-7 n=0
L=y
=) (-D)"a"=1-a+2>—2*+..., xc(-
1+x =

1,1),

—+o0

(1+a)=>" (Z‘)ﬂ ze(—1,1),

)
n=0

X gn 22 2B
=D G ltrh g gt
n=0
too 3 5 7
: _Z = 2n4+1 _ € € €
SINT = mx —SU—?—F*—*
n=0
too n 2 4 6
- (=" 5, x x T
COST = 50(2,”)'33 —1—§+Z—a+7 xG[R,

+oo n 2 3 4
n(l+z)=S (1) —p - 42 2 4 ~1,1
n(1+2) ;() —=a- ot -t ze(-L]]
Fourierov red funkcije f zadane na [—L, L]:

+oo
o A()

1
An = Z<f7fn>7

1
anz<fagn>a HEN,

“+ o0

Z Cn(bn(m)a

¢n(1') — ein‘n’m/L
Ao A, —iB,
Co = —7» Cn =

—, -
2 2 " 2
Fourierov transformat funkcije f

FORMULE
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amplituda, 229

antihermitska matrica, 28|
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aproksimacija kvadratnom funkcijom, [I4]
apsolutno integrabilna funkcija, [231
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atomske orbitale,

atomski faktor rasprsenja, [239

baza prostora, [57]

Beer-Lambertov zakon, [T7]
Binet-Cauchyjev teorem,

binomni red,

Bornova interpretacija valne funkcije, [I01
bosoni,

Braggov zakon,

brzina reakcije,

Cauchyjev kriterij, [206]

centralna simetrija, [64] [67]

cilindri¢ke koordinate, [T03]

Clairautova diferencijalna jednadzba, [152]
Clausius-Clapeyronova jednadzba,
Cramerov sustav, [[4] [12]

Cramerovo pravilo,

D’Alambertov kriterij, [206]

decimalni zapis, 204]

degenerirana svojstvena vrijednost, [72]
derivacija,

determinanta,

diferencijabilnost funkcije, [110]
diferencijal,

diferencijal funkcije,
diferencijal varijable,

Diracov ¢esalj,

Diracova d-funkcija, 233]

divergencija vektorskog polja,
divergentan niz, [I98]

donjetrokutasta matrica,

doseg reakcije,

drugi glavni stavak termodinamike,
drugi Newtonov zakon,
dvostruki integral, [96]

egzaktan diferencijal, [I19]

egzaktna diferencijalna jednadzba,
egzaktni diferencijal,

elementarne transformacije, 6]
elementarni proces, [182

energija nulte tocke, [I72]

entalpija,

entropija, 124} [I25]

Eulerov kriterij egzaktnosti diferencijala,
Eulerov uvjet egzaktnosti diferencijala,
Eulerovo ciklicko pravilo, [84] [129]

fazni kut, 229

fazni spektar,

fermioni,

Fibonaccijev niz, [194]

Fourierov red funkcije,
Fourierov transformat funkcije, [231]
Fourierova transformacija, 232
Fourierovi koeficijenti, [226
Fubinijev teorem, [07]

funkcija stanja,

Gaussova metoda eliminacija,
geometrijski niz, [T95] 200]

geometrijski red,
Gibbs-Helmholtzove relacije, [126]

Gibbsova energija,
globalni maksimum,

diferencijalne jednadzbe sa separiranim varijablama, globalni minimum, [89]

=4
dijagonala matrice,
dijagonalizacija operatora,
dijagonalna matrica, [26]
dimenzija prostora,

gornjetrokutasta matrica,
gradijent,

gradijent funkcije,
graf funkcije,

greska aproksimacije, [140]

252
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Hamiltonijan, lan¢ano pravilo,
harmonijski oscilator, [168 Laplaceov operator, {108

harmonijski red, 206] Laplaceov razvoj determinante, [37]
Heavisideova step-funkcija, 234] Laplaceova jednadzba, [108]

Heineova karakterizacija neprekidnosti, 20 Leibnizov kriterij,

Helmholtzova energija, limes niza, [198

Helmholtzova jednadzba, linearan operator,

hermitska matrica, linearna diferencijalna jednadzba,
hermitski konjugirana matrica, linearna diferencijalna jednadzba s konstantnim
hermitski operator, koeficijentima, 158

Hesseova matrica, linearna funkcija,

Hessov zakon, linearna jednadzba,

homogena linearna diferencijalna jednadzba, linearna kombinacija vektora,
homogene diferencijalne jednadzbe, [I55] linearni funkcional, [63] [67]

homogeni sustav linearnih jednadzbi, [6] [I5] [I§] linearno nezavisan skup, [55]
linearno zavisan skup,

integralni kriterij, [206 linearnost integriranja, [97]
integriranje, [I5]] lokalni maksimum,
invarijante operatora, [68] [70] lokalni maksmimum,

inverzija, [64} [67] lokalni minimum, [89] [9]]

inverzna Fourierova transformacija, [233

inverzna matrica, [33] Maclaurinov red funkcije, 211
izomorfni vektorski prostori, matrica, [25]

matrica linearnog operatora, [70]
Jakobijan, [T00] matrica sustava, [[1]
jedini¢na matrica, 26} [67] matrica-redak, [20]

matrica-stupac, [20]
kanonska baza, Maxwellove formule,
karakteristi¢cna jednadzba, [T61] mehanizam povrativih reakcija,
karakteristi¢ni polinom operatora, [70] mehanizam predravnoteze, [I86
kemijska kinetika, mehanizam usporednih reakcija, [182
kemijski potencijal, mehanizam uzastopnih reakcija, [I82]
kemijski rad, metoda najmanjih kvadrata, [I39]
Kirchhoffov zakon, drugi, metoda neodredenih koeficijenata, [164
koeficijent brzine reakcije, [I79] metoda supstitucije za sustave, [J]
kompleksna matrica, [25] metoda varijacije konstanti,
komutator, minore,
koncentracija izvedenih pretvorbi, molekulska particijska funkcija, 204]
konvergentan niz, [198
konvergentan red, 203| nabla-operator,
konvolucija, 236 nehomogeni sustav linearnih jednadzbi, [6]
konzervativno vektorsko polje, nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunjakovskog,
koordinatne funkcije vektorske funkcije, nepravi integral, [09]
kristalografska restrikcija, [6§ neprekidna funkcija, 201]
kriterij usporedivanja, [206] niz, [193]
krivulja, [T13] norma vektora,
krivuljni integral druge vrste, nuzan uvjet konvergencije reda,
krivuljni integral prve vrste, [115 nulmatrica, [26] [67]
Kroneckerov simbol, nulvektor,
kutna frekvencija, [169
kvadratna matrica, obi¢na diferencijalna jednadzba, [I5]]
kvantnomehanicki harmonijski oscilator, ogranicen niz, [197]

Ohmov zakon,
Lagrangeov multiplikator, [04] opce rjesenje diferencijalne jednadzbe,

Lagrangeova metoda, [04] operatori simetrije, [64]
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ortogonalna matrica, Schwarzov teorem,
ortogonalni vektori, sedlasta tocka,
ortonormirana baza, [62] separacija varijabli, [T54]
otvoren skup, sferne koordinate,
sferni koordinatni sustav,
padajudi niz, simetrican operator, [72]
parametarski definirana funkcija, [113 simetri¢na matrica, [27] [72]
parcijalna diferencijalna jednadzba, singularno rjeSenje diferencijalne jednadzbe,
parcijalna suma reda, 203| skalar, [53]
parcijalne derivacije drugog reda, skalarna funkcija vise varijabli,
parcijalne derivacije prvog reda, skalarni produkt,
parcijalne molarne veli¢ine, slobodni ¢lan, [4]
partikularno rjeSenje diferencijalne jednadzbe, slobodni pad,
Paulijev princip, [40] spektar amplituda, 229 232]
period funkcije, [223] spektar operatora, [70]
periodi¢na funkcija, [223] stacionarna tocka,
Planckov zakon, [214] standardni tlak,
ploha, stehiometrijski koeficijent,
pocetni uvjet, [I53| strujni krug,
podruéje konvergencije reda funkcija, [208] 225] strukturni faktor, 239
polarne koordinate, [103] sustav linearnih jednadzbi, [f]
potprostor, [62] sustavi bez rjesenja,
prigusene oscilacije, sustavi linearnih diferencijalnih jednadzbi,
prikaz vektora u bazi, sustavi s beskona¢no mnogo rjesenja,
problem faza, sustavi s jedinstvenim rjeSenjem,
prosjecna vrijednost slu¢ajne varijable, svojstvena vrijednost operatora, [69]
prvi glavni stavak termodinamike, [I23] svojstveni potprostor, [70]

B B svojstveni vektor operatora, [69)
radijus konvergencije reda potencija, [209 1

radioaktivni raspad, tangencijalna ravnina,
rang matrice, [50] tangenta, 210]
rastudi niz, [197] Taylorov polinom, 217]
reakcija drugog reda, [179] Taylorov red funkcije, 217]
reakcija nultog reda, Taylorov teorem, 212
reakcija prvog reda, termodinamicki koeficijenti, [126
reakcijska Gibbsova energija, termodinamicki potencijal,
reakcijski gradijent, termodinamicki sustav,
reakcijski gradijenti, [127] toplinski kapacitet, [129]
realna funkcija vise varijabli, trag matrice, [
realna matrica, transponirana matrica, |2;7|
red, trigonometrijski red funkcija,
red diferencijalne jednadzbe, trivijalno rjesenje,
red funkcija, [208] trostruki integral,
red potencija, [209]
red reakcije, ulanéane matrice,
regularna matrica, ultraljubicasta katastrofa,
reverzibilan proces, [122) unitaran prostor, 59
Riemannova (-funkcija, [205 unitarna matrica, [35]
rjeSenje linearne jednadzbe, unutrasnja energija, [[23H126] 12§
rjeSenje sustava linearnih jednadzbi, [f] uvjetni ekstrem, [04]
rotacija, [68]
rotacija vektorskog polja, valna funkcija,

valna jednadzba,
Sarrusovo pravilo, valne funkcije, [A0]

Schrodingerova jednadzba, [108] vektor, [53]
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vektorska funkcija vise varijabli, [79]
vektorski prostor,

vektorski prostor matrica, 29} 4]
vektorsko polje, [L05]

virijalna jednadzba stanja plina,
volumni rad,

vrijeme polureakcije,

zakon brzine reakcije,

zamjena varijabli u dvostrukom integralu, [L03]
zamjena varijabli u trostrukom integralu,
zatvorena krivulja, [114] [T1§]

Zenonov paradoks, [204]

zrcaljenje obzirom na ravninu,
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