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Skalarni produkt

Ako znamo koordinate nekog vektora s obzirom na danu bazu,

razumno je pitanje: Kako odrediti iznos tog vektora?

Takoder, ako znamo koordinate dvaju vektora s obzirom na istu
bazu, moZemo se pitati: Kako odrediti kut izmedu tih vektora?
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Skalarni produkt

Ako znamo koordinate nekog vektora s obzirom na danu bazu,
razumno je pitanje: Kako odrediti iznos tog vektora?

Takoder, ako znamo koordinate dvaju vektora s obzirom na istu
bazu, moZemo se pitati: Kako odrediti kut izmedu tih vektora?
U tome nam pomaZe operacija poznata kao skalarni produkt
vektora.

Definicija (Skalarni produkt)

Skalarni produkt dva geometrijska vektora definiran je s
V-W=v-w-cosp,

gdje je ¢ kut kojeg zatvaraju vektori Viw (uzima se manji od
dva moguca kuta).




Skalarni produkt
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Svojstva skalarnog produkta

Z sve vektore i skalare koji se u sljedeéim izrazima pojavljuju vrijedi:
7-720; 7-720@7:?; 7W):W>7,
T-(V+W)=T" - V+T-w;, xXV) W=x(V- W)
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Svojstva skalarnog produkta

Z sve vektore i skalare koji se u sljedeéim izrazima pojavljuju vrijedi:
7-720; 7-720@7:?; 7W):W>7,
T-(V+W)=T" - V+T-w;, xXV) W=x(V- W)

Ako iz koordinata znamo izracunati skalarni produkt vektora sa
samim sobom, onda znamo izraunati i njegov iznos:

v:+v7'7

Takoder, ako iz koordinata znamo izra¢unati skalarni produkt dva
vektora, onda znamo izraunati i kut izmedu njih:

v.%

vV-w

cosp =



Skalarni produkt
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Koordinatno skalarno mnozenje vektora

Neka je fiksirana baza prostora, dakle podrazumijevamo da su
njezini vektori potpuno opisani: Znamo im duljine a, b i c te
kutove a = £(b,C), B = Z(&,¢), v = £(a, b).



Skalarni produkt
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Koordinatno skalarno mnozenje vektora

Neka je fiksirana baza prostora, dakle podrazumijevamo da su
njezini vektori potpuno opisani: Znamo im duljine a, b i c te
kutove a = £(b,C), B = Z(&,¢), v = £(a, b).

V=I[xy,2l, w=[x,y, 7]
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Koordinatno skalarno mnozenje vektora

Neka je fiksirana baza prostora, dakle podrazumijevamo da su
njezini vektori potpuno opisani: Znamo im duljine a, b i c te
kutove a = £(b,C), B = Z(&,¢), v = £(a, b).

V=I[xy, 2z, w=[x,y,Z] = V=x3+ yb + z¢,
w=x'3+yb+7¢
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Koordinatno skalarno mnozenje vektora

Neka je fiksirana baza prostora, dakle podrazumijevamo da su
njezini vektori potpuno opisani: Znamo im duljine a, b i c te
kutove a = £(b,C), B = Z(&,¢), v = £(a, b).

V=I[xy, 2z, w=[x,y,Z] = V=x3+ yb + z¢,
w=x'3+yb+27¢=
— —
V- W=(xd+yb+z7¢) XT+yb+77)=
:xx’a2+yy'b2+zzlc2+
+(xy’ + x'y)abcosy + (xz' + x'z)ac cos 8 + (zy' + Z'y)abcos a.
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Koordinatno skalarno mnozenje vektora

Neka je fiksirana baza prostora, dakle podrazumijevamo da su
njezini vektori potpuno opisani: Znamo im duljine a, b i c te
kutove a = £(b,C), B = Z(&,¢), v = £(a, b).

V=I[xy, 2z, w=[x,y,Z] = V=x3+ yb + z¢,
w=x'3+yb+27¢=
— —
V- W=(xd+yb+z7¢) XT+yb+77)=
= xx'a® + yy'b? + zZ/ P+
+(xy’ + x'y)abcosy + (xz' + x'z)ac cos 8 + (zy' + Z'y)abcos a.

Ako je baza ortogonalna: V - W = xx'a® + yy'b? + zz'c2.
Ako je baza ortonormirana VW =xxd+ yy' + zZ.
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v=+VV V=

v =/x2a% + y2b? + 222 + 2xyab cosy + 2xyac cos 3 + 2zyab cos .

Ako je baza ortogonalna, v = \/x2a2 + y2b2 + z2¢2.
Ako je baza ortonormirana,

v=+/x2a+y2+ z2.

Nekaj'i?: 3,1 id=[21,a=2cm b=3cm i
(7, b)= 3. lzralunajte 7-qidF,q).
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Zadatak

Ako se dva atoma neke monoklinske kristalne strukture nalaze na
pozicijama A= (3,0,3) i B=(0,%,3), kolika je njihova
udaljenost ako znate da su parametri kristalne resSetke dani kao

a = 100,0 pm, b =200,0 pm, ¢ = 150,0 pm, oo = v = 90,00°,

B = 75,00°.

2% "4 3 2° "4
1 1 1 1
= 132 + Eb2 + §c2 — gac cos 3 = 6205,90477 pm? ... =

& = 78,78 pm.
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Skalarni produkt
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viwev-w=0

Ako je skalarni produkt dva vektora pozitivan / nula / negativan,



Skalarni produkt
00000800

viwev-w=0

Ako je skalarni produkt dva vektora pozitivan / nula / negativan,
ta dva vektora zatvaraju Siljasti / pravi / tupi kut.
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viwev-w=0

Ako je skalarni produkt dva vektora pozitivan / nula / negativan,
ta dva vektora zatvaraju Siljasti / pravi / tupi kut.

U nekoj ortogonalnoj bazi ¢iji su vektori redom duljinal m, 2 m i3
m, vektori [—4,1,0] i [1,1,0] su medusobno okomiti, ali da je baza
bila ortonormirana, ta dva vektora ne bi bila okomita.

Koji kut trebaju zatvarati vektori F i b baze prostora V? ako
znate da je a = b i da su vektori koji obzirom na tu bazu imaju
koordinate [—2,1] i [0, 3] okomiti?




Skalarni produkt
00000800

viwev-w=0

Ako je skalarni produkt dva vektora pozitivan / nula / negativan,
ta dva vektora zatvaraju Siljasti / pravi / tupi kut.

U nekoj ortogonalnoj bazi ¢iji su vektori redom duljinal m, 2 m i3
m, vektori [—4,1,0] i [1,1,0] su medusobno okomiti, ali da je baza
bila ortonormirana, ta dva vektora ne bi bila okomita.

%
Koji kut trebaju zatvarati vektori F i b baze prostora V? ako
znate da je a = b i da su vektori koji obzirom na tu bazu imaju
koordinate [—2,1] i [0, 3] okomiti? v = 60°.
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Zadatak

Za kristale kubi¢nog sustava kristalografsku bazu moZemo smatrati
ortonormiranom.? Ako su u jedini¢noj Celiji tri atoma na
pozicijama A = ( ,0, %) B = (é, 5,0) C= (%,%,%) te ako su
atomi vezani tako da je C vezan s A i B, odredite kut veze

o = LACB! (Rjesenje: ¢ = 108°25').

Rijesite isti zadatak ako se radi o kristalu rompskog sustava s
bridovima jedini¢ne Celije duljina redom 300 pm, 500 pm, 800 pm?

“Duljinu brida a jedini¢ne Celije proglasimo jediniénom duljinom.

Napomena
Vrijedi |V - W| < | V| |W].
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Ortogonalna projekcija jednog vektora na drugi

Rad izvrsen djelovanjem sile ? pri pomaku 7 =7,— 71 je

Wz?-?decose.
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Ortogonalna projekcija jednog vektora na drugi

Rad izvrsen djelovanjem sile ? pri pomaku 7 =7,— 71 je

Wz?-?decose.
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Ortogonalna projekcija jednog vektora na drugi

Rad izvrsen djelovanjem sile ? pri pomaku 7 =7o— 71 je

Wz?-?decose.

Zadatak
Ako su V' i W dva vektora, 5to predstavlja iznos v - w - sin p?
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Vektorski produkt

U trodimenzionalnom slu¢aju ponekad je potrebno algebarski
opisati vektore koji su okomiti na neke zadane vektore.

Ako su zadana dva kolinearna vektora 7 i b postoji beskonaéno
mnogo na njih okomitih smjerova. A ako su nekolinearni?
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Vektorski produkt

U trodimenzionalnom slu¢aju ponekad je potrebno algebarski
opisati vektore koji su okomiti na neke zadane vektore.

Ako su zadana dva kolinearna vektora 7 i b postoji beskonaéno
mnogo na njih okomitih smjerova. A ako su nekolinearni?

Neka su sad @ i b nekolinearni. Ako bismo znali neki vektor

< # 0 okomit na njih, lako skaliranjem dobijemo proizvoljno dug
i proizvoljno orijentiran vektor tog na njih okomitog smjera (ako
Zelimo da on ima iznos x, uzimamo £% - °¢').



Vektorski produkt
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Vektorski produkt

U trodimenzionalnom slu¢aju ponekad je potrebno algebarski
opisati vektore koji su okomiti na neke zadane vektore.

Ako su zadana dva kolinearna vektora 7 i b postoji beskonaéno
mnogo na njih okomitih smjerova. A ako su nekolinearni?

Neka su sad @ i b nekolinearni. Ako bismo znali neki vektor

< # 0 okomit na njih, lako skaliranjem dobijemo proizvoljno dug
i proizvoljno orijentiran vektor tog na njih okomitog smjera (ako
Zelimo da on ima iznos x, uzimamo £% - °¢').

Definicija (Vektorski produkt)

Vektorski produkt dva vektora V i W je vektor V. x W koji je
okomit na oba vektora, duljina od Vxw jednaka je v - w - sin o,
tj. jednaka je povrsini paralelograma razapetog s ViwW,a
orijentiran je tako da VW,V xW postuju pravilo desne ruke.
Po definiciji, produkt dva kolinearna vektora je nulvektor.




Vektorski produkt
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I\/loment sile definiran je kao vektorski produkt radeektora i sile:
M 7 x ? a kutni moment mase m oko tocke je / =7 x 7
gdje je ? = m7 linearni momoment.

Zadatak

Koji odnos medu dvama vektorima je najlakse prepoznati iz
rezultata njihova vektorskog produkta?




Vektorski produkt
oce

[}
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Moment sile definiran je kao vektorski produkt radijvektora i sile:
— ? i g . =

M =7 x F, a kutni moment mase m oko tocke je I = 7 x ?
gdje je ? = mV linearni momoment.

Zadatak

Koji odnos medu dvama vektorima je najlakse prepoznati iz
rezultata njihova vektorskog produkta?

Zadatak
Ako je W = —4,1V, koliko je V x W ?

Zadatak
Kad su vektori 7, 7v>, U=V xw komplanarni?




Vektorski produkt
oce
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o]

Moment sile definiran je kao vektorski produkt radijvektora i sile:
— ? i g . =

M =7 x F, a kutni moment mase m oko tocke je I = 7 x ?
gdje je ? = mV linearni momoment.

Zadatak

Koji odnos medu dvama vektorima je najlakse prepoznati iz
rezultata njihova vektorskog produkta?

Zadatak
Ako je W = —4,1V, koliko je V x W ?

Zadatak
Kad su vektori 7, 7v>, U=V xw komplanarni?

Dakle, ako V i W nisu kolinearni, {7,W,7 X W} je uvijek baza
prostora.
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Zadatak

Sto je krivo u formuli V. x W = v - w -sinp?

Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su distributivnosti
prema zbrajanju

Vx(W+W)=VxW+7V xT,
(V+W)x U =VxT+WxT,
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Zadatak

Sto je krivo u formuli V. x W = v - w -sinp?

Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su distributivnosti
prema zbrajanju

Vx(WH+d)=VxW+ 7V x,
(V+W)xT=VxT+WxT,

kvaziasocijativnost a(V x W) = (a V) x W,



Vektorski produkt
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Zadatak

Sto je krivo u formuli V. x W = v - w -sinp?

Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su distributivnosti
prema zbrajanju

Vx(W+W)=VxW+7V xT,
(V+W)xT=VxT+WxT,
kvaziasocijativnost a(V x W) = (aV) X W ortogonalnost

Vo (VxW)=0, (VxWw) W=0,



Vektorski produkt
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Zadatak

Sto je krivo u formuli V. x W = v - w -sinp?

Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su distributivnosti
prema zbrajanju

Vx(W+W)=VxW+7V xT,
(V+W)xT=VxT+WxT,
kvaziasocijativnost a(V x W) = (aV) X W ortogonalnost
Vo (VxwW)=0, (VxW) W=0,

i antikomutativhnost V x W = —w x V.
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Zadatak

Sto je krivo u formuli V. x W = v - w -sinp?

Karakteristi¢na svojstva vektorskog produkta su distributivnosti
prema zbrajanju

Vx(W+W)=VxW+7V xT,
(V+W)x U =VxT+WxT,
kvaziasocijativnost a(V x W) = (aV) X W ortogonalnost
V(VxW)=0, (VxW) W=
i antikomutativnost V x W = —w x V. Vrijedi i
Vx0=0xvV=0, VxvV=0,
(VxwW)xd=(V -d)w-—(w-1)V,
IV x WP =v?w?— (VW)



Vektorski produkt
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Kako dobiti koordinate vektora V x W ako su poznate koordinate
od V i W? Opéenito ¢e nam za to trebatl bazi {7, b , ¢}

tzv. recipro¢na (dualna) baza {3", s , T} (strpite se malo ;-)).
Za slutaj kad je {7, b , ¢} ortonormirana, vrijedi

Pjok
[x,y,z]x[x,y, 2] = [y’ —y'z, Xz—xZ', xy'—X'y] = | x y =z
Xy z

Vektorski produkt moZe posluZiti za ra¢unanje povrsina poligona iz
koordinata njihovih vrhova: Svaki poligon se moZe triangulirati
(rastaviti na trokute), a povrdina svakog trokuta jednaka je
polovici povrsine odgovarajuéeg paralelograma, tj. polovici iznosa
vektorskog produkta vektora koji odreduju dvije stranice trokuta.

Kolika je povrsina trokuta &iji vrhovi u nekom Kartezijevom
koordinatnom sustavu (s jedinicom duljine cm) imaju koordinate
(0,0,0), (4,2,—-1) i (3,6,4)?
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Znamo da je volumen piramide jednak trecini volumena prizme s
istom bazom i visinom.



Mje3oviti produkt
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Znamo da je volumen piramide jednak trecini volumena prizme s
istom bazom i visinom. Nadalje, svako uglato tijelo se moze
triangulirati, tj. rastaviti na tetraedre.
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Znamo da je volumen piramide jednak trecini volumena prizme s
istom bazom i visinom. Nadalje, svako uglato tijelo se moze
triangulirati, tj. rastaviti na tetraedre. Stoga, ako znamo iz
koordinata vrhova izraunati volumen paralelepipeda, znamo
izraunati volumen svakog uglatog tijela.

Operacija kojom dobivamo volumen paralelepipeda razapetog s tri
vektora o, V i W je, do na predznak, mjefoviti produkt tih
vektora: V = (7, V, W)|.

Definicija (Mje3oviti produkt)

Mjesoviti produkt triju vektora definiran je s:
(0, V,W)=1-(V x w).

Ako je (7,7,W) — 0, vektori o, V i W su komplanarni. Ako je
(7,7,73) > 0, vektori . V i W &ne tzv. desnu bazu, a u
suprotnom tzv. lijevu bazu. U svim standardnim situacijama
uzimaju se desne baze.
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Znamo da je volumen piramide jednak trecini volumena prizme s
istom bazom i visinom. Nadalje, svako uglato tijelo se moze
triangulirati, tj. rastaviti na tetraedre. Stoga, ako znamo iz
koordinata vrhova izraunati volumen paralelepipeda, znamo
izraunati volumen svakog uglatog tijela.

Operacija kojom dobivamo volumen paralelepipeda razapetog s tri
vektora o, V i W je, do na predznak, mjefoviti produkt tih
vektora: V = (7, V, W)|.

Definicija (Mje3oviti produkt)

Mjesoviti produkt triju vektora definiran je s:
(0, V,W)=1-(V x w).

Ako je (7,7,W) — 0, vektori o, V i W su komplanarni. Ako je
(7,7,73) > 0, vektori . V i W &ne tzv. desnu bazu, a u
suprotnom tzv. lijevu bazu. U svim standardnim situacijama
uzimaju se desne baze.




Mje3oviti produkt
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Vrijedi tzv. cikli¢ka invarijantnost:

(7, V, W)= (V,W,7)=(W,T,V).



Mje3oviti produkt
0®0

Vrijedi tzv. cikli¢ka invarijantnost:

(7, V, W)= (V,W,7)=(W,T,V).

Volumen jedini¢ne Celije je za sve kristalne sustave dan formulom

V=(3,5,¢)=73 (b x7?)

(za kristalografsku bazu se podrazumijeva da je desna).

Uocdimo:
o v= mje duljina duZine odredene vektorom v,
° |_7> X W)\ je povrsina paralelograma odredenog vektorima Vi
w,
@ a |(7,7,W)| je volumen paralelepipeda odredene vektorima
A2



Mje3oviti produkt
ooe

Zadatak

Magnezij kristalizira u heksagonskom kristalnom sustavu.
(a=b=321A c=521A a=p3=090° v=120°). Ako
uzmemo da je veza matemati¢kih s uobi¢ajenim kristalografskim
oznakama za heksagonski sustav dana s 7 1, Z) =3, koje
su koord/nate vektora @3 obzirom na { d, b ?} ? lzracunajte

(?17 a2, a 3)-

Opcenito se za ortonormiranu bazu mjeSoviti produkt vektora s
poznatim koordinatama o = [x,y, 2], V= X',y 2],
W = [x",y", 2"] ratuna formulom

X y z

=l
<
s
I
><\
&<\
N\



Recipro¢na baza
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Dualna (recipro¢na) baza

Kako opéenito izra¢unati vektorski produkt dvaju vektora zadanih
koordinatama, npr. [2,4,1] x [0, —1,2], ako baza nije
ortonormirana? Za to nam treba:

Definicija

_>
Za odabranu desnu bazu {7, b, ?} pripadna recipro¢na ili
dualna baza definirana je s

« 1 - 1 o AL —
i 7Vb x?,b 7V?X?’? 7V?X b.

Pritom je V = (7,?,?)




Recipro¢na baza
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Zadatak

Koliko iznosi @ * b 7 A b *. Z)




Recipro¢na baza
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Zadatak
Koliko iznosi @* b 7 A b* b
Vektori @7, b R imaju sljedeéa svojstva:

. F=b"b=C"7C=
Z* bh=F"C=b"F=b"C=C"F=C" b=

Zadatak
Ako je kristalografska baza ortogonalna, kakva je odgovarajuca

baza recipro¢nog prostora? A ako je ortonormirana?

=, = - = -
T Ky =T, Tk

)

}

) )

{



Recipro¢na baza
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U kristalografiji se direktna i recipro¢na baza u pravilu gledaju u
paru. Pritom prostor koordinatiziran kristalografskom bazom
nazivamo direktnim prostorom, a ako je koordinatiziran
recipronom, recipro&nim prostorom.

Izraéunajmo volumen V* jedini¢ne ¢elije u reciproénom prostoru:

Vi= 3. B x e =3 (? ) x(F x B)=
:%7*.((?.?@)7_(7.?@)?):
= d VA =TT =

%4

Primijetimo da smo tako dokazali i da ako je {? b, ¢} baza,
ondajei {@*, B , C*} baza.



[e]e]e] le]ele)
Recipro¢na baza reciprone baze je direktna (polazna) baza.

T Bk = V(@ x F) x (3 % B),

§to je kao malocas jednako % (? - d % b)
— -

Analogno se vidida je b** = b i =7,

U poglavlju o primjenama ponovno ¢emo se susresti s recipro¢nom

bazom, a sad ju iskoristimo za dobivajne opéih formula za
racunanje vektorskog i mjeSovitog produkta iz koordinata.

7 =7

<\<



Recipro¢na baza
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Recipro¢na baza i vektorski produkt

Uzmimo dva vektora V = [x,y, 2] i Zvi = [x',y’, Z'] &je koordinate
su dane s obzirom ni)istu bazu {7, b,?}_.}Tada je
VXW=xad4+yb+zd)x(XT+y b+27).



Recipro¢na baza
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Recipro¢na baza i vektorski produkt

Uzmimo dva vektora V = [x,y,z] i W = [, y/, 7] &je koordinate
su dane s obzirom na istu bazu {7,?,?} Tada je

VXW= (x?—i—y?—i—z?) x (X3 —i—y/? +77).

Iz svojstava vektorskog produkta dobijemo

VW =(2x—y'x)exd+(x/'—x'y) T ><Z>—|—(yz/—y/z)g> xC.



Recipro¢na baza
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— —
Po definiciji reciprotne baze je Ixb=V?* bx<¢=Va"
¢ x 3 =Vb* te smo dobili op¢u formulu za radunanje
vektorskog produkta iz koordinata:

— .
VxW=V((yZ —y2)3*+(zx' = 2Zx) b+ (xy — x'y)T*) =

Il
<
X x wl
*
<< ol
*
N\NQ\L
*

~



Recipro¢na baza
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Po definiciji reciprotne baze je Ixb=V?* bx<¢=Va"
¢ x 3 =Vb* te smo dobili op¢u formulu za radunanje
vektorskog produkta iz koordinata:

— .
VxW=V((yZ —y2)3*+(zx' = 2Zx) b+ (xy — x'y)T*) =

7 b
X y

:\/ z

~

x Yy oz
- -
Primijetimo da u slutaju {3, b, ¢} = {7,7 k} imamo V =1

pa je gornja formula samo poopcenje standardne.

)
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Recipro¢na baza i mjeSoviti produkt

Neka susad 7 = [x,y,z], V = [x,y, 2] i W = [x",y", 2"
vektori s koordinatama danim s obzirom na istu bazu {@, b, ¢ }.
Ra¢unamo:

U VxwW = 7-V((yz’—y’z)?*—i—(zx’—y'x)?*%—(xy’—x’y)?*) =
= V(X?—i—y?—l—z?)-((yz'—y'z)?*—l—(zx'—y'x)?*—{—(xy'—x'y)?*) =

= V(x(yz —y'z) + y(2x' — y'x) + z(xy" = X'y)),
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Recipro¢na baza i mjeSoviti produkt

Neka susad 7 = [x,y,z], V = [x,y, 2] i W = [x",y", 2"
vektori s koordinatama danim s obzirom na istu bazu {@, b, ¢ }.
Ra¢unamo:

U VxwW = 7‘V((yz’—y’z)?*—i—(zx’—y'x)?*%—(xy’—x’y)?*) =

= V(X?—i—y?—l—z?)-((yz'—y'z)?*—l—(zx'—y'x)?*—{—(xy'—x'y)?*) =
= V(x(yz' —y'z) + y(2X = y'x) + z(xy' = X'y)),

tj. dobili smo opéu formulu za raunanje mjesovitog produkta iz
koordinata
X y z
U-Vxw=V|x y 72

X// y// Z//
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