Primjene klasi¢ne algebre vektora i analiticke
geometrija prostora u kristalografiji

Franka Miriam Briickler




Kristalografske koordinate

Podsjetimo se: Kristalografska baza je desna baza prostora, zadana
svojim parametrima a, b, ¢, «, [3, 7y; uz odabir ishodi$ta ona
odreduje kristalografski koordinatni sustav. Bazni vektori razapinju
paralelepiped koji se naziva jedini¢nom celijom i njegov volumen se
oznatava s V.1

Zadatak

Koje su koordinate sredista jedini¢ne Celije? Ovisi li Vas odgovor o
kristalografskim parametrima?

! Jedini¢na éelija se sastoji od totaka &ije su sve koordinate izmedu 0= 1.



Kristalografske koordinate

Podsjetimo se: Kristalografska baza je desna baza prostora, zadana
svojim parametrima a, b, ¢, «, [3, 7y; uz odabir ishodi$ta ona
odreduje kristalografski koordinatni sustav. Bazni vektori razapinju
paralelepiped koji se naziva jedini¢nom celijom i njegov volumen se
oznafava s V.1

Zadatak

Koje su koordinate sredista jedini¢ne Celije? Ovisi li Vas odgovor o
kristalografskim parametrima? Uvijek (1, %, %)

Zadatak

Mineral malahit kristalizira u monoklinskom sustavu, a = 9,502 A,
b= 11,97&) A c= 3,2i0 A a= v =90°, 8 =98,75°. Izradunajte
x4, b-Cid-bx7.
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! Jedini¢na Celija se sastoji od totaka &ije su sve koordinate izmedu 0 1.



Kristalografske koordinate

Podsjetimo se: Kristalografska baza je desna baza prostora, zadana
svojim parametrima a, b, ¢, «, [3, 7y; uz odabir ishodi$ta ona
odreduje kristalografski koordinatni sustav. Bazni vektori razapinju
paralelepiped koji se naziva jedini¢nom celijom i njegov volumen se
oznafava s V.1

Zadatak

Koje su koordinate sredista jedini¢ne Celije? Ovisi li Vas odgovor o

kristalografskim parametrima? Uvijek (§ %, %)

Zadatak

Mineral malahit kristalizira u monoklinskom sustavu, a = 9,502 A,
b=11 974 A c=3, 240 A a=~v=90° 3=098 7_5}0 Izracunajte
7 x ? b <id- b x¢. Rezultatl su redom 0, 38,80 pm?
364,3 pm3>.

! Jedini¢na Celija se sastoji od totaka &ije su sve koordinate izmedu 0 1.
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MreZne ravnine

(Primitivna, direktna) reSetka je skup svih to¢aka prostora koje u
(kristalografskom) koordinatnom sustavu imaju cjelobrojne
koordinate. Recipro¢na resetka: Analogno, ali u reciproénom
sustavu.



MreZne ravnine

(Primitivna, direktna) reSetka je skup svih to¢aka prostora koje u
(kristalografskom) koordinatnom sustavu imaju cjelobrojne
koordinate. Recipro¢na resetka: Analogno, ali u reciproénom
sustavu.

MreZne ravnine su ravnine koje prolaze kroz tri (i stoga beskona¢no
mnogo) totaka direktne resetke (ali ne kroz ishodiste). Pritom se
medusobno paralelne mreZne ravnine smatraju ekvivalentnim (u
smislu rasta kristala) ukoliko se nalaze s iste strane ishodista.



MreZne ravnine

(Primitivna, direktna) reSetka je skup svih to¢aka prostora koje u
(kristalografskom) koordinatnom sustavu imaju cjelobrojne
koordinate. Recipro¢na resetka: Analogno, ali u reciproénom
sustavu.

MreZne ravnine su ravnine koje prolaze kroz tri (i stoga beskona¢no
mnogo) totaka direktne resetke (ali ne kroz ishodiste). Pritom se
medusobno paralelne mreZne ravnine smatraju ekvivalentnim (u
smislu rasta kristala) ukoliko se nalaze s iste strane ishodista.
Stoga u jednadZbama mreZnih ravnina slobodni €lan nije
relevantan, a koeficijenti uz koordinate su nam relevantni do na
proporcionalnost s pozitivnim koeficijentom proporcionalnosti.



MreZne ravnine

(Primitivna, direktna) reSetka je skup svih to¢aka prostora koje u
(kristalografskom) koordinatnom sustavu imaju cjelobrojne
koordinate. Recipro¢na resetka: Analogno, ali u reciproénom
sustavu.

MreZne ravnine su ravnine koje prolaze kroz tri (i stoga beskona¢no
mnogo) totaka direktne resetke (ali ne kroz ishodiste). Pritom se
medusobno paralelne mreZne ravnine smatraju ekvivalentnim (u
smislu rasta kristala) ukoliko se nalaze s iste strane ishodista.
Stoga u jednadZbama mreZnih ravnina slobodni €lan nije
relevantan, a koeficijenti uz koordinate su nam relevantni do na
proporcionalnost s pozitivnim koeficijentom proporcionalnosti.

Zadatak

Odredite jednadZbe svih mreZnih ravnina po smjeru ekvivalentnih
ravnini kroz to¢ke resetke (1,2,10), (25,0,0) i (0,0, 10).




MreZne ravnine

(Primitivna, direktna) reSetka je skup svih to¢aka prostora koje u
(kristalografskom) koordinatnom sustavu imaju cjelobrojne
koordinate. Recipro¢na resetka: Analogno, ali u reciproénom
sustavu.

MreZne ravnine su ravnine koje prolaze kroz tri (i stoga beskona¢no
mnogo) totaka direktne resetke (ali ne kroz ishodiste). Pritom se
medusobno paralelne mreZne ravnine smatraju ekvivalentnim (u
smislu rasta kristala) ukoliko se nalaze s iste strane ishodista.
Stoga u jednadZbama mreZnih ravnina slobodni €lan nije
relevantan, a koeficijenti uz koordinate su nam relevantni do na
proporcionalnost s pozitivnim koeficijentom proporcionalnosti.

Zadatak

Odredite jednadZbe svih mreZnih ravnina po smjeru ekvivalentnih
ravnini kroz to¢ke resetke (1,2,10), (25,0,0) i (0,0, 10).
2x —y+bz=D e N.




Millerovi indeksi

Svaka mreZna ravnina ima jednadzbu oblika Ax + By + Cz = D u
kojoj su A, B, C i D cijeli brojevi. Pritom ne gledamo ravnine
danog smjera koje prolaze kroz ishodite, dakle je uvijek D £ 0.
Smjer mreZnih ravnina je potpuno odreden vektorom normale

T =[A, B, C]* (ili s A[A, B, C]*, gdje je A > 0 jer ne Zelimo
mijenjati stranu s koje se u odnosu na ishodiste nalazi promatrani
smjer).



Millerovi indeksi

Svaka mreZna ravnina ima jednadzbu oblika Ax + By + Cz = D u
kojoj su A, B, C i D cijeli brojevi. Pritom ne gledamo ravnine
danog smjera koje prolaze kroz ishodite, dakle je uvijek D £ 0.
Smjer mreZnih ravnina je potpuno odreden vektorom normale

T =[A, B, C]* (ili s A[A, B, C]*, gdje je A > 0 jer ne Zelimo
mijenjati stranu s koje se u odnosu na ishodiste nalazi promatrani
smjer).

Definicija

Ako su koeficijenti A, B i C maksimalno skraéeni (poz. brojem),
nazivamo ih Millerovim indeksima promatranog smjera i
oznatavamo s (hkl).?

“Negativni Millerovi indeksi ozna&avaju se natcrtavanjem umjesto predznaka
minus: 1= —1.
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MreZne ravnine iz prethodnog zadatka imaju Millerove indekse
(215)




MreZne ravnine iz prethodnog zadatka imaju Millerove indekse
(215)

Zadatak
Kakve ravnine opisuju Millerovi indeksi (hk0)? A (010)?




MreZne ravnine iz prethodnog zadatka imaju Millerove indekse
(215)

Zadatak
Kakve ravnine opisuju Millerovi indeksi (hk0)? A (010)7

Ako su Millerovi indeksi promatranog smjera (hk/), odgovarajudi
vektor normale je * = [h, k, I]*, a ako je neki Millerov indeks
jednak 0 to znadi paralelnost ravnina tog smjera s odgovaraju¢om
koordinatnom osi.



MreZne ravnine iz prethodnog zadatka imaju Millerove indekse
(215)

Zadatak
Kakve ravnine opisuju Millerovi indeksi (hk0)? A (010)?

Ako su Millerovi indeksi promatranog smjera (hk/), odgovarajudi
vektor normale je * = [h, k, I]*, a ako je neki Millerov indeks
jednak 0 to znadi paralelnost ravnina tog smjera s odgovaraju¢om
koordinatnom osi.

Za smjer (hkl) kao reprezentativnu mozemo uzeti bilo koju ravninu

hx+ky+Ilz=DeN

Za D =1 dobijemo ravninu smjera (hk/) najblizu ishodi¥tu. No,
ona ne mora koordinatne osi sjeti u totkama resetke (zapravo, to
nece nikad biti slu¢aj osim ako su h, k,/ = £1),



Ravnina 2x + 3y — z = 1 koordinatne osi sijeCe redom u to¢kama
P =(3,0,0), @ =(0,3,0), R=(0,0,—1), od njih je samo R
toc¢ka resetke. Koja ravnina istog smjera je najbliza ishodistu medu
onima koje sve tri osi sijeku u tockama reSetke?




Ravnina 2x + 3y — z = 1 koordinatne osi sijeCe redom u to¢kama
P =(3,0,0), @ =(0,3,0), R=(0,0,—1), od njih je samo R
toc¢ka resetke. Koja ravnina istog smjera je najbliza ishodistu medu
onima koje sve tri osi sijeku u to¢kama reSetke? To je

2x+3y —z=6.

Ako je v najmanji pozitivni zajednicki viSekratnik Millerovih indeksa,
jednadzba hx + ky + | z = v predstavlja ravninu smjera (hk/) koja je
najbliZa ishodistu, a da pritom nijednu os ne sijee u tocki koja nije tocka
reSetke.



Ravnina 2x + 3y — z = 1 koordinatne osi sijeCe redom u to¢kama
P =(3,0,0), @ =(0,3,0), R=(0,0,—1), od njih je samo R
toc¢ka resetke. Koja ravnina istog smjera je najbliza ishodistu medu
onima koje sve tri osi sijeku u to¢kama reSetke? To je

2x+3y —z=6.

Ako je v najmanji pozitivni zajednicki viSekratnik Millerovih indeksa,
jednadzba hx + ky + | z = v predstavlja ravninu smjera (hk/) koja je
najbliZa ishodistu, a da pritom nijednu os ne sijee u tocki koja nije tocka
reSetke.

Napomena

Kad smo ve¢ kod odsjecaka: Ravnina 2x + 3y — z = 6 ima segmentni
oblik % 5

S QNN

37276
Stvarni iznosi odsjeaka su 3a, 2b, 6¢. Razmjer 3a : 2b : 6¢ naziva se
WeiBovim parametrima smjera (231).

™ = = =



MedumreZni razmak

Razmak medu susjednim mreZnim ravninama istog smjera (hk/)
naziva se medumreznim razmakom dpy tog smjera. On je jednak
udaljenosti ishodista do njemu najblize mreZne ravnine
promatranog smjera, dakle do ravnine hx + ky + Iz = 1.



MedumreZni razmak

Razmak medu susjednim mreZnim ravninama istog smjera (hk/)
naziva se medumreznim razmakom dpy tog smjera. On je jednak
udaljenosti ishodista do njemu najblize mreZne ravnine
promatranog smjera, dakle do ravnine hx + ky + Iz = 1.

Stoga je dp = |OQ)| ako je Q projekcija O na ravninu.




Odsje&ci ravnine hx + ky 4+ Iz = 1 na osima, ako postoje, su redom

%, % und % Ako su odgovarajuéa probodista oznacenas M, Ni P

imamo 1 ) )
— —



Odsje&ci ravnine hx + ky 4+ Iz = 1 na osima, ako postoje, su redom
%, % und % Ako su odgovarajuéa probodista oznatena s M, N i P

imamo — 1 — 1 1

Nadalje, znamo: ZOQM = ZOQN = ZOQP = 90°, ZNOP = «,
ZMOP = 3, ZMON = ~. Ako ravnina sije€e sve tri osi,
medumreZni razmak je visina dpx = |OQ| piramide OMNP.



Odsje&ci ravnine hx + ky 4+ Iz = 1 na osima, ako postoje, su redom
%, % und % Ako su odgovarajuéa probodista oznatena s M, N i P

imamo — 1 — 1 1

Nadalje, znamo: ZOQM = ZOQN = ZOQP = 90°, ZNOP = «,
ZMOP = 3, ZMON = ~. Ako ravnina sije€e sve tri osi,
medumreZni razmak je visina dpx = |OQ| piramide OMNP. Njezin

je volumen
*10' FQ p = VO p = 710M ONXOﬁ = 71 74
3 hkl MN MN 3 3|hk” )

dakle
%

h,k,/#ojdhk/:m.



Zadatak

Uzmimo kristalografsku bazu iz drugog zadatka u ovoj prezentaciji.
Odredite medumreZni razmak za smjer ravnina odreden u trecem
zadatku.




Zadatak

Uzmimo kristalografsku bazu iz drugog zadatka u ovoj prezentaciji.
Odredite medumreZni razmak za smjer ravnina odreden u trecem
zadatku.

1 1
Ox—y+bz=1= M= (2,o,o> N =(0,-1,0),P = <o,0,5> =



Zadatak

Uzmimo kristalografsku bazu iz drugog zadatka u ovoj prezentaciji.
Odredite medumreZni razmak za smjer ravnina odreden u trecem
zadatku.

1 1
Ox—y+bz=1= M= (2,o,o> N =(0,-1,0),P = <o,0,5> =

|OM| = fa_4751A|ON|_b_11974A|OP| fc_0648A



Kosinusov poutak za trokute AOMN i AONP se svodi na
Pitagorin pa je [MN| = 12,8821... A i |[NP| =11,9915... A.
Za AOMP primijenimo opéi kosiunusov poucak:

INP| = \/|OM[2 + |OP|> —2|OM| - |OP| - cos 3 = 4843577 .... A.



Kosinusov poutak za trokute AOMN i AONP se svodi na
Pitagorin pa je [MN| = 12,8821... A i |[NP| =11,9915... A.
Za AOMP primijenimo opéi kosiunusov poucak:

INP| = \/|OM[2 + |OP|> —2|OM| - |OP| - cos 3 = 4843577 .... A.

Heronova formula daje
Pamne = 29,039... A%

Stoga je
%

=1,255A.
10PA MNP

d2i5 =



Ortogonalni sustavi

Ako je koordinatni sustav ortogonalan, lako se izvodi sljedeca
formula za medumreZni razmak u ortogonalnim sustavima

1 R k22

=t 5t
2
d?, & b2

Ona vrijedi za sve h, k, I.

Zadatak

Neka je tetragonska jedini¢na Celija zadana parametrima a = 4,820
A c=6,288 A a=p=vy=090° Koliki je medumreZni razmak
ravnina koje imaju isti smjer kao i ravnina koja koordinatne osi
sije¢e u totkama (—2,0,0), (0,3,0) i paralelna je sa z-osi?




Oc¢igledno u ortogonalnim sustavima vrijedi digo = a, doio = b,
doo1 = c.

Neka je h jedna visina jedini¢ne Celije, npr. ona koju ima mo ako
paralelogram odreden s 3) i b gledamo kao osnovicu. Tada je
h=dy1iV=nh- \7>< b | pa imamo
— 1
=— . |dxb|l=2=—"1.
V | | h doo1
Iz definicije recipro¢ne baze i vektorskog produkta sad slijedi

1 4

door=—F = —F——
c* absiny

i analogno
1 % 1 %

dwo=—=7—"""—", dio=7=—""">
a* bcsina’ b* acsinf3



Temeljni zakon recipro¢ne resetke

Neka je M probodiéte ravnine hx + ky + Iz = 1 s x-osi:?

M= (%,0,0).
Ozna&imo |i*| vektora i* = [h, k, [[* s N

2Ako ga nema, uzmemo sjeciste s jednom od druge dvije koordinatne osi.
3Podsje¢amo: Jedinice iznosa u recipro€nom prostoru su reciprone
jedinicama u direktnom prostoru.



Temeljni zakon recipro¢ne resetke

Neka je M probodiste ravnine hx + ky + Iz = 1 s x-osi:?

M= (%,0,0).
Ozna&imo |i*| vektora i* = [h, k, [[* s N
Iznos dpys jednaka je duljini ortogonalne projekcije OM na vektor
i3
Lo |omdt| deht0-k+0er 1
hkl = = = )
Nhki Nhki Nhki

tj. dokazali smo

Teorem (Temeljni zakon recipro&ne resetke)

dhit Nt = 1.

2Ako ga nema, uzmemo sjeciste s jednom od druge dvije koordinatne osi.
3Podsje¢amo: Jedinice iznosa u recipro&nom prostoru su reciprone
jedinicama u direktnom prostoru.



Zadatak

Odredite kut ¢ izmedu y-osi i normale smjera (123) ako je a = 100
A b=150A c=180 A, a = B =~ =290°. Imamo prvo
n=[1,2,3]*, a smjer y-osi je b=[0,1,0] pa je

[1,2,3]-0,1,0] _ 2dip3 Detog

_ _ ~ 0nqql
cos p = A b b = (p = acos ~ 55°33".




Zadatak

Odredite kut ¢ izmedu y-osi i normale smjera (123) ako je a = 100
A b=150A c=180 A, a = B =~ =290°. Imamo prvo
n=[1,2,3]*, a smjer y-osi je b=[0,1,0] pa je

[1,2,3]-0,1,0] _ 2dip3 Detog

_ ~ 0qq/
17T b b = ( = acos ~ 55°33".

cos p =

Zadatak

Neka je kristalografska baza zadana s a= b = ¢ = 100 pm,
a=v=90° B =060° [zralunajte kut i) kojeg zatvaraju normale
smjera (501) s x-osi?




Zadatak

Odredite kut ¢ izmedu y-osi i normale smjera (123) ako je a = 100
A b=150A c=180 A, a = B =~ =290°. Imamo prvo
n=[1,2,3]*, a smjer y-osi je b=[0,1,0] pa je

[1,2,3]-0,1,0] _ 2dip3 Detog

_ ~ 0qq/
17T b b = ( = acos ~ 55°33".

cos p =

Zadatak

Neka je kristalografska baza zadana s a= b = ¢ = 100 pm,
a=v=90° B =060° [zralunajte kut i) kojeg zatvaraju normale
smjera (501) s x-osi?

50,1 [1,0,0] 5 5 .
Nso1 - a aNso1  a,/[5,0,1]* - [5,0, 1]*

cos 1y =




[5,0,1]* - [5,0,1]* = 25(a*)? + 10a*c* cos 5* + (c*)> = #

) bcsina absiny 2
V=abcsinB,a* = ,cf = =3t =c"="—_;
’ v v a3




[5,0,1]* - [5,0,1]* = 25(a*)? + 10a*c* cos 5* + (c*)> = #

_ bcsina *_absinyja* N 2

V=abcsinB,a* = ¢t = =c'=—;
p % % a3

., a7 v? 1 — -
cos 5 = a* c* 7ab2csinasin’ym(b><?).(?xb)i
| N B N e
= 3 (bx(bxc))—?a-«b-c)b—(b b)c)_—5



[5,0,1]* - [5,0, 1]* = 25(a*)? + 10a*c* cos B* + (c*)* = #

bcsma absiny 2
V=abcsing,a" = L :
’ 4 4 a3

EARNA V2 1 — —

cosp a* c* ab’csinasiny V2( x €)-(dxb)
1, -, 1., > Nz (7 A\ L
(5262 0) - 3 (5.5 (55)9) -]

104 40 1 84 2V7

=53 " a23° 5~ 33 = ~ 19°6'24"
=4 332 322 2 332:>N501 a = ¢~ 19%



