9. tjedan nastave: Limesi, asimptote i neprekidnost.
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Uvod u limese
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Simbol limesa

Il
~

sto radi nezavisna . .
koja zavisna varijabla

varijabla? - svijet o |
nas zanimal
domene

svijet kodomene

Sto je x blizi ¢ (u domeni), to je f(x) blizi L (kodomeni).
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Uvod u limese

Sto je mnoZina tvari bliza 1 molu, to je njena masa bliza njenoj
molarnoj masi:

lim m= M.
n—1mol
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Uvod u limese

Sto je mnoZina tvari bliza 1 molu, to je njena masa bliza njenoj
molarnoj masi:

lim m= M.
n—1mol

Tijekom kemijske reakcija koncentracija ¢ svakog njezinog produkta
neCe neogranieno rasti, nego Ce se s (neograniteno rastucim)
vremenom sve vise pribliZzavati nekoj ravnoteznoj vrijednosti c:

lim ¢ = cx.
t—o00
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Uvod u limese

Sto je mnoZina tvari bliza 1 molu, to je njena masa bliza njenoj
molarnoj masi:

lim m= M.
n—1mol

Tijekom kemijske reakcija koncentracija ¢ svakog njezinog produkta
neCe neogranieno rasti, nego Ce se s (neograniteno rastucim)
vremenom sve vise pribliZzavati nekoj ravnoteznoj vrijednosti c:

lim ¢ = cx.
t—o00

Sto je volumen idealnog plina blizi nuli (i pozitivan je), to je tlak
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Uvod u limese

Sto je mnoZina tvari bliza 1 molu, to je njena masa bliza njenoj
molarnoj masi:

lim m= M.
n—1mol

Tijekom kemijske reakcija koncentracija ¢ svakog njezinog produkta
neCe neogranieno rasti, nego Ce se s (neograniteno rastucim)
vremenom sve vise pribliZzavati nekoj ravnoteznoj vrijednosti c:
lim ¢ = cx.
t—o0
Sto je volumen idealnog plina blizi nuli (i pozitivan je), to je tlak
ve¢i. MoZemo li ograniciti koliko velik tlak moZemo dobiti
smanjivanjem volumena, uz pretpostavku da moZemo volumen
uéiniti proizvoljno malim?
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Uvod u limese

Sto je mnoZina tvari bliza 1 molu, to je njena masa bliza njenoj
molarnoj masi:

lim m= M.
n—1mol

Tijekom kemijske reakcija koncentracija ¢ svakog njezinog produkta
neCe neogranieno rasti, nego Ce se s (neograniteno rastucim)
vremenom sve vise pribliZzavati nekoj ravnoteznoj vrijednosti c:

lim ¢ = cx.

t—o0
Sto je volumen idealnog plina blizi nuli (i pozitivan je), to je tlak
ve¢i. MoZemo li ograniciti koliko velik tlak moZemo dobiti
smanjivanjem volumena, uz pretpostavku da moZemo volumen
uéiniti proizvoljno malim?

nRT

lim = 400.
v—o+ V
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Prava definicija derivacije

Kako smo , definirali” derivaciju funkcije f u nekoj tocki ¢ njezine
domene?


https://youtube.com/shorts/eE4IGCAzmqA?si=emX5rVUo2tsMzKfc
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Prava definicija derivacije

Kako smo , definirali” derivaciju funkcije f u nekoj tocki ¢ njezine
domene? Sekanta je pravac koji prolazi dvjema to¢kama krivulje.
Kako glase koordinate dviju toaka na grafu, od kojih jedna ima
apscisu ¢, a druga x? Koji je koeficijent smjera k te sekante?


https://youtube.com/shorts/eE4IGCAzmqA?si=emX5rVUo2tsMzKfc
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Prava definicija derivacije

Kako smo , definirali” derivaciju funkcije f u nekoj tocki ¢ njezine
domene? Sekanta je pravac koji prolazi dvjema to¢kama krivulje.
Kako glase koordinate dviju toaka na grafu, od kojih jedna ima
apscisu ¢, a druga x? Koji je koeficijent smjera k te sekante?

00— f(©)
X—c

Sto je drugo sjeciste sekante s krivuljom blize totki u kojoj trazimo

tangentu, to ¢e sekanta biti bliza tome da , postane” tangenta,

odnosno koeficijent k smjera sekante bit ¢e to bliZi koeficijentu

f'(c) smjera tangente $to je druga totka bliza prvoj (3to je x bliZi

c):

animacija


https://youtube.com/shorts/eE4IGCAzmqA?si=emX5rVUo2tsMzKfc
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Prava definicija derivacije

Kako smo , definirali” derivaciju funkcije f u nekoj tocki ¢ njezine
domene? Sekanta je pravac koji prolazi dvjema to¢kama krivulje.
Kako glase koordinate dviju toaka na grafu, od kojih jedna ima
apscisu ¢, a druga x? Koji je koeficijent smjera k te sekante?

00— f(©)

X—c

Sto je drugo sjeciste sekante s krivuljom blize totki u kojoj trazimo
tangentu, to ¢e sekanta biti bliza tome da , postane” tangenta,
odnosno koeficijent k smjera sekante bit ¢e to bliZi koeficijentu
f'(c) smjera tangente $to je druga totka bliza prvoj (3to je x bliZi
c):

animacija

X—sC X —C


https://youtube.com/shorts/eE4IGCAzmqA?si=emX5rVUo2tsMzKfc
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/Zadatak

Simboli¢ki zapiSite sljedeca svojstva:
(1) &to je varijabla bliza 1, to je vrijednost funkcije bliza 3;
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/Zadatak

Simboli¢ki zapiSite sljedeca svojstva:
(1) &to je varijabla bliza 1, to je vrijednost funkcije bliza 3; Iim1 f(x)=3.
X—

(2) &to je varijabla manja (negativnija), to je vrijednost funkcije bliza —2;
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/Zadatak

Simboli¢ki zapiSite sljedeca svojstva:
(1) &to je varijabla bliza 1, to je vrijednost funkcije bliza 3; Iim1 f(x)=3.
X—
(2) &to je varijabla manja (negativnija), to je vrijednost funkcije bliza —2;
lim f(x) = —2.

X—r— 00
(3) &to je varijabla bliza —1, to je vrijednost manja i postaje
neograni¢eno mala;
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/Zadatak

Simboli¢ki zapiSite sljedeca svojstva:
(1) &to je varijabla bliza 1, to je vrijednost funkcije bliza 3; Iim1 f(x)=3.
X—

(2) &to je varijabla manja (negativnija), to je vrijednost funkcije bliza —2;

lim f(x) = —2.
X—r— 00
(3) &to je varijabla bliza —1, to je vrijednost manja i postaje
neograni¢eno mala; Iim1 f(x) = —o0.
X——

(4) sto je varijabla bliza 0 i pritom negativna, to je vrijednost funkcije
bliza 0, a Sto je varijabla bliza 0 i pritom pozitivna, to je vrijednost
funkcije bliza 1;



Uvod u limese
[e]e]e] lelele]e]

/Zadatak

Simboli¢ki zapiSite sljedeca svojstva:
(1) &to je varijabla bliza 1, to je vrijednost funkcije bliza 3; Iim1 f(x)=3.
X—

(2) &to je varijabla manja (negativnija), to je vrijednost funkcije bliza —2;

lim f(x) = —2.
X—r— 00
(3) &to je varijabla bliza —1, to je vrijednost manja i postaje
neograni¢eno mala; Iim1 f(x) = —o0.
X——

(4) sto je varijabla bliza 0 i pritom negativna, to je vrijednost funkcije
bliza 0, a Sto je varijabla bliza 0 i pritom pozitivna, to je vrijednost
funkcije bliza 1; lim f(x) =0, lim f(x)=1.

x—0— x—0+
(5) %to je varijabla bliza 2, to je vrijednost funkcije bliza 0, ali funkcija
nije definirana u 2;
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Zadatak

Simboli¢ki zapiSite sljedeca svojstva:
(1) &to je varijabla bliza 1, to je vrijednost funkcije bliza 3; Iim1 f(x)=3.
X—

(2) &to je varijabla manja (negativnija), to je vrijednost funkcije bliza —2;

lim f(x) = —2.
X—r— 00
(3) &to je varijabla bliza —1, to je vrijednost manja i postaje
neograni¢eno mala; Iim1 f(x) = —o0.
X——

(4) sto je varijabla bliza 0 i pritom negativna, to je vrijednost funkcije
bliza 0, a Sto je varijabla bliza 0 i pritom pozitivna, to je vrijednost
funkcije bliza 1; lim f(x) =0, lim f(x)=1.

x—0— x—0+

(5) %to je varijabla bliza 2, to je vrijednost funkcije bliza 0, ali funkcija
nije definirana u 2; Iim2 f(x)=0,2¢ Ds.

X—
(6) %to je varijabla bliza —2, to je vrijednost funkcije bliza 1, funkcija je
definirana u —2 i vrijednost funkcije u —2 je 0.



Uvod u limese
000@0000

Zadatak

Simboli¢ki zapiSite sljedeca svojstva:
(1) &to je varijabla bliza 1, to je vrijednost funkcije bliza 3; Iim1 f(x)=3.
X—

(2) &to je varijabla manja (negativnija), to je vrijednost funkcije bliza —2;

lim f(x) = —2.
X—r— 00
(3) &to je varijabla bliza —1, to je vrijednost manja i postaje
neograni¢eno mala; Iim1 f(x) = —o0.
X——

(4) sto je varijabla bliza 0 i pritom negativna, to je vrijednost funkcije
bliza 0, a Sto je varijabla bliza 0 i pritom pozitivna, to je vrijednost
funkcije bliza 1; lim f(x) =0, lim f(x)=1.
x—0— x—0+
(5) %to je varijabla bliza 2, to je vrijednost funkcije bliza 0, ali funkcija
nije definirana u 2; Iim2 f(x)=0,2¢ Ds.
X—
(6) %to je varijabla bliza —2, to je vrijednost funkcije bliza 1, funkcija je
definirana u —2 i vrijednost funkcije u —2 je 0. Iimzf(x) =1,
X——
f(-=2) =0.
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Skicirajte graf funkcije sa svojstvima Iim1 f(x) =3,
X—
lim f(x)=-2, lim f(x)=—o0, lim f(x)=0,
x——1 x—0—

X——00
i F(x) =1, lim f(x) =0, 2 ¢ Dy, lim_f(x) =1, f(~2) =0.
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Skicirajte graf funkcije sa svojstvima Iim1 f(x) =3,
X—
lim f(x)=-2, lim f(x)=—o0, lim f(x)=0,
x——1 x—0—

X——00
i F(x) =1, lim f(x) =0, 2 ¢ Dy, lim_f(x) =1, f(~2) =0.
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[e]e]e]ele] lele)

Jo$ jedan zadatak

Sto biste rekli o Ii_r}n f(x)akozac=—-4,¢c=0,c=2,¢c=7 ako
X—C
je graf funkcije f prikazan donjom slikom:

¥




Uvod u limese

[e]e]e]ele] lele)

Jo$ jedan zadatak

Sto biste rekli o Ii_r}n f(x)akozac=—-4,¢c=0,c=2,¢c=7 ako
X—C
je graf funkcije f prikazan donjom slikom:

¥




Uvod u limese
00000000

Kako biste racunski provjerili iznos IimO x*7
X—>
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Kako biste racunski provjerili iznos IimO x*7
X—>

X xnax
1 1
0,5 0,707107
0,25 0,707107
0,125 0,771105
0,0625 0,840896
0,03125 0,897355
0,015625 0,037084
0,0078125 0,962803
0,00330625 0,978572
0,001953125  0,98789
0,000976563 0,993254
0,000488281 0,996284
0,000244141 0,997971
0,00012207 0,998901
6,10352E-05 0,999408
3,05176E-05 0,999683
1,52588E-05 0,099831
7,62939E-06  0,99991
3,8147E-06 0,999952
1,90735E-06 0,399975
9,53674E-07 0,999987
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Limes lim f(x) opisuje pona3anje funkcije f u blizini c¢. Pritom ¢
X—C
moZe biti
e realan broj (u tom slu€aju f ne mora biti definirana u ¢, ali
mora biti definirana na nekoj uniji intervala oblika
(a,c) U {c, b)) ili
@ ¢ = Fo00, pod ¢ime se misli da varijabla x postaje proizvoljno
velika, odnosno mala (naravno, uz uvjet da je f definirana za
sve takve varijable).



Uvod u limese
0000000@

Limes lim f(x) opisuje pona3anje funkcije f u blizini c¢. Pritom ¢
X—C
moZe biti
e realan broj (u tom slu€aju f ne mora biti definirana u ¢, ali
mora biti definirana na nekoj uniji intervala oblika
(a,c) U {c, b)) ili
@ ¢ = Fo00, pod ¢ime se misli da varijabla x postaje proizvoljno
velika, odnosno mala (naravno, uz uvjet da je f definirana za
sve takve varijable).

Par pitanja
Ima li smisla govoriti o Iimo f(x) kad je domena od f jednaka
X—

[1,2]?
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Limes lim f(x) opisuje pona3anje funkcije f u blizini c¢. Pritom ¢
X—C
moZe biti
e realan broj (u tom slu€aju f ne mora biti definirana u ¢, ali
mora biti definirana na nekoj uniji intervala oblika
(a,c) U {c, b)) ili
@ ¢ = Fo00, pod ¢ime se misli da varijabla x postaje proizvoljno
velika, odnosno mala (naravno, uz uvjet da je f definirana za
sve takve varijable).

Par pitanja

Ima li smisla govoriti o Iimo f(x) kad je domena od f jednaka
X—
[1,2]? A ako je domena (—1,0) U (0,5)7
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Limes lim f(x) opisuje pona3anje funkcije f u blizini c¢. Pritom ¢
X—C
moZe biti
e realan broj (u tom slu€aju f ne mora biti definirana u ¢, ali
mora biti definirana na nekoj uniji intervala oblika
(a,c) U {c, b)) ili
@ ¢ = Fo00, pod ¢ime se misli da varijabla x postaje proizvoljno
velika, odnosno mala (naravno, uz uvjet da je f definirana za
sve takve varijable).

Par pitanja

Ima li smisla govoriti o Iimo f(x) kad je domena od f jednaka
X—

[1,2]? A ako je domena (—1,0) U (0,5)? A ima li smisla govoriti o

lim Inx?
X——00
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Limesi funkcija u konaénosti

Neformalna definicija limesa u c € R

Neka je c € R i f definirana na nekom intervalu oko ¢, osim
mozda u samoj tocki c. Ako postoji realan broj L sa svojstvom:
,Sto je x blizi ¢, bez da je pritom x = ¢, to je f(x) blizi L",
kaZemo da limes l@c f(x) postoji i pisemo )!inc f(x) = L.
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Limesi funkcija u konaénosti

Neformalna definicija limesa u c € R

Neka je c € R i f definirana na nekom intervalu oko ¢, osim
mozda u samoj tocki c. Ako postoji realan broj L sa svojstvom:
,Sto je x blizi ¢, bez da je pritom x = ¢, to je f(x) blizi L",
kaZemo da limes l@c f(x) postoji i pisemo )!inc f(x) = L.

Za c € R, jednostrani limesi lim f(x)i lim f(x) definiraju se
xX—Cc+ X—>C—

analogno, samo se ograni¢avamo na to da je x veéi odnosno manji
od c.
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Limesi funkcija u konaénosti

Neformalna definicija limesa u c € R

Neka je c € R i f definirana na nekom intervalu oko ¢, osim
mozda u samoj tocki c. Ako postoji realan broj L sa svojstvom:
,Sto je x blizi ¢, bez da je pritom x = ¢, to je f(x) blizi L",
kaZemo da limes l@c f(x) postoji i pisemo )!inc f(x) = L.

Za c € R, jednostrani limesi lim f(x)i lim f(x) definiraju se
xX—Cc+ X—>C—

analogno, samo se ograni¢avamo na to da je x veéi odnosno manji
od c.
(Obostrani) limes lim f(x) postoji to¢o ako postoje oba

X—C

jednostrana limesa lim f(x)i lim f(x) i jednakisu (i onda i
X—Cc+ X—>C—

obostrani limes ima istu tu vrijednost).



Limesi u kona&nosti
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Primjer
e, x>0
f(x) =< x° -1<x<0
x+2, x< -1
lim f(x) = lim x*> = 0;
x—0— x—0
lim f(x)= lime*=1.
x—0+ x—0

Sto zaklju¢ujemo o lim f(x)?
x—0
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Primjer

e, x>0
f(x) =< x° -1<x<0
x+2, x<-1
lim f(x) = lim x*> = 0;
x—0— x—0
lim f(x) = lime*=1.
x—0+ x—0

Sto zaklju¢ujemo o lim f(x)?
x—0

lim f(x)= lim (x+2)=1;

x——1— x——1
lim f(x)= lim x*>=1.
x——14 x——1

Sto zakljuéujemo o lim f(x)?
x——1
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Primjer

e, x>0
f(x) =< x° -1<x<0
x+2, x<-1
lim f(x) = lim x*> = 0;
x—0— x—0
lim f(x) = lime*=1.
x—0+ x—0

Sto zaklju¢ujemo o lim f(x)?
x—0

lim f(x)= lim (x+2)=1;

x——1— x——1
lim f(x)= lim x*>=1.
x——14 x——1

Sto zakljuéujemo o lim f(x)?
x——1
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Limesi funkcija u beskonacnosti

Neformalna definicija limesa u beskonaénosti

Neka domena funkcije f sadrzi neki interval tipa (a, +00). Ako
postoji realan broj L sa svojstvom: ,,$to je x vedi, pri ¢emu nema
ogranitenja na povecanje x, to je f(x) blizi L", kazemo da limes

Xhmm f(x) postoji i pisemo XETOO f(x) =L

Kako biste definirali li)rp f(x)=1L?
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Limesi funkcija u beskonacnosti

Neformalna definicija limesa u beskonaénosti

Neka domena funkcije f sadrzi neki interval tipa (a, +00). Ako
postoji realan broj L sa svojstvom: ,,$to je x vedi, pri ¢emu nema
ogranitenja na povecanje x, to je f(x) blizi L", kazemo da limes

thx f(x) postoji i pisemo XETOO f(x) =L

Kako biste definirali ET f(x)=1L?

Limesi i horizontalne asimptote

Ako postoji (x) = L, onda funkcija f ima horizontalnu

lim f
X—r+00
asimptotu (desno), i to je pravac y = L.

Ako postoji  lim f(x) = L, onda funkcija f ima horizontalnu
X—>—00

asimptotu (lijevo), i to je pravac y = L.
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Svojstva limesa

Ako postoje Ii_r)n f(x)i Ii_r)n g(x), gdjejec e R, c =+ ili
¢ = —oo, onda postoje i limesi Ii_n>1 (f(x) £g(x))i

lim (f(x) - g(x)) te vrijedi:

X—C

im (7(x) £ g(x)) = fim £(x) = Jim g(x).

X—C

lim (f(x) - g(x)) = lim f(x) -)!i_r)ncg(x).

X—C X—C
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Svojstva limesa

Ako postoje lim f(x) i lim g(x), gdje je c € R, ¢ = +o0 ili
X—C X—C
¢ = —o0o, onda postoje i limesi lim (f(x) £ g(x)) i
X—C

)!i_r}nc (f(x) - g(x)) te vrijedi:

im (F() + £(x)) = fim £(x) = im £(x).

lim (£(x) - g(x)) = lim £(x) - lim g(x)

f'
Nadalje, ako je limy_,c g(x) # 0, postoji i Iil;n (x) i jednak je
X—C

g(x)

limy— ¢ f(x)
limy_c g(x)
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Kose asimptote

Pravac y = kx + | je kosa asimptota za funkciju y = f(x), ako za

jako velike (ili jako male) vrijednost varijable vrijedi

f /

ﬁ ~k+ —.
X

f(x)~ kx+ | <
X
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Kose asimptote

Pravac y = kx + | je kosa asimptota za funkciju y = f(x), ako za
jako velike (ili jako male) vrijednost varijable vrijedi
f(x)%kx—i—/{:)@zk—i—i.
X X
Pravac y = kx + | je kosa asimptota (desno) za funkciju y = f(x)
ako vrijedi
f'
k= lim flx) il= lim (f(x)— kx).

Xx—+oc0 X X——+00

Analogno, pravac y = kx + [ je kosa asimptota (lijevo) za funkciju
y = f(x) ako vrijedi

k= tim 295 im (F(x) — k).

X—r—00 X X—r—00
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Kose asimptote

Pravac y = kx + | je kosa asimptota za funkciju y = f(x), ako za
jako velike (ili jako male) vrijednost varijable vrijedi

f(x)%kx—i—/{:)@zk—i—i.
X X

Pravac y = kx + [ je kosa asimptota (desno) za funkciju y = f(x)
ako vrijedi
f
k= lim flx) il= lim (f(x)— kx).
Xx—+oc0 X X——+00

Analogno, pravac y = kx + [ je kosa asimptota (lijevo) za funkciju
y = f(x) ako vrijedi

k= fim 105, lim (F(x) — kx).

X—r—00 X X—r—00

Ima |i kose asimptote ako se moZe izraunati k, a ne i /?
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Kose asimptote

Pravac y = kx + | je kosa asimptota za funkciju y = f(x), ako za
jako velike (ili jako male) vrijednost varijable vrijedi

7f(x) ~ k+ i
X X

f(x)~ kx+ | <

Pravac y = kx + [ je kosa asimptota (desno) za funkciju y = f(x)
ako vrijedi
f
k= lim flx) il= lim (f(x)— kx).
Xx—+oc0 X X——+00

Analogno, pravac y = kx + [ je kosa asimptota (lijevo) za funkciju
y = f(x) ako vrijedi

k= fim 1) 1= lim (£(x) - kx).

X—r—00 X

Ima |i kose asimptote ako se moZe izraunati k, a ne i I? A ako ima
horizontalne asimptote?



Limesi u beskona&nosti
oooe

Zadatak

n

Poznato je da je limy_; oo :—X 0 za sve a > 1 (rastuca
eksponencijalna funkcija raste brze od svake potencije). Ima li
funkcija zadana formulom f(x) = x>~ + x horizontalne ili kose
asimptote?




Limesi u beskona&nosti
oooe

Zadatak

n

Poznato je da je limy_; oo :—X 0 za sve a > 1 (rastuca
eksponencijalna funkcija raste brze od svake potencije). Ima li
funkcija zadana formulom f(x) = x>~ + x horizontalne ili kose
asimptote?

k= tim T i (5 +1) =1

x—+o0o X X—-+o00 \ e

Dakle, desno nema horizontalne asimptote, ali moguca je kosa.



Limesi u beskona&nosti
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Zadatak

n

Poznato je da je limy_; oo :—X 0 za sve a > 1 (rastuca
eksponencijalna funkcija raste brze od svake potencije). Ima li
funkcija zadana formulom f(x) = x>~ + x horizontalne ili kose
asimptote?

k= tim T i (5 +1) =1

xX—+00 X x—+oo \ e
Dakle, desno nema horizontalne asimptote, ali moguca je kosa.
2
Iy = lim (f(x) —kx)= Ilm — =0

X—~400 x——4o00 eX

Dakle, desno je y = x kosa asimptota.
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Zadatak

n

Poznato je da je limy_; oo :—X 0 za sve a > 1 (rastuca
eksponencijalna funkcija raste brze od svake potencije). Ima li
funkcija zadana formulom f(x) = x>~ + x horizontalne ili kose
asimptote?

k= tim T i (5 +1) =1

x—+o0o X X—-+o00 \ e

Dakle, desno nema horizontalne asimptote, ali moguca je kosa.

2
. . X
= A mkg = e =0
Dakle, desno je y = x kosa asimptota.
f‘
ko= tim T (i+1) ¢ R
x——00 X x——o0 \ eX

Dakle, lijevo nema ni kose ni horizontalne asimptote.



Beskona&ni limesi
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Beskona¢ni limesi funkcija

U svim sluéajevima kad ne postoji realan broj L takav da je

lim f(x) =L (c € Rili ¢ =%00), kaZzemo da limes lim f(x) ne
X—C N X—C
postoji.

Npr. limy_ 400 Sin x ne postoji, kao ni limy_,g cos%.



Beskona&ni limesi
00000000

Beskona¢ni limesi funkcija

U svim sluéajevima kad ne postoji realan broj L takav da je
lim f(x) =L (c € Rili ¢ =%00), kaZzemo da limes lim f(x) ne
X—C N X—C
postoji.
Npr. limy_ 400 Sin x ne postoji, kao ni limy_,g cos%.
Ipak, u nekim slu¢ajevima pisemo lim f(x) = to0:

X—C

@ Ako %to je x bliZi ¢ vrijednosti f(x) postaju sve vece
(neograniZeno!!!), pisemo Ii_n;n f(x) = +o0.
X—C

@ Ako ¥to je x bliZi ¢ vrijednosti f(x) postaju sve manje
(neograniteno!!!), pisemo Ii_n;n f(x) = —o0.
X—C

Analogno se definiraju jednostrani beskonaéni limesi.



Beskona&ni limesi
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Limesi i vertikalne asimptote

Funkcija f ima vertikalnu asimptotu x = ¢ (¢ € R) ako je bar

jedan od limesa lim f(x)i lim f(x) beskonaZan.
X—rCc+ X—C—




Beskona&ni limesi
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Limesi i vertikalne asimptote

Funkcija f ima vertikalnu asimptotu x = ¢ (¢ € R) ako je bar
jedan od limesa lim f(x)i lim f(x) beskonaZan.

X—Cc+ X—C—

Primjerice, f(x) = % ima vertikalnu asimptotu x = 0 jer je



Beskona&ni limesi
[e] lelelelele]e)

Limesi i vertikalne asimptote

Funkcija f ima vertikalnu asimptotu x = ¢ (¢ € R) ako je bar

jedan od limesa lim f(x)i lim f(x) beskonaZan.
X—rCc+ X—C—

Primjerice, f(x) = % ima vertikalnu asimptotu x = 0 jer je

lim 1 = *£o0.
x—=0+£ X
Opcenito, ako je lim f(x) =a#0i lim g(x) =0, onda je
X—C X—C
f
lim (x) = Foo. Kratko: § = oo (za a # 0). Ovo ne znati da je
x—c g(x)

sad dozvoljeno dijeljenje s nulom; oznaka § znati da se broj blizu a

dijeli brojem koji je blizu 0, ali nije jednak 0.



Beskona&ni limesi
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Limesi i vertikalne asimptote

Funkcija f ima vertikalnu asimptotu x = ¢ (¢ € R) ako je bar

jedan od limesa lim f(x)i lim f(x) beskonaZan.
X—rCc+ X—C—

Primjerice, f(x) = % ima vertikalnu asimptotu x = 0 jer je

1
[im — = +o0.

x—0+ X
Opcenito, ako je lim f(x) =a#0i lim g(x) =0, onda je
X—C X—C

f
lim fx) = Foo. Kratko: § = oo (za a # 0). Ovo ne znati da je
x—c g(x)
sad dozvoljeno dijeljenje s nulom; oznaka § znati da se broj blizu a
dijeli brojem koji je blizu 0, ali nije jednak 0.

Zadatak

1
Koliko iznosi lim —— ako je c = 57 A ako jec =07
x—rc sin” x




Beskona&ni limesi
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Ako je lim f(x) = a# £oo i lim g(x) = +oo, onda je
X—C X—C
f'
lim fx) = 0. Kratko: = =0 (za a € R). | ovo ne znati da je co
x—c g(x) 0
broj s kojim moZemo dijeliti, ve¢ oznaka Z znati da broj blizu a
dijelimo jako velikim ili jako malim brojem.



Beskona&ni limesi
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Ako je lim f(x) = a# £oo i lim g(x) = +oo, onda je
X—C X—C
f'
lim fx) = 0. Kratko: = =0 (za a € R). | ovo ne znati da je co
x—c g(x) 0
broj s kojim moZemo dijeliti, ve¢ oznaka Z znati da broj blizu a
dijelimo jako velikim ili jako malim brojem.

1
Koliko iznosi lim Iy ako jec =e? A ako je c = +007?

x—c |n x
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Ako je lim f(x) = a# £oo i lim g(x) = +oo, onda je
X—C X—C
f'
lim fx) = 0. Kratko: = =0 (za a € R). | ovo ne znati da je co
x—c g(x) 0
broj s kojim moZemo dijeliti, ve¢ oznaka Z znati da broj blizu a
dijelimo jako velikim ili jako malim brojem.

1
Koliko iznosi lim Iy ako jec =e? A ako je c = +007?

x—c |n x

x2+x

lim
x—0 X

=lim(x+1)=1
x—0



Ako je lim f(x) = a# £oo i lim g(x) = +oo, onda je
X—C X—C
f(x
lim fx) = 0. Kratko: = =0 (za a € R). | ovo ne znati da je co
x—c g(x) 0
broj s kojim moZemo dijeliti, ve¢ oznaka Z znati da broj blizu a
dijelimo jako velikim ili jako malim brojem.

1
Koliko iznosi lim Iy ako jec =e? A ako je c = +007?

x—c |n x

i x—1__ 1 _1
A2 -1 M x4l 2
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Ako je lim f(x) = a# £oo i lim g(x) = +oo, onda je
X—C

X—C
f'
lim fx) = 0. Kratko: = =0 (za a € R). | ovo ne znati da je co
x—ve g(x) »

broj s kojim moZemo dijeliti, ve¢ oznaka Z znati da broj blizu a
dijelimo jako velikim ili jako malim brojem.

1
Koliko iznosi lim Iy ako jec =e? A ako je c = +007?

x—c |ln x
2
X+ x
lim =lim(x+1)=
x—0 X X—
lim X~ 1 . 1 1
m = IIm _ —
x=1x2—1 x=1x-+1 2
Vidimo dakle da limesi tipa % mogu davati razli¢ite konaéne
rezultate. Takve tipove limesa zovemo neodredenim izrazima.

Osim g u neodredene izraze spadaju i % 09, 1%°, 0%, 400 — 0.
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Limesi racionalnih funkcija

Limes racionalne funkcije u beskona¢nosti ratunamo tako da
brojnik i nazivnik podijelimo najve¢om potencijom varijable, te
koristimo svojstva limesa i ¢injenicu da je za n € N

1
Iim — =0
x—do0o0 xN
x2 — 500x 3 —500%

xgrﬂrz]oo2x3+x+1:xa”£ooz+%+%
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Limesi racionalnih funkcija

Limes racionalne funkcije u beskona¢nosti ratunamo tako da
brojnik i nazivnik podijelimo najve¢om potencijom varijable, te

koristimo svojstva limesa i ¢injenicu da je za n € N

. 1
lim — =
x—Foo XN
_ x2—500x . 1-500%
Ilm 37: m ﬁzo
x—to00 2x° + x + 1 xoF00 24 L 4
4 2 S_L
O —X" _ i~ _p
]

lim —— =
x—too 4x* — 2x  x—too 4 — 2
X
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Limesi racionalnih funkcija

Limes racionalne funkcije u beskona¢nosti ratunamo tako da
brojnik i nazivnik podijelimo najve¢om potencijom varijable, te
koristimo svojstva limesa i ¢injenicu da je za n € N

. 1
lim — =
x—+oo XN
. x2 — 500x i 7—5001 _
Xﬁ”l]oo2x3—|—x—|—]_ X*}iOO2+ + ’
8x* — x? - %
—— = i X 2
x—do00 x4 — 2x X*):‘:OOZ].—%
1 1 1
1—x+x2—x3 F——z—F;—l::FOO
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Limes racionalne funkcije u ¢ € R jednak je vrijednosti funkcije u ¢
ako je ¢ u domeni, a inate maksimalno skratimo faktor (x — ¢)
(zasto pod limesom lim,_,. to smijemo?) i koristeci svojstva limesa
zaklju¢imo o iznosu limesa.



Beskona&ni limesi
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Limes racionalne funkcije u ¢ € R jednak je vrijednosti funkcije u ¢
ako je ¢ u domeni, a inate maksimalno skratimo faktor (x — ¢)
(zasto pod limesom lim,_,. to smijemo?) i koristeci svojstva limesa
zaklju¢imo o iznosu limesa.

i X3~(x—1)2-(x—i-5)_2
X2 (x — 13- (x+2) O
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Limes racionalne funkcije u ¢ € R jednak je vrijednosti funkcije u ¢
ako je ¢ u domeni, a inate maksimalno skratimo faktor (x — ¢)
(zasto pod limesom lim,_,. to smijemo?) i koristeci svojstva limesa
zaklju¢imo o iznosu limesa.

i X3 (x—1)2-(x+5)
1 x2 (x—1)3 - (x+2)

im x3.(x—1)2-(x+5) — im x-(x—1)2-(x+5)

(AP (x42) A DR (x42)
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Limes racionalne funkcije u ¢ € R jednak je vrijednosti funkcije u ¢
ako je ¢ u domeni, a inate maksimalno skratimo faktor (x — ¢)
(zasto pod limesom lim,_,. to smijemo?) i koristeci svojstva limesa
zaklju¢imo o iznosu limesa.

i X3 (x—1)2-(x+5)
1 x2 (x—1)3 - (x+2)

x3-(X—1)2'(X+5) X.(X—l)Q.(X+5):O‘

3 (x— 1) (x+2) AT (x—1p-(x +2)
T ] k) D o () B

X2 (x— 13- (x+2) X2 (x—1)-(x+2)
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Limes racionalne funkcije u ¢ € R jednak je vrijednosti funkcije u ¢
ako je ¢ u domeni, a inate maksimalno skratimo faktor (x — ¢)
(zasto pod limesom lim,_,. to smijemo?) i koristeci svojstva limesa
zaklju¢imo o iznosu limesa.

i X3 (x—1)2-(x+5)
1 x2 (x—1)3 - (x+2)

x3-(X—1)2'(X+5) X.(X—l)Q.(X+5):O‘

3 (x— 1) (x+2) AT (x—1p-(x +2)
T ] k) D o () B

X2 (x— 13- (x+2) X2 (x—1)-(x+2)

Dakle, ako (nakon skradivanja) u nazivniku nema faktora (x — c),
limes racionalne funkcije u ¢ € R je konacan i racionalna funkcija

tada nema vertikalnu asimptotu x = c.
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L'Hopital-Bernoullijevo pravilo

Zac e R ili c ==xo00, neka su lim f(x) i lim g(x) ili oba jednaka
X—C X—C

0 ili oba beskonaé/na.

ili ako je jednak +oo, te ako je g'(x) #0 za

U X

Ako postoji lim —
x—c g (x
x-eve iz nekog intervala oko c, onda vrijedi

f(x) i f'(x)

M g() ~ A% i)’
4
21 2
Primjerice: lim “n = lim X = 2.
x—=1x—1 x—11
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L'Hopital-Bernoullijevo pravilo

Zac e R ili c ==xo00, neka su lim f(x) i lim g(x) ili oba jednaka
X—C X—C

0 ili oba beskonaé/na.

Ako postoji lim —— ili ako je jednak +oo, te ako je g'(x) # 0 za
x—c g'(x)

x-eve iz nekog intervala oko c, onda vrijedi

f(x) i f'(x)

lim — = .
e g(x) ~ xe g/(x)
o
2 .
L . 2lnx X . X-+sinx
Primjerice: lim = lim £ =2. No, oprez: lim ——— =
x—1x—1 x—=11 x—Fo0 X
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L'Hopital-Bernoullijevo pravilo

Zac e R ili c ==xo00, neka su lim f(x) i lim g(x) ili oba jednaka
X—C X—C

0 ili oba beskonaé/na.

Ako postoji lim — ) jli ako Je jednak +oco, te ako je g'(x) # 0 za
x—c g'(x)
x-eve iz nekog intervala oko c, onda vrijedi
f '
fim L) _ i 09
X—C g(x) xX—c g’(x)
o
21 2 i
Primjerice: lim =" — lim % — 2. No, oprez: lim "X _
x—=1x—1 x—=11 x—+too X
= lim (1+ cosx). Posljednji limes ne postoji, a
X—7F00
fim XX g,

x—+o00 X
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L'Hopital-Bernoullijevo pravilo

Zac € R ili c ==+o0, neka su lim f(x) i lim g(x) ili oba jednaka
X—C X—C
0 ili oba beskonaé/na.
Ako postoji lim — ) jli ako Je jednak +oco, te ako je g'(x) # 0 za
x—c g'(x)
x-eve iz nekog intervala oko c, onda vrijedi
f' /
fim L) _ i 09
X—C g(x) xX—c g’(x)
o
21 2 i
Primjerice: lim =" — lim % — 2. No, oprez: lim "X _
x—=1x—1 x—=11 x—+too X
= lim (1+ cosx). Posljednji limes ne postoji, a
X—7F00
. 2 2
lim xtsinx _ 1! Je li to¢no: lim X im X =

x—+o00 X x—=1x—5 - x—1 1
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Zadatak

Molarni toplinski kapacitet dvoatomnog idealnog plina konstantnog
volumena opisan je formulom

5 hv\ 2 exp (1)
vam:R+R<> : 18 .
2" TN e () - 1)

Procijenite njegov iznos za vrlo niske temperature!
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Zadatak

Molarni toplinski kapacitet dvoatomnog idealnog plina konstantnog
volumena opisan je formulom

5 hv\ 2 exp (1)
vam:R+R<> : 18 .
2" TN e () - 1)

Procijenite njegov iznos za vrlo niske temperature!

hv
im Cypy=x=-—==
Ioor kT
Rx?e~ R(2x+x2)ex
| Cym = R li —_— fR lim ———— =
R(2+2 R
_Spy gim RCE29 5. RSk

Xx—400 2eX 2 x——+oo eX 2
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., Teorem o sendvicu”

—

. . sin x
—1<sinx<1pajezasvex >0 —— < . Po teoremu o

X X

<

X | =

sin x

sendvi¢u slijedi:  lim =0.

X—+o00 X

.
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., Teorem o sendvicu”

—_
G,
=)
x

. . 1
—1<sinx<1pajezasvex >0 —— < < —. Po teoremu o
X

X
X

sin x

=0.

sendvi¢u slijedi:  lim
xX—+o00 X

.

Tri vazna limesa

. - N
im 2 1 im &S =1, im <1+> —e.

x—0 X x—0 X x—=+o00




Neprekidnost
©000000000

Sve elementarne funkcije imaju svojstvo

lim f(x) = f(c)

X—C

za sve elemente c iz njihove prirodne domene. Zato se za njih
izratunavanje limesa lim f(x) za ¢ € D svodi na uvrstavanje c u
X—C

f.1 No, isto svojstvo imaju i mnoge neelementarne funkcije:

1Odnosno, ratunanje tog limesa je zanimljivo samo kad je ¢ ,,rupa” u
domeni ili na otvorenom rubu nekog od intervala od kojih je domena
sastavljena.



Neprekidnost
©000000000

Sve elementarne funkcije imaju svojstvo

lim f(x) = f(c)

X—C

za sve elemente c iz njihove prirodne domene. Zato se za njih
izratunavanje limesa lim f(x) za ¢ € D svodi na uvrstavanje c u
X—C

f.1 No, isto svojstvo imaju i mnoge neelementarne funkcije:

lim |x| = |c|.
X—C

Zasto je vazno da je ¢ u domeni da bismo mogli razmatrati

svojstvo
i = ?
)!@C f(x)="f(c)7
Sto nam ono govori o grafu funkcije?

1Odnosno, ratunanje tog limesa je zanimljivo samo kad je ¢ ,,rupa” u
domeni ili na otvorenom rubu nekog od intervala od kojih je domena
sastavljena.



Neprekidnost
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Neprekidnost funkcija

Funkcija f je neprekidna u tocki ¢ svoje domene ako vrijedi

)!g]c f(x) = f(c).
Funkcija koja je neprekidna u svim tockama svoje domene zove se
neprekidnom funkcijom. Ako je ¢ element domene funkcije f, ali
nije zadovoljeno gornje svojstvo, kaZemo da f ima prekid u c i c
zovemo tockom prekida funkcije f.

Iznimno, u definicijskom svojstvu neprekidnosti dovoljan je
jednostrani limes ako je ¢ zatvoreni rub nekog od intervala koji
satinjavaju domenu funkcije (primjerice, f(x) = /x je neprekidna
u 0).



Neprekidnost

0O@00000000

Neprekidnost funkcija

Funkcija f je neprekidna u tocki ¢ svoje domene ako vrijedi

)!g]c f(x) = f(c).
Funkcija koja je neprekidna u svim tockama svoje domene zove se
neprekidnom funkcijom. Ako je ¢ element domene funkcije f, ali
nije zadovoljeno gornje svojstvo, kaZemo da f ima prekid u c i c
zovemo tockom prekida funkcije f.

Iznimno, u definicijskom svojstvu neprekidnosti dovoljan je
jednostrani limes ako je ¢ zatvoreni rub nekog od intervala koji
satinjavaju domenu funkcije (primjerice, f(x) = /x je neprekidna
u 0).

Sve elementarne funkcije su neprekidne u svim totkama svoje
(prirodne) domene.



Neprekidnost
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Ako je domena neprekidne funkcije interval, onda se graf te
funkcije moZe nacrtati u jednom potezu.

%Jedan od njih se moze, ali ne mora podudarati s f(c).



Neprekidnost
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Ako je domena neprekidne funkcije interval, onda se graf te
funkcije moZe nacrtati u jednom potezu.
Obrat te tvrdnje ne vrijedi:

_ 1
T x
odvojena dijela, ali ta funkcija nema prekid u O jer O nije element

njezine domene.

Graf funkcije obrnute proporcionalnosti f(x) sastoji se od dva

?Jedan od njih se moZe, ali ne mora podudarati s f(c).



Neprekidnost
00®0000000

Ako je domena neprekidne funkcije interval, onda se graf te
funkcije moZe nacrtati u jednom potezu.
Obrat te tvrdnje ne vrijedi:

Graf funkcije obrnute proporcionalnosti f(x) = % sastoji se od dva

odvojena dijela, ali ta funkcija nema prekid u O jer O nije element
njezine domene.

Koji mogu biti uzroci prekida funkcije?

?Jedan od njih se moZe, ali ne mora podudarati s f(c).



Neprekidnost
00®0000000

Ako je domena neprekidne funkcije interval, onda se graf te
funkcije moZe nacrtati u jednom potezu.
Obrat te tvrdnje ne vrijedi:

Graf funkcije obrnute proporcionalnosti f(x) = % sastoji se od dva

odvojena dijela, ali ta funkcija nema prekid u O jer O nije element
njezine domene.

Koji mogu biti uzroci prekida funkcije?
@ limy_, . f(x) postoji, ali nije jednak f(c) (uklonjivi prekid);
@ limy_, f(x) ne postoji, ali postoje oba jednostrana limesa u ¢
(i razli¢iti su).? (skok);
@ limy_,¢ f(x) ne postoji iz drugih razloga (bitni prekid).

?Jedan od njih se moZe, ali ne mora podudarati s f(c).
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Koje su tocke i vrste prekida funkcije €iji graf je prikazan dolje?

— =)
T
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Posljedica svojstava limes3 je da se neprekidne funkcije ,, pristojno”
ponasaju kad ih kombiniramo: Ako su funkcije f i g neprekidne (u
tocki ¢), onda su i njihov zbroj, razlika i produkt funkcije
neprekidne (u c). Ako je uz to i g(c) # 0, onda je i kvocijent /g
takoder funkcija neprekidna (u c¢). Ako je f neprekidna u toZki c i
g neprekidna u totki f(c), onda je i kompozicija g o f neprekidna
uc.
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Posljedica svojstava limes3 je da se neprekidne funkcije ,, pristojno”
ponasaju kad ih kombiniramo: Ako su funkcije f i g neprekidne (u
tocki ¢), onda su i njihov zbroj, razlika i produkt funkcije
neprekidne (u c). Ako je uz to i g(c) # 0, onda je i kvocijent /g
takoder funkcija neprekidna (u c¢). Ako je f neprekidna u toZki c i
g neprekidna u totki f(c), onda je i kompozicija g o f neprekidna
uc.

Jedno vaZno svojstvo neprekidnih funkcija ¢ija domena je segment
ve¢ smo spominjali. Sjecate li se koje?
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Posljedica svojstava limes3 je da se neprekidne funkcije ,, pristojno”
ponasaju kad ih kombiniramo: Ako su funkcije f i g neprekidne (u
tocki ¢), onda su i njihov zbroj, razlika i produkt funkcije
neprekidne (u c). Ako je uz to i g(c) # 0, onda je i kvocijent /g
takoder funkcija neprekidna (u c¢). Ako je f neprekidna u toZki c i
g neprekidna u totki f(c), onda je i kompozicija g o f neprekidna
uc.

Jedno vaZno svojstvo neprekidnih funkcija ¢ija domena je segment
ve¢ smo spominjali. Sjecate li se koje?

Bolzano-Weierstrass-ov teorem

Ako je f : [a, b] — R neprekidna i nije konstantna funkcija, onda je
slika te funkcije segment (tj. takva funkcija postiZe svoj globalni
minimum i maksimum kao i sve meduvrijednosti, a jedine moguce
totke promjene predznaka takve funkcije su njene nultotke).
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Veza neprekidnosti i derivabilnosti

Kad ne postoji derivacija f’(c)? Argumentirajte pomocu njene
prave definicije
f(x)—f
f'(c) = lim fx) = f(e) (C)?

X—C X —C
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Veza neprekidnosti i derivabilnosti

Kad ne postoji derivacija f’(c)? Argumentirajte pomocu njene
prave definicije

@ U zatvorenim rubovima domene funkcije ne mozemo traZiti
obostrani, nego samo jednostrane limese, pa nema smisla
definirati derivaciju u zatvorenim rubovima intervala koji &ine
domenu.
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Veza neprekidnosti i derivabilnosti

Kad ne postoji derivacija f’(c)? Argumentirajte pomocu njene
prave definicije
f(x)—f
f'(c) = lim fx) = f(e) (C)?

X—C X —C

@ U zatvorenim rubovima domene funkcije ne mozemo traZiti
obostrani, nego samo jednostrane limese, pa nema smisla
definirati derivaciju u zatvorenim rubovima intervala koji &ine
domenu.

@ Ako je gornji limes beskonadan, onda i ne postoji—to e se
desiti ako je u (c,f(c)) tangenta na graf od f vertikalna.
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Veza neprekidnosti i derivabilnosti

Kad ne postoji derivacija f’(c)? Argumentirajte pomocu njene
prave definicije

@ U zatvorenim rubovima domene funkcije ne mozemo traZiti
obostrani, nego samo jednostrane limese, pa nema smisla
definirati derivaciju u zatvorenim rubovima intervala koji &ine
domenu.

@ Ako je gornji limes beskonadan, onda i ne postoji—to e se
desiti ako je u (c,f(c)) tangenta na graf od f vertikalna.

@ Ako gornji limes ne postoji jer se limes slijeva i limes zdesna
ne podudaraju, imamo ,Spicu” na grafu.
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@ Ako funkcija ima prekid u totki ¢, onda je Ii_r)n f(x) # f(c) pa
X—C

- . . f(x)—f(c

brojnik u limesu lim M
X—cC X —C

ima limes nula te je limes beskonadan ili neodreden.

nema limes 0, dok nazivnik
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@ Ako funkcija ima prekid u totki ¢, onda je Ii_r)n f(x) # f(c) pa
X—C

- . . f(x)—f(c

brojnik u limesu lim M
X—cC X —C

ima limes nula te je limes beskonadan ili neodreden.

nema limes 0, dok nazivnik

Ako funkcija ima derivaciju u nekoj to€ki, onda je i neprekidna u
toj tocki.

Obrat ne mora vrijediti, tj. postoje neprekidne funkcije koje nemaju
derivaciju u nekoj to¢ki. Najjednostavniji primjer je funkcija
apsolutne vrijednosti.
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@ Ako funkcija ima prekid u totki ¢, onda je Ii_r)n f(x) # f(c) pa
X—C

- . . f(x)—f(c

brojnik u limesu lim M
X—cC X —C

ima limes nula te je limes beskonadan ili neodreden.

nema limes 0, dok nazivnik

Ako funkcija ima derivaciju u nekoj to€ki, onda je i neprekidna u
toj tocki.

Obrat ne mora vrijediti, tj. postoje neprekidne funkcije koje nemaju
derivaciju u nekoj to¢ki. Najjednostavniji primjer je funkcija
apsolutne vrijednosti.

Napomena. Vecina funkcija koje susreCemo u primjenama su ne
samo neprekidne, nego i derivabilne, StoviSe: i njihove derivacije su
neprekidne funkcije. Takve funkcije zovemo glatkim funkcijama
(funkcijama klase C1).



Neprekidnost
Iz definicije derivacije izvedimo:

e formulu za derivaciju konstantne funkcije:

F(x) = € = F(c) = lim TV =F _ gy O

X—c X—C X—=c X — C
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Iz definicije derivacije izvedimo:
e formulu za derivaciju konstantne funkcije:
F(x) = C = F(c) = lim (=P _ 0,

X—c X—C X—=c X — C

@ svojstvo homogenosti derivacija: Ako je f derivabilna u c, te
ako je g definirana s g(x) = Cf(x), onda je

£(6)  tim S0 _, E10 = CH
— Clim TV =HO) e

X—C X—C
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Lagrangeov teorem srednje vrijednosti
Ako je funkcija f derivabilna na /i neprekldna naabel a<b,

b) f(a)

onda postoji ¢ € (a, b) takav da je f'(c) =

Geometrijski gledano: za proizvoljnu sekantu grafa derivabilne
funkcije postoji totka grafa (izmedu tocaka koje odreduju sekantu)
takva da je tangenta u toj tocki paralelna toj sekanti.
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Lagrangeov teorem srednje vrijednosti

Ako je funkcija f derivabilna na / i neprekidna na a,b € I, a < b,
onda postoji ¢ € (a, b) takav da je f'(c) = M

—a

Geometrijski gledano: za proizvoljnu sekantu grafa derivabilne
funkcije postoji totka grafa (izmedu tocaka koje odreduju sekantu)
takva da je tangenta u toj tocki paralelna toj sekanti.

Fizikalno gledano: za svaku veli¢inu ovisnu o vremenu postoji
trenutak u kojem je trenutna brzina promjene te veli¢ine jednaka
prosje¢noj brzini tokom cijelog promatranog vremenskog intervala.
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Zadatak

Recimo da znate da za neku funkciju vrijedi f(2) =1 i f'(x) <5
za sve x € R. PokaZite da je f(5) <16 i f(—1) > —14.
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Zadatak

Recimo da znate da za neku funkciju vrijedi f(2) =1 i f'(x) <5
za sve x € R. PokaZite da je f(5) <16 i f(—1) > —14.

Za svaki b postoji ¢ izmedu a =2 i b takav da je

f(b) — f(2)

flo) ===

s (b—2)f(c) = f(b) — 1
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Zadatak

Recimo da znate da za neku funkciju vrijedi f(2) =1 i f'(x) <5
za sve x € R. PokaZite da je f(5) <16 i f(—1) > —14.

Za svaki b postoji ¢ izmedu a =2 i b takav da je

f(b) — f(2)

f'(c) = F—

s (b—2)f(c) = f(b) — 1

f6)=14+(5-2)-f(c)=1+3f(c) <16,
(1) = 14 (—1—2)- F(c) = 1—3F(c) > —14
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