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n=0
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+oo
sin(x) +sin(2x) +sin(3x) + ... = Z sin(nx).
n=1



Redovi funkcija
®00

Redovi funkcija

14+ x+x2 4+ +x* Zx
. oy =27 (x—2)° _*°°(x—2)"
=)+ o+ +..._Z_%n!,

sin(x) +sin(2x) +sin(3x) + ... = Z sin(nx).

Svaki od ovakvih redova za pojedini x daje red koji moZda
konvergira, a moZda ne—to ovisi o tome koji konkretan x
uzmemo. Redove ¢&iji opéi ¢lanovi osim o indeksu n ovise i o

dodatnoj nezavisnoj varijabli x zovemo redovima funkcija.
+o0o

Opcenito ih moZemo oznaditi s Z an(x)
n=0
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Podruéje konvergencije

Skup svih x € R za koje red ) an(x) konvergira zove se podrugje
konvergencije tog reda.

Podru&je konvergencije reda y x" je (—1,1) jer je to geometrijski
red s kvocijentom x.
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oeo

Podruéje konvergencije

Skup svih x € R za koje red ) an(x) konvergira zove se podrugje
konvergencije tog reda.

Podruéje konvergencije reda ), x" je (—1,1) jer je to geometrijski
red s kvocijentom x.

| A

Primjer
- v e _2 n
Odredimo podruéje konvergencije reda ), (Xn! )"
(x—2)"+1 2
. (n+1)! e - o
|In ) —In n+1‘—0<1

n!

za sve x pa je podrucje konvergencije R.
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Za x iz podrugja konvergencije (i samo za njih) smisleno je pisati
f(x) = an(x),
n

tj. tom je formulom definirana realna funkcija kojoj je domena
to¢no podru&ju konvergencije reda na desnoj strani formule.

Primjer

Lr)|

f(x) = ZX”

Je definirana funkcija f : (—1,1)—R. Vrijedi npr.

f(0,5) =) 0,5"=2,f(0,25) =) 0,25" =1,333...

n




Redovi funkcija
ooe

Za x iz podrugja konvergencije (i samo za njih) smisleno je pisati
f(x) = an(x),
n

tj. tom je formulom definirana realna funkcija kojoj je domena
to¢no podru&ju konvergencije reda na desnoj strani formule.

Primjer

Ln|

f(x) = ZX”

Je definirana funkcija f : (—1,1)—R. Vrijedi npr.

f(0,5) =) 0,5"=2,f(0,25) =) 0,25" =1,333...

n

Cesto je potrebno razmidljati obrnuto: Za zadanu funkciju f, moze
li se ona zapisati kao red funkcija odredenog tipa?
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Redovi potencija

Definicija (Red potencija)
Za niz (by) i ¢ € R red funkcija oblika

> ba(x = )"

zove se redom potencija (oko tocke c).

Zadatak
Sto su parcijalne sume reda potencija?
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Redovi potencija

Definicija (Red potencija)
Za niz (by) i ¢ € R red funkcija oblika

> ba(x = )"

zove se redom potencija (oko tocke c).

Zadatak

Sto su parcijalne sume reda potencija?

Red potencija konvergira za sve x iz intervala oblika
(c — R,c+ R), gdje je broj R tzv. radijus konvergencije reda
potencija, odreden bilo kojom od formula

R Y Re_iim| b

limy /]bnl’ n | bpi1|

U rubovima intervala (c — R, ¢ + R) red moZe i ne mora

| L "
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Redovi potencija

Napomena

Radijus konvergencije ne ovisi o ¢ —isti radijus konvergencije
imaju redovi ) byox" i), ba(x —1)".

Z (x —3)"
n

n
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Redovi potencija

Napomena

Radijus konvergencije ne ovisi o ¢ —isti radijus konvergencije
imaju redovi ) byox" i), ba(x —1)".
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Redovi potencija

Napomena

Radijus konvergencije ne ovisi o ¢ —isti radijus konvergencije
imaju redovi ) byox" i), ba(x —1)".
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Redovi potencija

Napomena

Radijus konvergencije ne ovisi o ¢ —isti radijus konvergencije
imaju redovi ) byox" i), ba(x —1)".

b,=—, c=3,;
n
1/n
R =lim——" =1,
n 1/t 1)

Dakle, nas red sigurno konvergira za x € (2,4).
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Redovi potencija

Napomena

Radijus konvergencije ne ovisi o ¢ —isti radijus konvergencije
imaju redovi ) byox" i), ba(x —1)".

b,=—, c=3,;
n
1/n
R =lim——" =1,
n 1/t 1)

Dakle, nas red sigurno konvergira za x € (2,4).
Za x = 2 dobivamo red Z(—l)”% koji konvergira,
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Redovi potencija

Napomena

Radijus konvergencije ne ovisi o ¢ —isti radijus konvergencije
imaju redovi ) byox" i), ba(x —1)".

b,=—, c=3,;
n
1/n
R =lim——" =1,
n 1/t 1)

Dakle, nas red sigurno konvergira za x € (2,4).
Za x = 2 dobivamo red Z(—l)”% koji konvergira, a za x = 4
dobivamo harmonijski red 3" X koji divergira.
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Redovi potencija

Napomena

Radijus konvergencije ne ovisi o ¢ —isti radijus konvergencije
imaju redovi ) byox" i), ba(x —1)".

b,=—, c=3,;
n
1/n
R =lim——" =1,
n 1/t 1)

Dakle, nas red sigurno konvergira za x € (2,4).

Za x = 2 dobivamo red Z(—l)”% koji konvergira, a za x = 4
dobivamo harmonijski red Z% koji divergira. Dakle, podrucje
konvergencije promatranog reda potencija je [2,4).




Redovi funkcija
0O®000000000000000000

Redovi potencija

Mozete li za x € (—1,1) funkciju zadanu s f(x) = 12 zapisati kao

1—x
red potencija?




Redovi funkcija
0O®000000000000000000

Redovi potencija

Primjer

MoZete li za x € (—1,1) funkciju zadanu s f(x) = 1= zapisati kao
red potencija?

1 =
=> x", -l<x<1
— X
n=0

Ako znamo formulu f(x) neke funkcije, moze li se naéi red
potencija koji kao podru&je konvergencije ima neki interval koji je
podskup prirodne domene od f i takav da za x iz tog podruéja
konvergencije ima sumu jednaku f(x)?
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Redovi potencija

Mozete li za x € (—1,1) funkciju zadanu s f(x) = 1= zapisati kao

red potencija?

1—x

1 =
=> x", -l<x<1
n=0

Ako znamo formulu f(x) neke funkcije, moze li se naéi red
potencija koji kao podru&je konvergencije ima neki interval koji je
podskup prirodne domene od f i takav da za x iz tog podruéja
konvergencije ima sumu jednaku f(x)?

Ako to mozemo udiniti, to znal&i da se f(x) moZe (za x iz nekog
intervala) aproksimirati parcijalnom sumom tog reda potencija, tj.
polinomom.
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Redovi potencija

Za zadanu formulu f(x) i za x blizu neke totke ¢ u domeni te
funkcije trazimo polinom p(x) nekog stupnja takav da je

f(x) =~ p(x) za x blizu c i da je pritom medu svim polinomima
odabranog stupnja p(x) najbolja aproksimacija za f(x) (graf od p
se u blizini to¢ke (c, f(c)) najbolje priljubljuje uz graf od f).
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Redovi potencija
Od svih polinoma stupnja n funkciju f oko totke ¢ najbolje
aproksimira onaj polinom p(x) kojemu se vrijednosti svih derivacija
od nulte do n-te u tocki ¢ podudaraju s vrijednostima
odgovarajucih po redu derivacija funkcije f:

f(c) = p(c), f'(c) = p'(c), F'(c) = p"(c), ..., FM(c) = p("(c).
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Redovi potencija

Od svih polinoma stupnja n funkciju f oko totke ¢ najbolje
aproksimira onaj polinom p(x) kojemu se vrijednosti svih derivacija
od nulte do n-te u tocki ¢ podudaraju s vrijednostima
odgovarajucih po redu derivacija funkcije f:

f(c) = p(c), f'(c) = p'(c), F'(c) = p"(c), ..., FM(c) = p("(c).

Primjer

Ako f(x) = e* oko ¢ = 0 Zelimo aproksimirati polinomom
3. stupnja, p(x) = by + bix + bax? + b3x3, najbolji je onaj za kog
vrijedi

f(0) = p(0): €® = by, f'(0) = p'(0) : €% = by,

f7(0) = p"(0) :  €® =2by, f"(0) = p”'(0): &° = 6bs.

Dakle, trazeni polinom je p(x) =1+ x + %2 + %3
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Redovi potencija

Taylorov polinom

Opcenito za aproksimaciju oko ¢ polinomom stupnja n
p(x) = by + bi(x — ¢) + ...+ bp(x — c¢)" dobivamo redom uvjete:

by = f(c),
p'(x) = bi+2by(x—c)+3bs(x—c)*+...+nby(x—c)"* = by = f'(c),
p"(x) = 2by+2:3b3(x—c) .. .+ n(n—1)bn(x—c)"2 = 2b = F'(c),
p"(x) =2-3by + ...+ n(n—1)by(x — )"~ = 6b3 = f"(c),

p("(x) = nla, = nlb, = F("(c).

odnosno za sve i od 0 do n je

Dakle, od svih polinoma stupnja n oko ¢ funkciju f(x) najbolje
aproksimira:
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Redovi potencija

Taylorov polinom stupnja n funkcije f oko totke ¢

(<)
2!

To(x) = f(c)+f'(c)(x—c)+ (x—c)’>+...+
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Redovi potencija

Taylorov polinom stupnja n funkcije f oko totke ¢

(<)

To(x) = f(c)+f'(c)(x—c)+ o

(x—c)?+...+

Taylorov polinom stupnja n naravno ima smisla samo ako funkcija
f u tokki ¢ posjeduje sve derivacije do n-te.
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Redovi potencija

Taylorov polinom stupnja n funkcije f oko totke ¢

Ta(x) = F(c)+F/(c)(x—c)+ f”z(!c) (x—C)P+...+ — 2 (x—c)".

Taylorov polinom stupnja n naravno ima smisla samo ako funkcija
f u tokki ¢ posjeduje sve derivacije do n-te.

U pravilu pove¢anjem stupnja n Taylorovog polinoma dobivamo
to¢niju aproksimaciju funkcije f oko c.

Ako funkcija f posjeduje sve derivacije u ¢, onda je definiran i red
potencija

% fln)(c
T =3 "D gy

n=0
Taj red se zove Taylorovim redom funkcije f oko c¢. Njegove

parcijalne sume su Taylorovi polinomi. Ako je ¢ = 0 govorimo o

. f(n)
Maclaurinovom redu > #x”.
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Redovi potencija

Kako je za f(x) = e i f("M(x) = ¥ i stoga f("(0) =1 za sve
n € Ny, slijedi da je Maclaurinov red za €* dan formulom
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Redovi potencija

Kako je za f(x) = e i f("M(x) = ¥ i stoga f("(0) =1 za sve
n € Ny, slijedi da je Maclaurinov red za €* dan formulom

Gresku aproksimacije Taylorovim polinomom stupnja n oznadit
¢emo s R:

Rn(x) = f(x) = Ta(x)
za x iz intervala na kojem razmatramo aproksimaciju Taylorovim
polinomom.

Greska aproksimacije f(x) = €* oko nule Taylorovim polinomom
X2 X3

T3(X):1+X+X72+X—33jeR3(x):ex—1—x—7—?_ Ta
greska za primjerice x = 0,1 iznosi R3(0,1) = 4,2514 - 10~°.
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Redovi potencija

Taylorov red funkcije opéenito ne mora biti jednak funkciji f nigdje
osim u ¢, tj. nije uvijek moguée staviti jednakost izmedu f(x) i
pripadnog Taylorovog reda T(x).
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Redovi potencija

Taylorov red funkcije opéenito ne mora biti jednak funkciji f nigdje
osim u ¢, tj. nije uvijek moguée staviti jednakost izmedu f(x) i
pripadnog Taylorovog reda T(x).

Teorem (Taylor)

Funkcija je jednaka svom Taylorovom redu (na nekom intervalu |
oko c¢) ako s porastom n greske R,(x) aproksimacije f(x) s Tp(x)
teZe u 0 za sve x € [.
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Redovi potencija

Taylorov red funkcije opéenito ne mora biti jednak funkciji f nigdje
osim u ¢, tj. nije uvijek moguée staviti jednakost izmedu f(x) i
pripadnog Taylorovog reda T(x).

Teorem (Taylor)

Funkcija je jednaka svom Taylorovom redu (na nekom intervalu |
oko c¢) ako s porastom n greske R,(x) aproksimacije f(x) s Tp(x)
teZe u 0 za sve x € [.

Teorem

Ako je na nekom intervalu oko c funkcija jednaka nekom redu
potencija, onda je to njezin Taylorov red oko c.

Taylorovi redovi polinoma su oni sami, raspisani po potencijama od

(x — ¢).
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Redovi potencija

Vazni Maclaurinovi redovi

. +o0 X2 3
e :§m21+x+2!+3'+ , X€R
-— (1" o1 x> X
Smx_z_;)(2n—|—1)!x = §+§ ﬁ“*‘ , xeR;
cosx—f((;:))r 2n —)j—i—)j—)j—i—.., x € R;
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Redovi potencija

1 X
1 :Zx”:1+x+x2+x3+..., x € (—1,1);
X n=0
L
=) (-1)'x"=1-x+x>*-x>+..., xe(-1,1);
l4+x =

+oo .
1 a: n
(1+x) Z:%()x

koji konvergira za x € (—1,1). Eksponent oo moZe biti bilo koji
realan broj, a (%) je definiran kao

<i> _ oz(oz—1)(a—2)n-!...-(oz—n+1)7 ((o)z) _




Redovi funkcija
00000000000e000000000

Redovi potencija

Iz ovih razvoja se novi dobivaju algebarskim manipulacijama te
deriviranjem i integriranjem (konvergentni redovi potencija mogu
se derivirati i integrirati poput polinoma).

Zadatak

Odredite Maclaurinove redove za 2%, ch x, arctgx i (1 — x)~2.
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Redovi potencija

Iz ovih razvoja se novi dobivaju algebarskim manipulacijama te
deriviranjem i integriranjem (konvergentni redovi potencija mogu
se derivirati i integrirati poput polinoma).

Zadatak

Odredite Maclaurinove redove za 2%, ch x, arctgx i (1 — x)~2.

Redovi potencija se nerijetko mogu iskoristiti i za izratunavanje
suma konvergentnih redova.

>y~

n=0

Jjer se radi o Maclaurinovom razvoju funkcije kosinus u koji je
uvrsten T, te rezultat mora biti cosm = —1-
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Redovi potencija

Ako je dana funkciju na nekom intervalu oko ¢ jednaka
odgovaraju¢em Taylorovom redu, onda ju moZemo aproksimirati
njegovom parcijalnom sumom (Taylorovim polinomom). Pritom je
gredka aproksimacije R,(x) = f(x) — T,(x) obi¢no nepoznata, ali
se moZe procijeniti pomocu formule

M

W, An+1
CES

[Rn(x)] <

gdje je M gornja meda za apsolutnu vrijednost od f("t1)(t) za
t-ove izmedu x i ¢ (tj. |F("1(t)] < M za sve t izmedu x i ¢).

Greska aproksimacije sin x Maclaurinovim polinomom stupnja 3 za
x = 0,1 je najvise 5 - 10~* ~ 4,16667 - 10~5.
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Redovi potencija

Primjer

Ako sin x Zelimo u okolini nule aproksimirati s T3(x) = x — g—? tako
da greska bude najvise reda 0,001, na kojem intervalu to moZemo
postici?
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Redovi potencija

Primjer

Ako sin x Zelimo u okolini nule aproksimirati s T3(x) = x — g—? tako
da greska bude najvise reda 0,001, na kojem intervalu to moZemo
postici?

TraZimo d tako da za |x| < d budemo sigurni da je |R3(x)| < 1073:
’X’4 a3

<2 << < .
S o _24_0,001:>d_0,28845

sint 4

|Rs(x)[ = TR

Dakle, za x € (—0,28845, 0,28845) greska aproksimacije sin x s
T3(x) je manja od 1073,
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Redovi potencija

Virijalna jednadZba stanja za realni plin ima oblik

B C
Vo =RT (1+ — + — + ..., ti.
p <+Vm+V,%+ ) t]
_ RT | RTB _RTC

= p(V,, I
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Redovi potencija

Primjer

U teoriji relativnosti pojavijuje se formula

mocC

1
T o e V1—(v/c)?

m = m(v)

(mo je masa mirovanja).

Pretpostavimo li da je v puno manji od c, aproksimirajmo formulu
s Taylorovim polinomom stupnja dva:

Stavimo x = (v/c)? (sad je x ~ 0 zbog pretpostavke da je v puno

manji od c) pa imamo m(0) = mg, m'(0) = —2, m"(0) = 322 pa
je
mg <v>2+3m0 (v)4
ma~mg— — - (— — (=) -
0 2 c 8 c
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Redovi potencija

Planckov zakon za zralenje crnog tijela glasi

8rh
p(A) = (ot 1) (e;c_ 1)

Tu je p()\) spektralna gustoca energije zralenja valne duljine A\, h
je Planckova konstanta, k Boltzmannova konstanta, c je brzina

svjetlosti, a T temperatura (u Kelvinima). Prije Plancka Rayleigh i
Jeans predloZili su jednostavniju formulu

8mkT
B

no kako bi iz te formule slijedilo da p jako raste kako se valne
duljine pribliZzavaju nuli, i to pri svim temperaturama, slijedilo bi da
sva tijela emitiraju kratkovalno i ultraljubicasto zracenje
(ultraljubidasta katastrofa).

p(A) =
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Redovi potencija

Za velike A je x = ;}(—CT blizu nule. Stoga je aproksimacija e>«T s

prva dva ¢lana Maclaurinova razvoja 1 + /\’,’(—CT dobra (to bolja, tj.
ima to manju gredku, 3to je x bliZi nuli, tj. $to je A veca).



Redovi funkcija
00000000000000000e000

Redovi potencija
. . _hc

Za velike A je x = )\kT blizu nule. Stoga Je aprok5|macua exT s

prva dva ¢lana Maclaurinova razvoja 1 + /\kT dobra (to bolja, tj.

ima to manju gredku, 3to je x bliZi nuli, tj. $to je A veca).

Slijedi da je za velike A nazivnik u Planckovom zakonu pribliZzno

jednak A><2% te Planckov zakon za velike A poprima oblik

AT
8mhc 8wkT
P()\) ~ he 4
A° KT A

§to je to¢no Rayleigh-Jeansova formula.

Pl m(—4)

0.005

SS— Rayleigh—Jeans

0.003 [

0.002

0.001 [-

Am

L
0.00000 0.00005 0.00010 0.00015 0.00020 0.00025
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Redovi potencija

Znajuci da je vjerojatnost da se molekula plina kre¢e nekom
brzinom opisana Maxwell-Boltzmannovom funkcijom gustoce

M 3?2 M2
f(v) =4 2 —
() = b <2wRT) Y ex"( 2RT> ’

koristeci Taylorov red na dvije znaajne znamenke (cijeli postotak)
procijenite vjerojatnost da se molekula dusika pri 25 C krece
brzinom ne vecom od 500 m/s.




Redovi funkcija
000000000000000000e00

Redovi potencija

Primjer

Znajuci da je vjerojatnost da se molekula plina kre¢e nekom
brzinom opisana Maxwell-Boltzmannovom funkcijom gustoce

M 3?2 M2
f(v) =4 2 —
() = b <2wRT) Y ex"( 2RT> ’

koristeci Taylorov red na dvije znaajne znamenke (cijeli postotak)
procijenite vjerojatnost da se molekula duika pri 25"°C kreée
brzinom ne vecom od 500 m/s.

Molarna masa molekule dusika je M = 28,02 g/mol; znamo

R =8,3145 J/(Kmol) i T = 298,15 K. Dakle je za zadanu
situaciju (ne pisemo jedinice jer je vidljivo da se sve krate)

f(v) = 3,032 10 8v?exp (—5,652 - 10 °v?).
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Redovi potencija

Znamo da se vjerojatnost da slu€ajna varijabla opisana funkcijom
gustoée f nade u intervali | ra¢una kao integral od f po /, dakle

500
zadatak je procijeniti P = / f(v)dv.
0
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Redovi potencija

Znamo da se vjerojatnost da slu€ajna varijabla opisana funkcijom

gustoée f nade u intervali | ra¢una kao integral od f po /, dakle
500

zadatak je procijeniti P = f(v)dv.

0
Razvoj u Maclaurinov red za e* povladi

—5,652-107%)" 22 _
n! -

f(v) =3,032-10" 82

n=0

=3,032.10"8v2—1,714-10 13v*+4,843.1071°°—9,124.10" 58+
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Redovi potencija

Znamo da se vjerojatnost da slu€ajna varijabla opisana funkcijom

gustoée f nade u intervali | ra¢una kao integral od f po /, dakle
500

zadatak je procijeniti P = / f(v)dv.

Razvoj u Maclaurinov red za €* povladi

—5,652-107%)" 22 _
n! -

f(v) =3,032-10" 82

n=0

=3,032.10"8v2—1,714-10 13v*+4,843.1071°°—9,124.10" 58+

dakle integriranje &lan po ¢lan daje
P =1,011-10"8500% — 3,427 - 10~ 1#500° + 6,918 - 10~2°500" —

Ra¢unamo redom parcijalne sume za gornji red:



Redovi funkcija
00000000000000000000e

Redovi potencija

n=0: Pp=1,011-10"8500% = 1,26375
n=1: P, = Py — 3,427 - 107 14500° = 0,19281
n=2: P,=P;+6,918-10729500" = 0,73328
n=3: P3=P,—1,014-1072°500° = 0,53523
n=4: P, = P;+...500 = 0,59246

n=>5: Ps=Ps;—...500'3 =0,57878

n=6: Ps=Ps+...500'® =0,58157

n=7 P;=Ps—...500' =0,58108



Redovi funkcija

0000000000000 0000000e

Redovi potencija

n=0:
n=1:
n=2:
n=3:
n=4:
n=>5:
n=6:
n="T:

Py = 1,011 - 108500 = 1,26375

P = Py — 3,427 - 10~ 4500° = 0,19281
P> = P; + 6,918 - 107205007 = 0,73328
P3 = P, — 1,014 - 1072°500° = 0,53523
P4 = P3 +...500' = 0,59246

Ps = P4 —...500'3 = 0,57878

Ps = Ps + ...500'% = 0,58157

P; = Pg — ...500' = 0,58108

S obzirom na to da su se u zadnja dva koraka prve dvije, Stovige tri
znamenke poklopile, zaklju€ujemo da je traZena vjerojatnost 58,1

%.

Egzaktna vrijednost je P = 58,0683... %.
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