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Vrste matrica
®00

Definicija (Matrica)

Matrica je svaka pravokutna tablica realnih (ili kompleksnih)
brojeva. Brojevi u matrici zovu se njenim elementima. Matrice Ciji
elementi su realni brojevi zovemo realnim matricama, a one s
kompleksnim elementima su kompleksne matrice. Matrica je reda
(tipa, dimenzije) m x n ako ima m redaka i n stupaca.

Matrice ograni¢avamo okruglim ili uglatim zagradama, a
oznatavamo ih velikim slovima latinske abecede. Ako je A realna
matrica tipa m X n pisemo:

A€ My,

ili A€ Mp (R). Dakle, My, , = Mp, 5(R) je skup svih realnih
matrica tipa m x n. Skup svih kompleksnih matrica tipa m x n se
oznatava s My, o(C).



Vrste matrica
oe0

Ako je matrica ozna&ena slovom A, broj (element matrice) koji se
nalazi u i-tom retku i j-tom stupcu oznaavamo s a;;. Pise se

A = [ajj]. Uvijek se prvo navodi indeks retka, a onda indeks
stupca. Matrice A i B su jednake matrice ako su istog tipa i

ajj = bjj za sve i, j.

. 2 1 .. .
Matrica A = < 0 1 g > Jjetipa2x3: Ae Mr3. Za tu je
matricu aip = 1, ap3 = 2, a asp ne postoji jer matrica nema treceg
retka.

Definicija (Dijagonala matrice)

Dijagonalu matrice &ine brojevi kojima je indeks retka jednak
indeksu stupca, tj. elementi a;;, i =1,2,....




Vrste matrica
ooe

Matrice kojima je broj redaka jednak broju stupaca (dakle, matrice
tipa 2 x 2, 3 x 3, ...) nazivaju se kvadratnim matricama.

Za kvadratnu matricu s n redaka i stupaca kazemo da je reda
(tipa) n. Skup svih kvadratnih matrica reda n oznacava se s

M, = M,(R), odnosno u kompleksnom slu¢aju s M,(C).

matrice koje imaju samo jedan stupac, tj. matrice tipa m x 1 zovu
se matrice-stupci (stupane matrice). Matrice koje imaju samo
jedan redak (matrice tipa 1 X n) zovu se matrice-retci (retéane
matrice).

1 -3\ 5 L _ . o
A:<0 5),5_ 80 |:c=(2 -4 5+i —2i 0)




Osnovne operacije s matricama

@0000000

Transponiranje

Ako matrici A zamijenimo retke i stupce (,,preklopimo ju preko
dijagonale”), dobivamo njenu transponiranu matricu A’:

Definicija (Transponirana matrica)

Transponirana matrica matrice A = [ajj] € Mp, , je matrica
At € My m koja na poziciji (i,j) ima aj;. Ista definicija vrijedi i za
A € Mpy (C).

.

.

Vrijedi:



Osnovne operacije s matricama
0®000000

Definicija (Simetri¢na matrica)

Realnu matricu A zovemo simetri¢nom ako je jednaka svojoj
transponiranoj matrici, tj. ako je aj = aj; za sve i, j.




Osnovne operacije s matricama
0®000000

Definicija (Simetri¢na matrica)

Realnu matricu A zovemo simetri¢nom ako je jednaka svojoj
transponiranoj matrici, tj. ako je aj = aj; za sve i, j.

A€ Mpp,= At € My m = samo kvadratne matrice mogu biti
simetri¢ne.

Matrica
-2 1 3
A= 1 -1 2
3 2 5

je simetri¢na.




Osnovne operacije s matricama
00®00000

Kod kompleksnih matrica simetri¢nost obi¢no nije zanimljiva, veé
srodno svojstvo hermitske konjugiranosti:

Definicija (Hermitska matrica)

Za matricu A € My, n(C) njena hermitski konjugirana matrica je
matrica A* € Mp m(C) koju iz A dobijemo tako da ju
transponiramo i sve elemente kompleksno konjugiramo (tj. na
poziciji (i,j) u A* je aj).

Kompleksna matrica je hermitska ako je jednaka svojoj hermitski
konjugiranoj matrici (dakle, ako je A = A*).




Osnovne operacije s matricama
00®00000

Kod kompleksnih matrica simetri¢nost obi¢no nije zanimljiva, veé
srodno svojstvo hermitske konjugiranosti:

Definicija (Hermitska matrica)

Za matricu A € My, n(C) njena hermitski konjugirana matrica je
matrica A* € Mp m(C) koju iz A dobijemo tako da ju
transponiramo i sve elemente kompleksno konjugiramo (tj. na
poziciji (i,j) u A* je aj).

Kompleksna matrica je hermitska ako je jednaka svojoj hermitski
konjugiranoj matrici (dakle, ako je A = A*).

| hermitske matrice moraju biti kvadratne.



Osnovne operacije s matricama
00®00000

Kod kompleksnih matrica simetri¢nost obi¢no nije zanimljiva, veé
srodno svojstvo hermitske konjugiranosti:

Definicija (Hermitska matrica)

Za matricu A € My, n(C) njena hermitski konjugirana matrica je
matrica A* € Mp m(C) koju iz A dobijemo tako da ju
transponiramo i sve elemente kompleksno konjugiramo (tj. na
poziciji (i,j) u A* je aj).

Kompleksna matrica je hermitska ako je jednaka svojoj hermitski
konjugiranoj matrici (dakle, ako je A = A*).

| hermitske matrice moraju biti kvadratne.
Sto moZete zakljuliti o dijagonalnim elementima hermitskih
matrica?



Osnovne operacije s matricama
00®00000

Kod kompleksnih matrica simetri¢nost obi¢no nije zanimljiva, veé
srodno svojstvo hermitske konjugiranosti:

Definicija (Hermitska matrica)

Za matricu A € My, n(C) njena hermitski konjugirana matrica je
matrica A* € Mp m(C) koju iz A dobijemo tako da ju
transponiramo i sve elemente kompleksno konjugiramo (tj. na
poziciji (i,j) u A* je aj).

Kompleksna matrica je hermitska ako je jednaka svojoj hermitski
konjugiranoj matrici (dakle, ako je A = A*).

| hermitske matrice moraju biti kvadratne.
Sto moZete zakljuliti o dijagonalnim elementima hermitskih
matrica? Dijagonalni elementi hermitske matrice moraju biti realni.



Osnovne operacije s matricama
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Ponekad se koriste i antisimetritne matrice (matrice sa svojstvom
At = —A) i antihermitske matrice (kompleksne matrice sa

svojstvom A* = —A). Dajte po jedan primjer antisimetri¢ne i
antihermitske matrice!



Osnovne operacije s matricama
0000000

Ponekad se koriste i antisimetritne matrice (matrice sa svojstvom
At = —A) i antihermitske matrice (kompleksne matrice sa
svojstvom A* = —A). Dajte po jedan primjer antisimetri¢ne i
antihermitske matrice!

Zadatak

DokaZite da antisimetri¢ne i antihermitske matrice moraju biti
kvadratne, da na dijagonali antisimetri¢ne matrice moraju biti nule
i da na dijagonali antihermitske matrice moraju biti isto
imaginarni brojevi.




Osnovne operacije s matricama
[e]e]e]e] Telele)

Zbrajanje i oduzimanje matrica




Osnovne operacije s matricama
[e]e]e]e] Telele)

Zbrajanje i oduzimanje matrica

Matrice se mogu zbrajati i oduzimati ako su istog tipa. To se radi
tako da se zbrajaju odnosno oduzimaju elementi na istim
pozicijama:

[a] + [byj] = [aj + b].

[aj] — [by] = [aj — bj]-

Rezultat zbrajanja odnosno oduzimanja realnih/kompleksnih
matrica tipa m x n je realna/kompleksna matrica tipa m x n.
Je li pri zbrajanju matrica bitan redoslijed? Zasto?



Osnovne operacije s matricama
[e]e]e]e] Telele)

Zbrajanje i oduzimanje matrica

Matrice se mogu zbrajati i oduzimati ako su istog tipa. To se radi
tako da se zbrajaju odnosno oduzimaju elementi na istim
pozicijama:

[a] + [byj] = [aj + b].

[ay] — [by] = [a5 — by].
Rezultat zbrajanja odnosno oduzimanja realnih/kompleksnih
matrica tipa m x n je realna/kompleksna matrica tipa m x n.
Je li pri zbrajanju matrica bitan redoslijed? Zasto? Zbrajanje
matrica je komutativno:

A+B=B+A ABEMny,

Vrijedi li
(A+B)+ C=A+(B+C)?



Osnovne operacije s matricama
[e]e]e]e] Telele)

Zbrajanje i oduzimanje matrica

Matrice se mogu zbrajati i oduzimati ako su istog tipa. To se radi
tako da se zbrajaju odnosno oduzimaju elementi na istim
pozicijama:

[a] + [byj] = [aj + b].

[ay] — [by] = [a5 — by].
Rezultat zbrajanja odnosno oduzimanja realnih/kompleksnih
matrica tipa m x n je realna/kompleksna matrica tipa m x n.
Je li pri zbrajanju matrica bitan redoslijed? Zasto? Zbrajanje
matrica je komutativno:

A+B=B+A ABEMny,

Vrijedi li
(A+B)+ C=A+(B+C)?

Za kakve matrice to svojstvo (asocijativnost) vrijedi?



Osnovne operacije s matricama
00000800

Postoji i matrica koja pribrojena svakoj matrici istu ne mijenja?



Osnovne operacije s matricama
00000800

Postoji i matrica koja pribrojena svakoj matrici istu ne mijenja?
Nulmatrice su matrice kojima su svi elementi nule. U svakom
skupu Mp, n (odnosno Mp, ,(C)) postoji po jedna nulmatrica, koju
¢emo oznacavati s Op ». Ona je neutralni element za zbrajanje u
tom skupu:

A40mp=0mn+A=A AE Mnp,.

Zadatak
Rijesite matri¢nu jednadzbu

A+ X =B

ako je

>
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Osnovne operacije s matricama
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Svaka matrica ima suprotnu matricu:
A+ (-A)=—-A+A=0mn

(suprotna matrica je matrica —A koju iz A dobijemo tako da svim
elementima promijenimo predznak).



Osnovne operacije s matricama
00000000

Svaka matrica ima suprotnu matricu:
A+ (-A)=—-A+A=0mn

(suprotna matrica je matrica —A koju iz A dobijemo tako da svim
elementima promijenimo predznak).

Oduzimanje matrica se zapravo definira kao pribrajanje suprotne
matrice: A— B = A+ (—B).

Kako biste neku matricu pomnoZzili s 27



Osnovne operacije s matricama
00000000

Svaka matrica ima suprotnu matricu:
A+ (-A)=—-A+A=0mn

(suprotna matrica je matrica —A koju iz A dobijemo tako da svim
elementima promijenimo predznak).

Oduzimanje matrica se zapravo definira kao pribrajanje suprotne
matrice: A— B= A+ (—B).

Kako biste neku matricu pomnoZili s 27 Svaka matrica moZe se
mnoZiti svakim brojem (skalarom). To se radi tako da se svaki njen
element pomnoZi tim brojem:

alaj] = [aa].

MnoZenje matrice skalarom ne mijenja tip matrice. Pritom, za
realne matrice pod skalarima podrazumijevamo realne brojeve, a za
kompleksne matrice se kao skalari uzimaju kompleksni brojevi.



Osnovne operacije s matricama
0000000e

MnoZenje matrice skalarom

Postoji li broj s kojim moZemo pomnoZziti matricu, a da se pritom
ona ne promijeni?



Osnovne operacije s matricama
0000000e

MnoZenje matrice skalarom

Postoji li broj s kojim moZemo pomnoZziti matricu, a da se pritom
ona ne promijeni?
1-A=A

Koji je rezultat mnoZenja matrice s nulom?



Osnovne operacije s matricama
0000000e

MnoZenje matrice skalarom

Postoji li broj s kojim moZemo pomnoZziti matricu, a da se pritom
ona ne promijeni?
1-A=A

Koji je rezultat mnoZenja matrice s nulom?
0-A=0mn

Koliko je 2A+ 3A? —7A — 7B? Uz koje uvjete na matrice Ai B ti
racuni imaju smisla?



Osnovne operacije s matricama
0000000e

MnoZenje matrice skalarom

Postoji li broj s kojim moZemo pomnoZziti matricu, a da se pritom
ona ne promijeni?
1-A=A

Koji je rezultat mnoZenja matrice s nulom?
0-A=0mn

Koliko je 2A+ 3A? —7A — 7B? Uz koje uvjete na matrice Ai B ti
racuni imaju smisla?

(a+pP)A=aA+ A, a(A+B)=aA+aB

za sve skalare o, f € R i matrice A, B € M, ,, odnosno o, 3 € C i
matrice A, B € My, ,(C). Vrijedi i tzv. kvaziasocijativnost:

a(BA) = (ap)A



Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
0000000000000 0000000

Uvod u vektorske prostore

Primjecujete li kakvu sli¢nost izmedu skupova R, C, (VERRVES
V2(O), V3(O), Mmn i Mpm o(C)?



Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
0000000000000 0000000

Uvod u vektorske prostore

Primjecujete li kakvu sli¢nost izmedu skupova R, C, (VERRVES
V2(0), V3(0), Mm,pn i Mm a(C)?

U svim navedenim skupovima znamo zbrajati njihove elemente
tako da dobijemo element istog skupa, a da pritom zbrajanje ima
uobicajena svojstva.

Nadalje, u svim navedenim skupovima znamo elemente mnoZiti
brojevima (skalarima) tako da dobijemo elemente istog skupa, pri
¢emu u slu€aju € i My, o(C) kao skalare moZemo (ali ne moramo)
koristiti kompleksne brojeve. Pritom u svim navedenim sluajevima
mnoZenje skalarom ima svojstva kao mnoZenje brojeva medusobno.



Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
0000000000000 0000000

Uvod u vektorske prostore

Primjecujete li kakvu sli¢nost izmedu skupova R, C, (VERRVES
V2(0), V3(0), Mm,pn i Mm a(C)?

U svim navedenim skupovima znamo zbrajati njihove elemente
tako da dobijemo element istog skupa, a da pritom zbrajanje ima
uobicajena svojstva.

Nadalje, u svim navedenim skupovima znamo elemente mnoZiti
brojevima (skalarima) tako da dobijemo elemente istog skupa, pri
¢emu u slu€aju € i My, o(C) kao skalare moZemo (ali ne moramo)
koristiti kompleksne brojeve. Pritom u svim navedenim sluajevima
mnoZenje skalarom ima svojstva kao mnoZenje brojeva medusobno.
Kazemo: Gore nabrojani skupovi su vektorski prostori, a njihovi
elementi mogu se zvati vektorima. Imaju li ti vektori iznos, smjer,
orijentaciju?



Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
0000000000000 0000000

Vektorski prostor i vektor

Neka je V' (neprazan) skup &ije elemente Zelimo zvati vektorima.
Osim u vektorskim prostorima V2, V3, V2(0) i V3(0), objekte
koje u nekom kontekstu gledamo kao vektore oznacavamo
jednostavno s v, w, u, .. ..



Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
0000000000000 0000000

Vektorski prostor i vektor

Neka je V' (neprazan) skup &ije elemente Zelimo zvati vektorima.
Osim u vektorskim prostorima V2, V3, V2(0) i V3(0), objekte
koje u nekom kontekstu gledamo kao vektore oznacavamo
jednostavno s v, w, u, .. ..

Ovisno o tome kakav vektorski prostor trebamo, potrebno je
utvrditi (odlu€iti se) koju vrstu brojeva ¢emo uzeti za skalare:
realne ili kompleksne brojeve.



Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
0000000000000 0000000

Vektorski prostor i vektor

Neka je V' (neprazan) skup &ije elemente Zelimo zvati vektorima.
Osim u vektorskim prostorima V2, V3, V2(0) i V3(0), objekte
koje u nekom kontekstu gledamo kao vektore oznacavamo
jednostavno s v, w, u, .. ..

Ovisno o tome kakav vektorski prostor trebamo, potrebno je
utvrditi (odlu€iti se) koju vrstu brojeva ¢emo uzeti za skalare:
realne ili kompleksne brojeve. Vektorski prostor je realan ako su
skalari realni brojevi, a kompleksan ako su skalari kompleksni
brojevi.

Da bismo V zvali vektorskim prostorom, moraju biti definirane
dvije operacije: zbrajanje vektora i mnoZenje vektora skalarom.
Pritom, one moraju imati sljede¢a svojstva: zbroj dva elementa iz
V' (dva vektora) mora opet biti element iz V' (tj. vektor), umnoZak
elementa iz V (vektora) sa skalarom mora biti element iz V' (dakle,
vektor), a te operacije moraju imati ve¢ ,,uobitajena” svojstva.



Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
0000000000000 0000000

Vektorski prostor i vektor

Neka je V' (neprazan) skup &ije elemente Zelimo zvati vektorima.
Osim u vektorskim prostorima V2, V3, V2(0) i V3(0), objekte
koje u nekom kontekstu gledamo kao vektore oznacavamo
jednostavno s v, w, u, .. ..

Ovisno o tome kakav vektorski prostor trebamo, potrebno je
utvrditi (odlu€iti se) koju vrstu brojeva ¢emo uzeti za skalare:
realne ili kompleksne brojeve. Vektorski prostor je realan ako su
skalari realni brojevi, a kompleksan ako su skalari kompleksni
brojevi.

Da bismo V zvali vektorskim prostorom, moraju biti definirane
dvije operacije: zbrajanje vektora i mnoZenje vektora skalarom.
Pritom, one moraju imati sljede¢a svojstva: zbroj dva elementa iz
V' (dva vektora) mora opet biti element iz V' (tj. vektor), umnoZak
elementa iz V (vektora) sa skalarom mora biti element iz V' (dakle,
vektor), a te operacije moraju imati ve¢ ,,uobitajena” svojstva.
Formalnije:



Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
00®00000000000000000

Definicija (Vektorski prostor)

Odabrani neprazan skup V' s odabranim skupom skalara (R ili C)
zove se vektorski prostor ako su definirane operacije + i - (zbrajanje
vektord i mnoZenje vektora skalarom) tako da postoji 0 € V tako
da za sve elemente v,w,u iz V' i sve skalare o, [ vrijedi:

v+weV aveV

v+w=w+v l-v=v
(v+w)+u=v+(w+u) (af)v=a(fv) .
v+0=0+v=v v+ (—v)=(-v)+v=0
alv+w)=av+aw (o + pB)v=av+ pw

Neutralni element za zbrajanje, oznaten s 0 € V, zove se
nulvektor. Elementi vektorskog prostora zovu se vektori.




Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
00®00000000000000000

Definicija (Vektorski prostor)

Odabrani neprazan skup V' s odabranim skupom skalara (R ili C)
zove se vektorski prostor ako su definirane operacije + i - (zbrajanje
vektord i mnoZenje vektora skalarom) tako da postoji 0 € V tako
da za sve elemente v,w,u iz V' i sve skalare o, [ vrijedi:

v+weV aveV

v+w=w+v l-v=v
(v+w)+u=v+(w+u) (af)v=a(fv) .
v+0=0+v=v v+ (—v)=(-v)+v=0
alv+w)=av+aw (o + pB)v=av+ pw

Neutralni element za zbrajanje, oznaten s 0 € V, zove se
nulvektor. Elementi vektorskog prostora zovu se vektori.

Iz definicijskih svojstava mogu se izvesti i druga ofekivana svojstva,
primjerice daje 0-v =0, —v =(—1) - v, .... Preko suprotnog
vektora definira se i oduzimanje vektora: v — w = v + (—w).



Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
000@0000000000000000

Zadatak

Cini li skup svih matrica vektorski prostor? Zasto?




Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
0000000000000 0000000

Zadatak

Cini li skup svih matrica vektorski prostor? Zasto?

Zadatak

Postoji li vektorski prostor s konaéno mnogo elemenata?




Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
000@0000000000000000

Zadatak

Cini li skup svih matrica vektorski prostor? Zasto?

Zadatak

Postoji li vektorski prostor s konaéno mnogo elemenata?

Zadatak

Kako biste definirali zbrajanje i mnoZenje skalarom V3, V2 R, C,
R", C", My n(R), Mm n(C), skupu svih realnih funkcija® s istom
domenom? Koji od tih skupova su tako postali realni ili kompleksni
vektorski prostori? Koji elementi su nulvektori u tim vektorskim
prostorima?

“MoZete se ograniciti samo na integrabilne, neprekidne ili derivabilne.




Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
0000@000000000000000

Linearne kombinacije

Ako su 3 i b baza za V2, onda se svaki vektor iz V2 moZe zapisati
kao x3+ yb za jedinstveno odredene (realne) skalare x i y.




Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
0000@000000000000000

Linearne kombinacije

Ako su 3 i b baza za V2, onda se svaki vektor iz V2 moZe zapisati
kao x3 + yb za jedinstveno odredene (realne) skalare x i y.

Definicija (Linearna kombinacija)

Linearna kombinacija jednog ili vise vektora je vektor koji je zbroj
tih vektora pomnoZenih s nekim skalarima.

Zadatak

Sto bi bila linearna kombinacija dviju derivabilnih funkcija sa
zajedni¢kom domenom? Sto bi bila linearna kombinacija jednog
kompleksnog broja? Zapisite opCi oblik linearne kombinacije dviju
kvadratnih matrica reda 2!

.




Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
00000@00000000000000

Zadatak

MoZete Ii koristeci izraz ,linearna kombinacija” opisati sto je to
polinom? Linearna jednadZba s n nepoznanica? U kojim
vektorskim prostorima su to linearne kombinacije?




Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
00000@00000000000000

Zadatak

MoZete Ii koristeci izraz ,linearna kombinacija” opisati sto je to
polinom? Linearna jednadZba s n nepoznanica? U kojim
vektorskim prostorima su to linearne kombinacije?

Za operacije koje se rade pri izjednacavanju redoks-reakcija preko
polujednadZzbi oksidacije i redukcije moZe se reci: racuna se odredena
linearna kombinacija polujednad?bi oksidacije i redukcije.

Sli¢no, Hessov zakon moZemo formulirati i ovako: ako se neka reakcija
moZe zapisati kao linearna kombinacija nekih drugih reakcija, onda je
reakcijski gradijent bilo koje ekstenzivne veli¢ine stanja (primjerice,
reakcijska entalpija ili reakcijska Gibbsova energija) jednak linearnoj
kombinaciji reakcijskih gradijenata te iste veli¢ine pojedinih reakcija, i to
s istim koeficijentima: ako je reakciju R moguce zapisati kao ) . o;jR;,
onda je A,Y =) . aiA,;Y zaY =H,G,....
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Potprostori

Skup svih polinoma (gledanih kao funkcija s R u R) je vektorski
prostor, no on je ujedno podskup vektorskog prostora svih
(derivabilnih/neprekidnih) funkcija s R u R.
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Potprostori

Skup svih polinoma (gledanih kao funkcija s R u R) je vektorski
prostor, no on je ujedno podskup vektorskog prostora svih
(derivabilnih/neprekidnih) funkcija s R u R.

Ako podskup S vektorskog prostora V' ima svojstvo da su sve
linearne kombinacije elemenata iz S elementi iz S (S je , zatvoren

na linearne kombinacije"), kazemo da je S potprostor od V
(S < V).

Zadatak

PokaZite da je skup svih rjeSenja sustava x +y +z =0,
5x — y + 2z = 0 potprostor od R3, ali da skup svih rjeSenja sustava
x —y =5, x4+ y =1 nije potprostor od R?.
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Koja dva potprostora ima svaki vektorski prostor?
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Zadatak

Koja dva potprostora ima svaki vektorski prostor?

—

Trivijalni potprostori od V su sam V i {0}; ostali potprostori od V
nazivaju se pravim potprostorima.

= 4 2 = . - .
Zad# 0 je{xa:x € R} pravi potprostor od V3 (ili V2). Sli¢no,
ako su 3 i b dva fiksna vektora iz V3, onda je {xd+yb: x,y € R}
pravi potprostor od V3.

Zadatak
Navedite po jedan pravi potprostor realnih v. p. C i M.
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Zadatak

Koja dva potprostora ima svaki vektorski prostor?

Trivijalni potprostori od V su sam V i {0}; ostali potprostori od V
nazivaju se pravim potprostorima.

= 4 2 = . - .
Zad# 0 je{xa:x € R} pravi potprostor od V3 (ili V2). Sli¢no,
ako su 3 i b dva fiksna vektora iz V3, onda je {xd+yb: x,y € R}
pravi potprostor od V3.

Zadatak
Navedite po jedan pravi potprostor realnih v. p. C i M.

Zadatak

PokaZite da je skup svih rjeSenja diferencijalne jednadZbe
y' + a(x)y = 0 pravi potprostor prostora svih derivabilnih
f:R—R.
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Skup svih rjeSenja homogenog sustava linearnih jednadZbi s n
nepoznanica je vektorski prostor, to¢nije potprostor od R".
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Skup svih rjeSenja homogenog sustava linearnih jednadZbi s n
nepoznanica je vektorski prostor, to¢nije potprostor od R".

Iz perspektive koristenja baza (odnosno koordinata), kolinearnost
odnosno komplanarnost su nepoZeljna svojstva skupova vektora u
vektorskim prostorima geometrijskih vektora.
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Skup svih rjeSenja homogenog sustava linearnih jednadZbi s n
nepoznanica je vektorski prostor, to¢nije potprostor od R".

Iz perspektive koristenja baza (odnosno koordinata), kolinearnost
odnosno komplanarnost su nepoZeljna svojstva skupova vektora u
vektorskim prostorima geometrijskih vektora.

Dva geometrijska vektora su kolinearna to¢no ako se svaki od njih
moZe zapisati kao (jedno&lana) linearna kombinacija drugog:

FxBb=0sb=x3.

Sli¢no, tri geometrijska vektora su komplanarna to¢no ako se svaki
od njih moZe zapisati kao linearna kombinacija druga dva:

T bxc=0&7C=xd+yw.

= = = =
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Linearna (ne)zavisnost

Kolinearnost i komplanarnost geometrijskih vektora su posebni
slu¢ajevi linearne zavisnosti:

Definicija (Linearna (ne)zavisnost)

Konac&an skup vektora je linearno zavisan ako se (bar) jedan od
vektora tog skupa moZe zapisati kao linearna kombinacija ostalih
vektora (alternativno: ako se nulvektor moZe zapisati kao njihova
linearna kombinacija na netrivijalan nacin). Skup vektora koji nije
linearno zavisan zove se linearno nezavisan skup.
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Linearna (ne)zavisnost

Kolinearnost i komplanarnost geometrijskih vektora su posebni
slu¢ajevi linearne zavisnosti:

Definicija (Linearna (ne)zavisnost)

Konac&an skup vektora je linearno zavisan ako se (bar) jedan od
vektora tog skupa moZe zapisati kao linearna kombinacija ostalih
vektora (alternativno: ako se nulvektor moZe zapisati kao njihova
linearna kombinacija na netrivijalan nacin). Skup vektora koji nije
linearno zavisan zove se linearno nezavisan skup.

.

Zadatak

MoZe Ii skup vektora koji sadrZi nulvektor biti linearno nezavisan?
Uz koji uvjet je jednoclani skup vektora linearno nezavisan? A
dvoclani?

\
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Zadatak

Postoji li u My &etvero&lani linearno nezavisan skup? A
peteroclani? Postoji i u C kao realnom vektorskom prostoru
dvollani linearno nezavisan skup? A troclani? Postoji Ii u R"
n-&lani linearno nezavisan skup? A (n+ 1)-&lani?
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Zadatak

Postoji li u My &etvero&lani linearno nezavisan skup? A
peteroclani? Postoji i u C kao realnom vektorskom prostoru
dvollani linearno nezavisan skup? A troclani? Postoji Ii u R"
n-&lani linearno nezavisan skup? A (n+ 1)-&lani?

Zadatak

Uz koji uvjest su dvije eksponencijalne funkcije s razli¢itim bazama
linearno nezavisne?

.
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Dimenzija i baza vektorskog prostora

Definicija (Dimenzija i baza)

Najveci broj elemenata koje u danom vektorskom prostoru moZe
imati neki linearno nezavisan skup vektora zove se dimenzijom
prostora. Svaki linearno nezavisan skup koji ima elemenata kolika
je dimenzija prostora je baza prostora.
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Dimenzija i baza vektorskog prostora

Definicija (Dimenzija i baza)

Najveci broj elemenata koje u danom vektorskom prostoru moZe
imati neki linearno nezavisan skup vektora zove se dimenzijom
prostora. Svaki linearno nezavisan skup koji ima elemenata kolika
je dimenzija prostora je baza prostora.

Pravac (V1, V1(0)) je jednodimenzionalan er su svaka dva
ne-nulvektora na pravcu kolinearni, tj. linearno zavisni, ravnina
(V?, V?(0)) je dvodimenzionalna— lako nademo dva
nekolinearna vektora, ali svaki treci je s njima komplanaran, a nas
uobiajeni prostor (V3, V3(0)) je trodimenzionalan.




Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
000000000000e0000000

Napomena

Postoje vektorski prostori beskonacne dimenzije, primjerice skup
svih funkcija f : R — R.

Zadatak

MoZe Ii baza prostora s konacnom dimenzijom biti njegov
potprostor?
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Napomena

Postoje vektorski prostori beskonacne dimenzije, primjerice skup
svih funkcija f : R — R.

MoZe Ii baza prostora s konacnom dimenzijom biti njegov
potprostor?

Nadite po jednu bazu za V2, C (kao realni i kao kompleksni
prostor), M 3, R®, za prostor svih polinoma stupnja < 3 te za
skup rjesenja sustava x +y +z =0, 5x — y +2z = 0. Koje su
dimenzije tih prostora? A Sto je s prostorom svih neprekidnih
realnih funkcija sa zajedni¢ckom domenom?

\,
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Napomena

Postoje vektorski prostori beskonacne dimenzije, primjerice skup
svih funkcija f : R — R.

MoZe Ii baza prostora s konacnom dimenzijom biti njegov
potprostor?

Nadite po jednu bazu za V2, C (kao realni i kao kompleksni
prostor), M 3, R®, za prostor svih polinoma stupnja < 3 te za
skup rjesenja sustava x +y +z =0, 5x — y +2z = 0. Koje su
dimenzije tih prostora? A Sto je s prostorom svih neprekidnih
realnih funkcija sa zajedni¢ckom domenom?

Glavna korist baza je da se za odabranu bazu (koja se sastoji od
"relativno’ malo vektora) svi vektori danog prostora mogu
iednoznac¢no opisati kao linearne kombinacije vektora baze.
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Kanonske baze

Kanonska baza za R"” odnosno C” je skup {ej, e, ..., ey} vektora
iz tog prostora koji su oblika: e; na i-toj poziciji ima broj 1, a na
svim ostalim nule. Da je to baza vidi se po tome $to je prikaz

(x1,x2,...,xn) = x1(1,0,0,...,0,0) + x2(0,1,0,...,0,0) + ...

...+ x,(0,0,0,...,0,1) =
= X161 + X262 + ...+ Xn€p

mogu¢ i jedinstven za svaki vektor (x1,x2,...,Xp) € R" odnosno
(x1,x2,...,%,) € C".
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Kanonske baze

Kanonska baza za R"” odnosno C” je skup {ej, e, ..., ey} vektora
iz tog prostora koji su oblika: e; na i-toj poziciji ima broj 1, a na
svim ostalim nule. Da je to baza vidi se po tome $to je prikaz

(x1,x2,...,xn) = x1(1,0,0,...,0,0) + x2(0,1,0,...,0,0) + ...

...+ x,(0,0,0,...,0,1) =
= X161 + X262 + ...+ Xn€p

mogu¢ i jedinstven za svaki vektor (x1,x2,...,Xp) € R" odnosno
(x1,x2,...,%,) € C".

Kolika je dimenzija vektorskog prostora M, ,? Matrice Ejj € Mp, 5
koje na svim pozicijama osim (/,/) imaju nule, a na toj poziciji
imaju 1, &ine kanonsku bazu od M, ;.
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Kanonske baze

Kanonska baza za R"” odnosno C” je skup {ej, e, ..., ey} vektora
iz tog prostora koji su oblika: e; na i-toj poziciji ima broj 1, a na
svim ostalim nule. Da je to baza vidi se po tome $to je prikaz

(x1,x2,...,xn) = x1(1,0,0,...,0,0) + x2(0,1,0,...,0,0) + ...

...+ x,(0,0,0,...,0,1) =
= X161 + X262 + ...+ Xn€p

mogu¢ i jedinstven za svaki vektor (x1,x2,...,Xp) € R" odnosno
(x1,x2,...,%,) € C".
Kolika je dimenzija vektorskog prostora M, ,? Matrice Ejj € Mp, 5
koje na svim pozicijama osim (/,/) imaju nule, a na toj poziciji
imaju 1, &ine kanonsku bazu od M, ;.
Kanonska desna ortonormirana baza u prostoru V3 odnosno

3 By - =
V3(0) oznatavases{ i, j, k}.



Vektorski prostori: definicija i osnovna svojstva
0000000000000 0e00000

Koordinate

Definicija

Koordinate vektora obzirom na neku bazu su koeficijenti u prikazu
tog vektora kao linearne kombinacije vektora baze.
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Koordinate

Definicija
Koordinate vektora obzirom na neku bazu su koeficijenti u prikazu
tog vektora kao linearne kombinacije vektora baze.

Za vektore iz R" odnosno C" te iz My, , i M, 5(C) se njihove
koordinate obzirom na kanonsku bazu podudaraju s njihovim
¢lanovima/elementima (npr. (1,2, 3,4) obzirom na kanonsku bazu

od R"” ima koordinate redom 1, 2, 3 i 4, a matrica 111 125 2
obzirom na kanonsku bazu od M, 3 ima koordinate redom 1, 2, 3,

4,5, 6).

Zadatak

Koje su koordinate vektora (1,2,3,4) € R* obzirom na bazu
(1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,1,0), (1,1,1,1).
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Vazno! Dok ne znamo na koju se bazu odnose, zadane koordinate
mogu predstavljati bilo koji vektor u danom vektorskom prostoru ili

¢ak u bilo kojem prostoru dimenzije koja odgovara broju
koordinata.
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Vazno! Dok ne znamo na koju se bazu odnose, zadane koordinate
mogu predstavljati bilo koji vektor u danom vektorskom prostoru ili

¢ak u bilo kojem prostoru dimenzije koja odgovara broju
koordinata.

Koja je dimenzija prostora rjeSenja sustava x +y + z =0,
5x — y + 2z = 07 Nadite jednu bazu za taj prostor. Koje su

koordinate rjeSenja (—3,—3,6) tog sustava obzirom na bazu koju
ste odabrali?
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Vazno! Dok ne znamo na koju se bazu odnose, zadane koordinate
mogu predstavljati bilo koji vektor u danom vektorskom prostoru ili
¢ak u bilo kojem prostoru dimenzije koja odgovara broju
koordinata.

Zadatak

Koja je dimenzija prostora rjeSenja sustava x +y + z =0,
5x — y + 2z = 07 Nadite jednu bazu za taj prostor. Koje su

koordinate rjeSenja (—3,—3,6) tog sustava obzirom na bazu koju
ste odabrali?

Zadatak

_>
Uz koje uvjete je skup {@,d + b} baza za V2?

\
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Rang matrice

U matrici A = ( g _11 g > moZemo njene retke shvatiti kao
dva vektora (2,1,3) i (0,—1,2) u R3, a njene stupce kao tri

vektora (2,0), (1,—1) i (3,2) u R2.
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Rang matrice

2 1

0 -1 2
dva vektora (2,1,3) i (0,—1,2) u R3, a njene stupce kao tri
vektora (2,0), (1,—1) i (3,2) u R2.

U matrici A = < ) moZemo njene retke shvatiti kao

.

Definicija (Rang matrice)

Ako retke matrice (ili njene stupce) shvatimo kao vektore, rang
matrice je broj linearno nezavisnih redaka (odnosno stupaca) te
matrice.

€

Napomena

Nije ocito, ali moZe se dokazati da ¢emo istu vrijednost ranga
dobiti ako u gornjoj definiciji uzimamo retke ili stupce.

= = = = =

.
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Ako je matrica tipa 3 x 3 koliki je njen najveéi moguéi rang? A ako
je tipamx n?
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Ako je matrica tipa 3 x 3 koliki je njen najveéi moguéi rang? A ako
je tipamx n?

Rang matrice odredujemo tako da matricu podvrgnemo
elementarnim transformacijama (moZe i na stupcimal!) sve dok ne
postignemo da su u njoj svi elementi nule osim eventualno na
dijagonalnim mjestima. Broj nenul elemenata na dijagonali je rang
matrice.

Zelimo li za neke vektore utvrditi jesu li linearno zavisni ili ne,
ukoliko su dani u koordinatnom obliku, dovoljno je zapisati ih kao
stupce matrice i odrediti joj rang.

Ispitajte cine Ii vektori (2,—1,0,1), (1,2,3,4), (1,1,1,0) i
(0,1,0,0) bazu prostora R*. PrikaZite vektor (1,0,0,0) te
proizvoljni vektor (x,y,z,w) u toj bazi!
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Dva vektorska prostora su izomorfna ako do na smisao/vrstu
vektora i operacija s njima nema razlika medu njima. Smisao je
sli¢an kemijskom: izomorfnost znadi jednakost struktura, ali
dopusta razli¢itost sadrZaja.

Vektorski prostori R, M5 1(R), V3 i V3(0) su izomorfni. Prva dva
su izomorfni jer iako su elementi prvog oblika (x,y, z), a elementi
X
drugog oblika | y |, operacije se izvode po istim
z
pravilima —razlika je samo u stilu zapisa. Putem koordinatizacije
V3 odnosno V3(0) moZe se provjeriti da su i oni izomorfni s R3.

Opcenito, vektorski prostori R” i My, 1(R) odnosno C” i M, 1(C)
su izomorfni. Zapravo: svi realni vektorski prostori iste (kona¢ne)
dimenzije su izomorfni pa stoga prostore R” ili M, 1(R) (ovisno o
tom s kojim nam je trenutno jednostavnije raditi) moZemo
csmatrati norototinovima realnih n-dimenzionalnih prostora
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Svaki My, , je izomorfan s R™" —to se vidi tako da matricu
shvatimo kao (m - n)-torku jednostavnim nabrajanjem njenih

d
shvatiti i kao uredene etvorke (a, b, ¢, d) bez da ima bitnih
promjena u zbrajanju i mnoZenju skalarom (zbroju dviju matrica
odgovara zbroj odgovarajucih &etvorki, a produktu matrice
skalarom odgovara produkt odgovarajuce Eetvorke s tim skalarom),
pa su My i R* izomorfni.

Ako nas zanima jesu li matrice b1 5 A
zanima jesu li | 12 \o o)

. . . a b .
elemenata po retcima. Primjerice, matrice ( moZemo
c

( (1) 8 > linearno zavisne, zbog izomorfnosti M, s R*, treba

ispitati linearnu nezavisnost &etvorki (0,1, —1,2), (5,11,0,0) i
(1,0,0,0).
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