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Matrice linearnog operatora

Neka je A:V — W linearan operator, gdje su V i W konacnih
dimenzija.

Znamo: Djelovanje linearnog operatora A uvijek je dovoljno zadati
na vektorima jedne baze {e1,...,en} domene. Pripadni rezultati
su Aer, Aes, ..., Aen, $to su vektori u kodomeni. Stoga se svaki
od njih moZe (jednozna(:no) zapisati kao linearna kombinacija
elemenata neke odabrane baze {fi,...,f,}. kodomene.
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Matrice linearnog operatora

Neka je A:V — W linearan operator, gdje su V i W konacnih
dimenzija.

Znamo: Djelovanje linearnog operatora A uvijek je dovoljno zadati
na vektorima jedne baze {e1,...,en} domene. Pripadni rezultati
su Aer, Aes, ..., Aen, $to su vektori u kodomeni. Stoga se svaki
od njih moZe (jednozna(:no) zapisati kao linearna kombinacija
elemenata neke odabrane baze {fi,...,f,}. kodomene.

Definicija

Matrica linearnog operatora A s obzirom na odabrane baze domene
i kodomene je matrica A u kojoj se redom u stupcima nalaze
koordinate slika vektora odabrane baze domene, sve u odabranoj
bazi kodomene.

Kad je V = W, uobilajeno je uzeti istu bazu u domeni i kodomeni.
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Neka je M : V3 — V3 zrcaljenje prostora obzirom na neku
ravninu. Neka je odabran ortogonalni koordinatni sustav tako da je
ta ravnina (y, z)-ravnina. Koja je matrica tog operatora?
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Neka je M : V3 — V3 zrcaljenje prostora obzirom na neku
ravninu. Neka je odabran ortogonalni koordinatni sustav tako da je
ta ravnina (y, z)-ravnina. Koja je matrica tog operatora?

Ako je dimV = ni dim W = m, koliko koordinata ima element
domene? Kodomene?
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Neka je M : V3 — V3 zrcaljenje prostora obzirom na neku
ravninu. Neka je odabran ortogonalni koordinatni sustav tako da je
ta ravnina (y, z)-ravnina. Koja je matrica tog operatora?

Ako je dimV = ni dim W = m, koliko koordinata ima element
domene? Kodomene? Dakle, matrica operatora A ima onoliko
redaka kolika je dimenzija kodomene i onoliko stupaca kolika je
dimenzija domene. Posebno, ako su domena i kodomena iste
dimenzije, matrica linearnog operatora je kvadratna.
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Neka je M : V3 — V3 zrcaljenje prostora obzirom na neku
ravninu. Neka je odabran ortogonalni koordinatni sustav tako da je
ta ravnina (y, z)-ravnina. Koja je matrica tog operatora?

Ako je dimV = ni dim W = m, koliko koordinata ima element
domene? Kodomene? Dakle, matrica operatora A ima onoliko
redaka kolika je dimenzija kodomene i onoliko stupaca kolika je
dimenzija domene. Posebno, ako su domena i kodomena iste
dimenzije, matrica linearnog operatora je kvadratna. Kakve su
matrice linearnih funkcionala?

Zadatak

Neka je V' skup svih linearnih kombinacija dviju eksponencijalnih
funkcija s razli¢itim bazama. Argumentirajte da se radi o
potprostoru prostora svih beskonacno mnogo puta derivabilnih
funkcija s R u R. Koja mu je dimenzija? Odaberite jednu bazu i s

obzirom na tu bazu odredite matricu linearnog operatora
A \ s . s
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Linearni operatori na beskonanodimenzionalnim prostorima

U kvantnoj mehanici se dinamic¢ke veli¢ine klasi¢ne mehanike
predstavljaju linearnim operatorima koji djeluju na vektorskom
prostoru valnih funkcija. Primjerice, kvantnomehani&ki operatori za
kineti¢ku i potencualnu energiju pri gibanju po pravcu su

T=-0 . &tV Vyx ) = V(x) - (x). Ukupnoj energiji
odgovara Ilnearan operator H = T + V (Hamiltonijan).
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Linearni operatori na beskonanodimenzionalnim prostorima

U kvantnoj mehanici se dinamic¢ke veli¢ine klasi¢ne mehanike
predstavljaju linearnim operatorima koji djeluju na vektorskom
prostoru valnih funkcija. Primjerice, kvantnomehani&ki operatori za
kineti¢ku i potencualnu energiju pri gibanju po pravcu su

T=-0 . &tV Vyx ) = V(x) - (x). Ukupnoj energiji
odgovara Ilnearan operator H = T + V (Hamiltonijan).

Neka je s X oznalen operator koji funkciji pridruZuje njen produkt s
njenom varijablom x. Ako je A= X+ d—dx, argumentirajte da se
radi o linearnom operatoru i izracunajte /A\(exp).




Matrice linearnog operatora
00®00000000

Linearni operatori na beskonanodimenzionalnim prostorima

U kvantnoj mehanici se dinamic¢ke veli¢ine klasi¢ne mehanike
predstavljaju linearnim operatorima koji djeluju na vektorskom
prostoru valnih funkcija. Primjerice, kvantnomehani&ki operatori za
kineti¢ku i potencualnu energiju pri gibanju po pravcu su

T=-0 . &tV Vyx ) = V(x) - (x). Ukupnoj energiji
odgovara Ilnearan operator H = T + V (Hamiltonijan).

Neka je s X oznalen operator koji funkciji pridruZuje njen produkt s
njenom varijablom x. Ako je A= X+ d—dx, argumentirajte da se

radi o linearnom operatoru i izratunajte A(exp).

No, linearni operatori na beskona¢nodimenzionalnim prostorima
nemaju svoje matrice.
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Ovisnost matrice operatora o bazi

Zadatak
Odredite matrice od I i 07 Ovise li one o odabiru baze?
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Ovisnost matrice operatora o bazi

Odredite matrice od I i 07 Ovise li one o odabiru baze?

Definicija

Operatori oblika A:V = V, Av = av za konstantan skalar a
zovu se skalarni operatori.

Ovisi li matrica skalarnog operatora o odabiru baze?
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Ovisnost matrice operatora o bazi

Odredite matrice od I i 07 Ovise li one o odabiru baze?

Definicija

Operatori oblika A:V = V, Av = av za konstantan skalar a
zovu se skalarni operatori.

Ovisi li matrica skalarnog operatora o odabiru baze? Ne. Matrica
skalarnog operatora mnozenja s a u svim bazama ima sve elemente
na dijagonali jednake «, a ostale elemente jednake 0. Takve
matrice zovu se skalarne matrice. Za slu¢aj a = 1 imamo jedini¢ni
operator i odgovaraju¢a se matrica zove jedini¢na matrica, a za
a=—1 (i V = V3(0)) imamo operator centralne simetrije.
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Zadatak

Odredite matricu operatora projekcije P : V3(0) — V3(0) koji
svakoj toc¢ki prostora pridruZuje njenu ortogonalnu projekciju na
(x, y)-ravninu, uz pretpostavku da je odabrana baza ortogonalna.




Matrice linearnog operatora
0000®000000

Zadatak

Odredite matricu operatora projekcije P : V3(0) — V3(0) koji
svakoj toc¢ki prostora pridruZuje njenu ortogonalnu projekciju na
(x, y)-ravninu, uz pretpostavku da je odabrana baza ortogonalna.

Zadatak

Linearan operator A:R* = R* zadan je kao tzv. pomak ulijevo:
(x1,x2, X3, xa) — (X2, x3, Xa,0). Odredite njegove matrice s
obzirom na kanonsku bazu i s obzirom na bazu a = (4,0, 3,0),
b=(-2,1,0,0), c = (0,0,-1,1) i d = (0,1,0,2).

Ako uzmemo kanonsku bazu, imamo redom

A(1,0,0,0) = (0,0,0,0), A(0,1,0,0) = (1,0,0,0),

A(0,0,1,0) = (0,1,0,0), A(0,0,0,1) = (0,0,1,0), pa je s obzirom
na kanonsku bazu matrica nadeg operatora
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ZAa drugu navedenu bazg imamo redom Aa = (0,3,0,0) = vy,
Ab = (1,0,0,0) = v, Ac = (0,—1,1,0) = v3,
Ad = (1,0,2,0) = v4, no
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nije traZzena matrica. Zasto?
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ZAa drugu navedenu bazg imamo redom Aa = (0,3,0,0) = vy,
Ab = (1,0,0,0) = v, Ac = (0,—1,1,0) = v3,
Ad = (1,0,2,0) = v4, no
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nije traZzena matrica. Zasto?
Vektorima vy, vo, v3, v4 treba nadi koordinate u bazi {a, b, ¢, d}:
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4 -2 00/01 01 1000/ 6 1 -3 -1
0 1 01|30 -10| 010012 3 -6 —3
3 0-10/00 12 0010[18 3 -10 -5
0 0 12(00 00 0001/-9 -3 5 23

Kao s$to i koordinate pojedinacnih vektora opcenito ovise o odabiru
baze vektorskog prostora, tako i brojevi u matrici linearnog
operatora ovise o odabiru baze domene i kodomene.



Matrice linearnog operatora
000000e0000

4 -2 00/01 01 1000/ 6 1 -3 -1
0 1 01|30 -10| 010012 3 -6 —3
3 0-10/00 12 001 18 3 -10 -5
0 0 12(00 00 0001/-9 -3 5 23

Kao s$to i koordinate pojedinacnih vektora opcenito ovise o odabiru
baze vektorskog prostora, tako i brojevi u matrici linearnog
operatora ovise o odabiru baze domene i kodomene.

)

(Y%
Jedini¢ni operator I : V5(0) — V5(0) u svim bazama ima matricu

(07)

Matrice operatora simetrije na V(O
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Matrice zrcaljenja ravnine

Pogledajmo sad zrcaljenje M s obzirom na os kroz O. Tada ako je
moguce biramo ortogonalnu bazu {7, b }, tako da os simetrije
bude jedna od dvije koordinatne osi.
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Matrice zrcaljenja ravnine

Pogledajmo sad zrcaljenje M s obzirom na os kroz O. Tada ako je
moguce biramo ortogonalnu bazu {7, b }, tako da os simetrije
bude jedna od dvije koordinatne osi.

Akoie 0s zrcaIJenJa Xx-0s, pisemo M,. Tada je M3 =73 i

My b = — b
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Matrice zrcaljenja ravnine

Pogledajmo sad zrcaljenje M s obzirom na os kroz O. Tada ako je
moguce biramo ortogonalnu bazu {7, b }, tako da os simetrije
bude jedna od dvije koordinatne osi.

Akoie 0s zrcaIJenJa Xx-0s, pisemo M,. Tada je M3 =73 i

My b = — b
Ako j Je os zrcaljenja y-os, pisemo I\/I Tada je I\/I d=—73i
Wb =b.

Dakle, matrice operatora zrcaljenja ravnine s obzirom na jednu od
koordinatnih osi, uz pretpostavku da je baza ortogonalna, su

1 0 -1 0
I\/IX—<0 _1> odnosno,My—< 0 1).
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Matrica rotacija ravnine

Neka je R, rotacija ravnine oko Q)za kut a. Ako je moguce, onda
biramo ortonormiranu bazu { /', j }. Onda je

Rai = cos(a)i +sin(a)j i Raj = — sin(a)i + cos(e)j.
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Matrica rotacija ravnine

Neka je R, rotacija ravnine oko Q)za kut a. Ako je moguce, onda
biramo ortonormiranu bazu { /', j }. Onda je

Rai = cos(a)i +sin(a)j i Raj = — sin(a)i + cos(e)j.
y

I
Operator rotacije ravnine oko O
S b pad N za kut «a, uz odabir
pab \ . . )
; \ x ortonormirane baze, ima matricu
l ——
\ @ 1

, cosa —sina
\ ’ . .
AN S sin COS (v
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Matrice operatora simetrije na V3(O)

Jedini¢ni operator I : V5(0) — V3(0) i centralna simetrija
i:V3(0) — V3(0) u svim bazama imaju matrice

1 00
010 odnosno 0O -1 0
0 01
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Matrice operatora simetrije na V3(O)

Jedini¢ni operator I : V5(0) — V3(0) i centralna simetrija
i:V3(0) — V3(0) u svim bazama imaju matrice

1 00
010 odnosno 0O -1 0
0 01

Operator zrcaljenja V3(0) s obzirom na (x, y)-ravninu, uz
pretpostavku da je z-os okomita na (x, y)-ravninu, ima matricu

10 0
My=|01 0
00 —1
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Operator rotacije V3(0O) oko z-osi za kut «, uz odabir ortogonalne
baze u kojoj vektori koji odreduju x- i y-os imaju istu duljinu, ima

matricu
cosae —sina 0
Ry o = sinae cosa O
0 0 1

Neka je dana ortonormirana baza za V3(0). Odredite matricu
rotoinverzije s kutom 30°, ako je os rotoinverzije x-os.
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Operator rotacije V3(0O) oko z-osi za kut «, uz odabir ortogonalne
baze u kojoj vektori koji odreduju x- i y-os imaju istu duljinu, ima

matricu
cosae —sina 0
Ry =1 sina cosa 0
0 0 1

Zadatak

Neka je dana ortonormirana baza za V3(0). Odredite matricu
rotoinverzije s kutom 30°, ako je os rotoinverzije x-os.

Teorem

S obzirom na svaku ortonormiranu bazu, matrica svakog operatora
simetrije je ortogonalna matrica.
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Koja korist od matrice operatora?

Recimo da nas zanima na koju poziciju se zarotira neka to¢ka
prostora T, odnosno njezin radij-vektor = OT, ako se radi o
rotaciji li’y prostora oko y-osi za kut od 45°, uz pretpostavku da je
odabrana baza ortonormirana.
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Koja korist od matrice operatora?

Recimo da nas zanima na koju poziciju se zarotira neka to¢ka
prostora T, odnosno njezin radij-vektor = OT, ako se radi o
rotaciji li’y prostora oko y-osi za kut od 45°, uz pretpostavku da je
odabrana baza ortonormirana. Vektor 7 ima neke koordinate
[x,y, z] obzirom na tu bazu. Kako je f?y linearan operator, znamo

A O
R,7 =xR,(i)+yR,(j)+zR,(K).
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Koja korist od matrice operatora?

Recimo da nas zanima na koju poziciju se zarotira neka to¢ka
prostora T, odnosno njezin radij-vektor = OT, ako se radi o
rotaciji li’y prostora oko y-osi za kut od 45°, uz pretpostavku da je
odabrana baza ortonormirana. Vektor 7 ima neke koordinate
[x,y, z] obzirom na tu bazu. Kako je f?y linearan operator, znamo
R, 7 = xR, () +yR(T) + 2R (k).

S druge strane, matrica nadeg linearnog operatora je

V2/2 0 —/2/2
R, = 0 1 0
V2/2 0 2/2
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Koja korist od matrice operatora?

Recimo da nas zanima na koju poziciju se zarotira neka to¢ka
prostora T, odnosno njezin radij-vektor = OT, ako se radi o
rotaciji li’y prostora oko y-osi za kut od 45°, uz pretpostavku da je
odabrana baza ortonormirana. Vektor 7 ima neke koordinate

[x,y, z] obzirom na tu bazu. Kako je f%y linearan operator, znamo
5 7 5 5 ~ =
R, 7 =xR,(i)+yR,(j)+zR, (k).

S druge strane, matrica nadeg linearnog operatora je

V2/2 0 —/2/2
R, = 0 1 0
V2/2 0 2/2

R,[x,y, 2] = x[v'2/2,0,v2/2] + y[0,1,0] + z[-v/2/2,0,v/2/2] =
= [(x — 2)V2/2,y, (x + 2)v/2/2].



MnoZenje matrica
0O®00000000

Ako bolje pogledamo, vidimo da je prva koordinata od

I%,? = [X, Y, Z] to¢no skalarni produkt (u R3) prvog retka
matrice R, i (x,y, z), druga koordinata od R, 7 totno skalarni
produkt (u R3®) drugog retka matrice R, i (x,y,z), a treéa
koordinata od l%,? to¢no skalarni produkt (u R3) trec¢eg retka
matrice Ry i (x,y, z).
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Ako bolje pogledamo, vidimo da je prva koordinata od
I%,? = [X, Y, Z] to¢no skalarni produkt (u R3) prvog retka
matrice R, i (x,y, z), druga koordinata od R, 7 totno skalarni
produkt (u R3®) drugog retka matrice R, i (x,y,z), a treéa
koordinata od l%,? to¢no skalarni produkt (u R3) trec¢eg retka
matrice Ry i (x,y, z).
Pisemo:

V2/2 0 —/2/2 x (x — 2)v/2/2

0 1 0 1y | = vy
V2/2 0 V2/2 z (x +2)v/2/2
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MnoZenje matrice s matricom-stupcem

A-vzaAce My p,ive M,

Ovo mnoZenje je definirano tako da njegov rezultat daje vektor Av:
Umnozak matrice A linearnog operatora As matricom-stupcem u
kojoj su koordinate vektora v kojeg taj operator preslikava daje
koordinate od A(v).

Pritom se koordinate od v odnose na bazu domene, a koordinate
od Av se odnose na bazu kodomene od A koja je odabrana pri
odabiru matrice A.

Dakle: Ako je A€ My, i v E M,1, umnozak A- v definiramo kao
matricu u Mp, 1 &iji elementi su skalarni produkti (u R") redaka od
Asv.
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MnoZenje matrice s matricom-stupcem

A-vzaAce My p,ive M,

Ovo mnoZenje je definirano tako da njegov rezultat daje vektor Av:
Umnozak matrice A linearnog operatora As matricom-stupcem u
kojoj su koordinate vektora v kojeg taj operator preslikava daje
koordinate od A(v).

Pritom se koordinate od v odnose na bazu domene, a koordinate
od Av se odnose na bazu kodomene od A koja je odabrana pri
odabiru matrice A.

Dakle: Ako je A€ My, i v E M,1, umnozak A- v definiramo kao
matricu u Mp, 1 &iji elementi su skalarni produkti (u R") redaka od
Asv.

Zadatak

Odredite kooordinate vektora 2 i — 5 j ako je na njega
primijenjen operator rotoinverzije s kutom 30° oko x-osi.



MnoZenje matrica
000®000000

Zadatak

Odredite matricu linearnog funkcionala tr : My — Mjs i koristeéi
mnoZenje matrica pokaZite da je trl3 = 3.
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Zadatak

Odredite matricu linearnog funkcionala tr : My — Mjs i koristeéi
mnoZenje matrica pokaZite da je trl3 = 3.

Napomena

Svaka matrica predstavlja neki linearni operator: Neka je
A € Mp, . Definirajmo A: M1 — My 1, Av = A-v. Tada je A
matrica od A s obzirom na kanonske baze u domeni i kodomeni.
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Zadatak

Odredite matricu linearnog funkcionala tr : My — Mjs i koristeéi
mnoZenje matrica pokaZite da je trl3 = 3.

Napomena

Svaka matrica predstavlja neki linearni operator: Neka je
A € Mp, . Definirajmo A: M1 — My 1, Av = A-v. Tada je A
matrica od A s obzirom na kanonske baze u domeni i kodomeni.

Ako je A matrica-redak, ona predstavlja linearni funkcional, pa je
rezultat mnoZenja matrice-retka s matricom-stupcem skalar,
preciznije: 1 X 1-matrica. Pritom, to mnoZenje ima smisla samo
ako



MnoZenje matrica
000®000000

Zadatak

Odredite matricu linearnog funkcionala tr : My — Mjs i koristeéi
mnoZenje matrica pokaZite da je trl3 = 3.

Napomena

Svaka matrica predstavlja neki linearni operator: Neka je
A € Mp, . Definirajmo A: M1 — My 1, Av = A-v. Tada je A
matrica od A s obzirom na kanonske baze u domeni i kodomeni.

Ako je A matrica-redak, ona predstavlja linearni funkcional, pa je
rezultat mnoZenja matrice-retka s matricom-stupcem skalar,
preciznije: 1 X 1-matrica. Pritom, to mnoZenje ima smisla samo
ako su broj redaka matrice-stupca i matrice A jednaki.

Ima li smisla mnoZiti matricu-stupac s matricom-stupcem?



MnoZenje matrica
0000®00000

Zadatak

Kvadrat ima vrhove koji u Kks-u imaju koordinate (0,0), (1,0),
(1,1), (0,1). Matrica M € M, definira M : V2(0) — V?(0).

U kakve &Eetverokute M moze preslikati nas kvadrat? U kakve ne?
Ako je neki drugi kvadrat odreden vrhovima (4,4), (6,2), (8,4),
(6,6), uz koje uvjete na M ce se oba kvadrata preslikati u isti tip
Cetverokuta?
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Zadatak

Kvadrat ima vrhove koji u Kks-u imaju koordinate (0,0), (1,0),
(1,1), (0,1). Matrica M € M, definira M : V2(0) — V?(0).

U kakve &Eetverokute M moze preslikati nas kvadrat? U kakve ne?
Ako je neki drugi kvadrat odreden vrhovima (4,4), (6,2), (8,4),
(6,6), uz koje uvjete na M ce se oba kvadrata preslikati u isti tip
Cetverokuta?

Zadatak

Tzv. opce pozicije u kristalnoj strukturi prostorne grupe Pbcn
(rompski sustav) mogu se zapisati kao koordinate

(m,n,p), (m+1/2,n+1/2,p+1/2), (m+1/2,n,p),
(m,n+1/2,p), (mn,p+1/2), (m+1/2,n+1/2,p),
(m+1/2,n,p+1/2), (m,n+1/2,p+1/2), gdje sum, n il cijeli
brojevi. Zapisite jednu (ne-jedini¢nu) matricu koja (obzirom na
kristalografsku bazu) predstavlja linearan operator simetrije za ovu
kristalnu resetku, tj. takav da se prije i poslije njegovog djelovanja
opée poziciie nalaze na istim miestima.
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MnoZenje matrica opcenito

Ovo mnoZenje je definirano tako da njegov rezultat daje matricu
koja odgovara kompoziciji linearnih operatora A i B.

Uz koji uvjet se dvije funkcije mogu komponirati?
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MnoZenje matrica opcenito

Ovo mnoZenje je definirano tako da njegov rezultat daje matricu
koja odgovara kompoziciji linearnih operatora A i B.

Uz koji uvjet se dvije funkcije mogu komponirati? Kakve stoga
trebaju biti matrice Ai B da bi A- B imalo smisla?
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MnoZenje matrica opcenito

Ovo mnoZenje je definirano tako da njegov rezultat daje matricu
koja odgovara kompoziciji linearnih operatora A i B.

Uz koji uvjet se dvije funkcije mogu komponirati? Kakve stoga
trebaju biti matrice Ai B da bi A- B imalo smisla? Koliko redaka i
stupaca ima A- B?
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MnoZenje matrica opcenito

Ovo mnoZenje je definirano tako da njegov rezultat daje matricu
koja odgovara kompoziciji linearnih operatora A i B.

Uz koji uvjet se dvije funkcije mogu komponirati? Kakve stoga
trebaju biti matrice Ai B da bi A- B imalo smisla? Koliko redaka i
stupaca ima A - B? Podrazumijevamo li da je ,,dolazna” baza od B
ista kao , polazna” od A, definiramo: element na poziciji (1,))
umnoska A - B je skalarni produkt j-tog retka od A i j-tog stupca
od B, oba shvadena kao elementi od R” (odnosno C").
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MnoZenje matrica opcenito

Ovo mnoZenje je definirano tako da njegov rezultat daje matricu
koja odgovara kompoziciji linearnih operatora A i B.

Uz koji uvjet se dvije funkcije mogu komponirati? Kakve stoga
trebaju biti matrice Ai B da bi A- B imalo smisla? Koliko redaka i
stupaca ima A - B? Podrazumijevamo li da je ,,dolazna” baza od B
ista kao , polazna” od A, definiramo: element na poziciji (1,))
umnoska A - B je skalarni produkt j-tog retka od A i j-tog stupca
od B, oba shvadena kao elementi od R” (odnosno C").

Kada matricu-stupac mozemo mnoziti s matricom-retkom i kako
tada izgleda rezultat?
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Primjer

S obzirom na standardnu ortonormiranu bazu, odredite matricu
linearnog operatora koji vektore prostora V/3(O) prvo zarotira oko
neke osi za 90°, a zatim zrcali s obzirom na ravninu okomitu na tu
os (takve operatore zovemo rotorefleksijama).
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Primjer

S obzirom na standardnu ortonormiranu bazu, odredite matricu
linearnog operatora koji vektore prostora V/3(O) prvo zarotira oko
neke osi za 90°, a zatim zrcali s obzirom na ravninu okomitu na tu
os (takve operatore zovemo rotorefleksijama).

0 -1 0 10 0
Roe=|1 00], Sy=[01 o0
0 01 00 -1

Bududi da kompoziciji operatora odgovara mnoZenje njihovih
matrica, traZena je matrica

0
SyRee=( 1 0 0
0
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Svojstva mnoZenja matrica

MnoZenje matrica je asocijativno (A(BC) = (AB)C kad god je A
ulan¢anas Bi B s C).
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Svojstva mnoZenja matrica

MnoZenje matrica je asocijativno (A(BC) = (AB)C kad god je A
ulanana's Bi B's C). Za jedini&ne matrice I, € M, vrijedi
ImA=Al,=A (za A€ Mp,,).
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Svojstva mnoZenja matrica

MnoZenje matrica je asocijativno (A(BC) = (AB)C kad god je A
ulanana's Bi B's C). Za jedini&ne matrice I, € M, vrijedi

ImA = Al, = A (za A€ Mp,,). Vrijedi i distributivnost prema
zbrajanju: A(B+ C)=AB+ACza A€ My, B,CeM,,i
(A+B)C=AC+BCzaABeMp, Ce M, te
kvaziasocijativnost: a(AB) = (aA)B ako su A i B ulanane.
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Svojstva mnoZenja matrica

MnoZenje matrica je asocijativno (A(BC) = (AB)C kad god je A
ulanana's Bi B's C). Za jedini&ne matrice I, € M, vrijedi

ImA = Al, = A (za A€ Mp,,). Vrijedi i distributivnost prema
zbrajanju: A(B+ C)=AB+ACza A€ My, B,CeM,,i
(A+B)C=AC+BCzaABeMp, Ce M, te
kvaziasocijativnost: a(AB) = (aA)B ako su A i B ulanane.

Zadatak

Ako je A€ Mp, ., za koje p i q ima smisla AQp q? A 0p qA? Sto je
rezultat tih umnoZaka?
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MoZete Ii skalarni produkt u R" opisati kao mnoZenje matrica?

Zadatak

MozZete Ii naci dvije matrice u My takve da nisu nulmatrice, ali im
je umnoZak nulmatrica?

Iz definicije se vidi: Ako AB ima smisla, to ne znadi da BA ima
smisla. U kojim slu¢ajevima oba umnoska AB i BA imaju smisla?
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Zadatak

MoZete Ii skalarni produkt u R" opisati kao mnoZenje matrica?

Zadatak

MozZete Ii naci dvije matrice u My takve da nisu nulmatrice, ali im
je umnoZak nulmatrica?

Iz definicije se vidi: Ako AB ima smisla, to ne znadi da BA ima
smisla. U kojim slu¢ajevima oba umnoska AB i BA imaju smisla?

Nadite dvije matrice A, B € M, takve da AB # BA i dvije takve da
AB = BAl
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Zadatak

MoZete Ii skalarni produkt u R" opisati kao mnoZenje matrica?

Zadatak

MozZete Ii naci dvije matrice u My takve da nisu nulmatrice, ali im
je umnoZak nulmatrica?

Iz definicije se vidi: Ako AB ima smisla, to ne znadi da BA ima
smisla. U kojim slu¢ajevima oba umnoska AB i BA imaju smisla?
Nadite dvije matrice A, B € M, takve da AB # BA i dvije takve da
AB = BAl

Zbog nekomutativnosti mnoZenja matrica, &esto se kao ,, mjera
nekomutativnosti” uzima njihov komutator

[A, B] = AB — BA.
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Corimier
Paulijeve matrice spina su tri matrice koje se ponekad koriste za
opis spinova elektrona (po jedna za svaki kutni moment):

h(o 1 h(o0 —i h(1l 0
5X_2(1 0)’ y_2<i 0 )’52_2<0 —1>‘

Za njih je

[Sx,S,] = i1iS,,[Sy, Sz] = iiSx, [Sz, Sx] = iiS,

3 10
2 2 2 _ 932
srsrsi=in(10).

Posljednja matrica predstavlja kvadrat spinskog kutnog momenta.
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