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Inverz matrice
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Inverzni linearni operator

Neki linearni operatori su bijekcije. Zbog svojstva da su linearni
operatori potpuno zadani djelovanjem na bazi, linearan operator
koji je invertibilan mora imati domenu i kodomenu iste dimenzije.
Bududi da su kona¢nodimenzionalni prostori iste dimenzije
medusobno izomorfni, ovdje mozemo uzeti daje A: V — V.
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Inverzni linearni operator

Neki linearni operatori su bijekcije. Zbog svojstva da su linearni
operatori potpuno zadani djelovanjem na bazi, linearan operator
koji je invertibilan mora imati domenu i kodomenu iste dimenzije.
Bududi da su kona¢nodimenzionalni prostori iste dimenzije
medusobno izomorfni, ovdje mozemo uzeti daje A: V — V.
Ako je A invertibilan, onda je njegova inverzna funkcija At
takoder linearni operator i vrijedi

AOA_le_lo/A\:IA.

Ako je pak A matrica invertibilnog operatora A, ona je kvadratna i
mora postojati matrica B sa svojstvom

AB = BA = I,

a ta matrica B bit ¢e matrica operatora A1,
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Inverzna matrica

Definicija (Inverzna matrica)

Za kvadratnu matricu A € M,, njen inverz (inverzna matrica od A)
je, ako postoji, kvadratna matrica B € M,, takva da vrijedi
A-B=B-A= 1, Ako takva matrica B postoji, jedinstveno je
odredena te se oznaava s A~1 (a matricu A zovemo invertibilnom
ili regularnom matricom). Ako je A matrica mvert/bllnog linearnog

operatora A: Vo Vu nekoj bazi, onda je A~' matrica operatora
Al
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Inverzna matrica

Definicija (Inverzna matrica)

Za kvadratnu matricu A € M,, njen inverz (inverzna matrica od A)
je, ako postoji, kvadratna matrica B € M,, takva da vrijedi
A-B=B-A= 1, Ako takva matrica B postoji, jedinstveno je
odredena te se oznaava s A~1 (a matricu A zovemo invertibilnom
ili regularnom matricom). Ako je A matrica mvert/bllnog linearnog

operatora A: Vo Vu nekoj bazi, onda je A~' matrica operatora
Al

Je li svaka kvadratna matrica invertibilna?
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Inverzna matrica

Definicija (Inverzna matrica)

Za kvadratnu matricu A € M,, njen inverz (inverzna matrica od A)
je, ako postoji, kvadratna matrica B € M,, takva da vrijedi
A-B=B-A= 1, Ako takva matrica B postoji, jedinstveno je
odredena te se oznaava s A~1 (a matricu A zovemo invertibilnom
ili regularnom matricom). Ako je A matrica mvert/bllnog linearnog

operatora A: Vo Vu nekoj bazi, onda je A~' matrica operatora
Al

Je li svaka kvadratna matrica invertibilna? Buduéi da osim
nulmatrice postoji beskona¢no mnogo kvadratnih matrica koje nisu
invertibilne, nema smisla definirati dijeljenje matrica!
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Odredivanje inverzne matrice

Zadatak

Ako je R, o matrica rotacije za kut o oko z-osi, koja je matrica
rotacije oko z-osi za kut 2w — o7

Sto o retcima i stupcima kvadratne matrice A govori ako vrijedi
AAt = ATA = |,?
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Odredivanje inverzne matrice

Zadatak

Ako je R, o matrica rotacije za kut o oko z-osi, koja je matrica
rotacije oko z-osi za kut 2w — o7

Sto o retcima i stupcima kvadratne matrice A govori ako vrijedi
AAt = A'A = [,? Matrica je ortogonalna ako joj je inverz jednak
transponiranoj matrici. Posebno, inverzna matrica bilo kojeg
matrice operatora simetrije je njezina transponirana matrica, uz
pretpostavku da se odnosi na ortonormiranu bazu.
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Odredivanje inverzne matrice

Zadatak

Ako je R, o matrica rotacije za kut o oko z-osi, koja je matrica
rotacije oko z-osi za kut 2w — o7

Sto o retcima i stupcima kvadratne matrice A govori ako vrijedi
AAt = A'A = [,? Matrica je ortogonalna ako joj je inverz jednak
transponiranoj matrici. Posebno, inverzna matrica bilo kojeg
matrice operatora simetrije je njezina transponirana matrica, uz
pretpostavku da se odnosi na ortonormiranu bazu.

Matrica je unitarna ako joj je inverz jednak hermitski konjugiranoj
matrici.
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Matrica A = < ;) 2 ) je kvadratna i nije nulmatrica. Nadimo joj

inverz, ako postoji.
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Primjer

|

Matrica A = < 3 2 ) je kvadratna i nije nulmatrica. Nadimo joj

inverz, ako postoji.
Trebalo bi rijesiti sustav s &etiri nepoznanice (elementi matrice

A1)
x+2y=1,
3x+ 6y =0,
z+2v =0,
3z+6v =1

Rjesavanjem ¢emo dobiti kontradiktorne jednakosti, dakle sustav
nije rjediv. Zna&i da ne moZemo odrediti elemente matrice A~! te
matrica A nije invertibilna!
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Vidimo: Za odredivanje inverza matrice A € M, potrebno je rijesiti
sustav od n? linearnih jednadZbi s n? nepoznanica (to su elementi
inverzne matrice).

Sustav se postavlja iz AA~! = I,. Ako taj sustav ima jedinstveno

rjeSenje, matrica A je invertibilna, a ako taj sustav nema rjesenja
nije.!

1Kod sustava za odredivanje inverza ne mo¥e se dogoditi da imaju
beskonagno mnogo rjedenja.
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Vidimo: Za odredivanje inverza matrice A € M, potrebno je rijesiti
sustav od n? linearnih jednadZbi s n? nepoznanica (to su elementi
inverzne matrice).

Sustav se postavlja iz AA~! = I,. Ako taj sustav ima jedinstveno
rjeSenje, matrica A je invertibilna, a ako taj sustav nema rjesenja
nije.!

Ratunanje A=1 ...

... Je ekvivalentno rjeSavanju n sustava tipa n x n (po jedan za
svaki stupac od A1), pri &emu su lijeve strane (koeficijenti) svih
tih sustava iste (to su to¢no elementi matrice A), a stupci
slobodnih €lanova su redom stupci jedini¢ne matrice. Sustav za
odredivanje j-tog stupca od A~! kao stupac slobodnih ¢lanova ima
J-ti stupac od /.

1Kod sustava za odredivanje inverza ne mo¥e se dogoditi da imaju
beskonag¢no mnogo rjedenja.
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Bududéi u Gaussovoj metodi eliminacija redoslijed operacija ne ovisi
o stupcu slobodnih ¢lanova, znadi da je za svaki od tih sustava
ratun jednak osim u stupcu slobodnih ¢lanova. Stoga se ti sustavi
mogu rjeSavati paralelno:

(Allp) = ... (I,]A71)
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Bududéi u Gaussovoj metodi eliminacija redoslijed operacija ne ovisi
o stupcu slobodnih ¢lanova, znadi da je za svaki od tih sustava
ratun jednak osim u stupcu slobodnih ¢lanova. Stoga se ti sustavi
mogu rjeSavati paralelno:

(Allp) = ... (I,]A71)

Zadatak

Odredite matricu inverznog operatora operatora AR >R,

~

A(x1, %2, x3,xa) = (X1 + X2 + x3 + Xa, %2 + X3 + xa, X3 + xa,xa) (s
obzirom na kanonsku bazu).
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Bududéi u Gaussovoj metodi eliminacija redoslijed operacija ne ovisi
o stupcu slobodnih ¢lanova, znadi da je za svaki od tih sustava
ratun jednak osim u stupcu slobodnih ¢lanova. Stoga se ti sustavi
mogu rjeSavati paralelno:

(Allp) = ... (I,]A71)

Zadatak

Odredite matricu inverznog operatora operatora AR >R,

~

A(x1, %2, x3,xa) = (X1 + X2 + x3 + Xa, %2 + X3 + xa, X3 + xa,xa) (s
obzirom na kanonsku bazu).

Napomena

Sve matrice jednog linearnog operatora su medusobno sli¢ne: ako
su A i B dvije matrice istog operatora, obzirom na razli¢ite baze,
onda postoji invertibilna matrica X takva da je B = X 1AX.
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Determinante

Provjerite da vrijedi:

a b\ ' 1 d —b
c d T ad—bc\ —c a )’



Determinante
©0000000000

Determinante

Provjerite da vrijedi:

a b\ ' 1 d —b
c d T ad—bc\ —c a )’

Uz koji uvjet postoji inverz matrice reda 27
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Determinante

Provjerite da vrijedi:

<a b)_l_ 1 < d —b)

c d ad —bc\ —¢c a '

Uz koji uvjet postoji inverz matrice reda 27

Primjer

Neka su u Kks-u zadane totke P = (a,b) i Q@ = (c,d). Koja je
povrsina A paralelograma odredenog s OP i OQ?

Azlﬁx@]:]ad—bc\.
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Sto je determinanta?

Broj koji karakterizira invertibilnost kvadratne matrice (ako je 0,
matrica nema inverz, a ako je razli¢it od 0, ima ga) zove se
determinantom matrice.

Determinanta matrice A oznalava se sa det(A) odnosno omeduje
vertikalnim crtama.

Prije nego se posvetimo izra¢unavanju determinanti i njihovim
svojstvima, napravit ¢éemo malu digresiju.

Sve matrice istog linearnog operatora A: V. — V/, neovisno o
odabranoj bazi, imaju istu determinantu i isti trag.
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Teorem (Kristalografska restrikcija)

Rotacije koje tockama resetke pridruZuju iskljucivo tocke resetke
mogu biti samo rotacije za kutove 360°, 180°, 120°, 90° jl/i 60°.
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Teorem (Kristalografska restrikcija)

Rotacije koje tockama resetke pridruZuju iskljucivo tocke resetke
mogu biti samo rotacije za kutove 360°, 180°, 120°, 90° jl/i 60°.

Dokaz:Rotacija oko neke osi o mora biti predstavljena nekom
matricom A € M3. Ako je ta matrica odabrana s obzirom na bazu
u kojoj tocke resetke imaju cjelobrojne koordinate, buduéi da smo
pretpostavili da rotacija preslikava tocke resetke samo u tocke
reSetke, slijedi da su elementi matrice A cijeli brojevi, dakle je i
trag matrice A cijeli broj.
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Teorem (Kristalografska restrikcija)

Rotacije koje tockama resetke pridruZuju iskljucivo tocke resetke
mogu biti samo rotacije za kutove 360°, 180°, 120°, 90° jl/i 60°.

Dokaz:Rotacija oko neke osi o mora biti predstavljena nekom
matricom A € M3. Ako je ta matrica odabrana s obzirom na bazu
u kojoj tocke resetke imaju cjelobrojne koordinate, buduéi da smo
pretpostavili da rotacija preslikava tocke resetke samo u tocke
reSetke, slijedi da su elementi matrice A cijeli brojevi, dakle je i
trag matrice A cijeli broj. S druge strane, odaberemo li bazu tako
da z-os leZi na osi o, matrica na%e rotacije imat ¢e oblik R, . Ta
matrica ima trag 1 + 2 cosa.
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Teorem (Kristalografska restrikcija)

Rotacije koje tockama resetke pridruZuju iskljucivo tocke resetke
mogu biti samo rotacije za kutove 360°, 180°, 120°, 90° jl/i 60°.

Dokaz:Rotacija oko neke osi o mora biti predstavljena nekom
matricom A € M3. Ako je ta matrica odabrana s obzirom na bazu
u kojoj tocke resetke imaju cjelobrojne koordinate, buduéi da smo
pretpostavili da rotacija preslikava tocke resetke samo u tocke
reSetke, slijedi da su elementi matrice A cijeli brojevi, dakle je i
trag matrice A cijeli broj. S druge strane, odaberemo li bazu tako
da z-os leZi na osi o, matrica na%e rotacije imat ¢e oblik R, . Ta
matrica ima trag 1 + 2 cos . Kako trag ne ovisi o odabiru baze,
slijedi da je 1 + 2cos « cijeli broj, tj. 2cos « je cijeli broj, dakle je

cos & jedan od brojeva —1, —%, 0, % 1.
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Racunanje determinanti

a b
c d ‘—ad—bc.
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Racunanje determinanti

a b

c d = ad — bc.

Za matrice reda 3 (vektorski produkt! mjeSoviti produkt!) &Cesto se
koristi Sarrusovo pravilo:

ay, U T
ay, s 5 S ~ay, dyy
ay, a,, day iody, (2

13 12 Q13
21 Ogz  Ogz| = 11203 +di203tis 013t Uiz —031 Qo3 —Uaa (aating —Ua3 021012
Gz G3zz Q33
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Laplaceov razvoj determinante

Laplaceov razvoj determinante moZe se raunati po bilo kojem
(i-tom) retku ili bilo kojem (j-tom) stupcu:

det A=Y (~1)"Hajdet Ay, detA=> (-1)a;detAj.
j=1 i=1

Pritom je s Aj; oznafena matrica koju iz A dobijemo brisanjem
i-tog retka i j-tog stupca.

Dakle, Laplaceov razvoj po nekom retku/stupcu izralunava determinantu
matrice A € M, tako da svaki element tog retka/stupca pomnoZi s
determinantom matrice koju bismo iz A dobili tako da iz nje pobrisemo
redak i stupac promatranog elementa. Tako dobijemo n brojeva, koje
zatim naizmjeni¢no zbrojimo i oduzmemo. Kod razvoja po neparnim
retcima/stupcima alterniranje zbrajanja i oduzimanja je + —+ —+ — .. ..
Kod razvoja po parnim retcima/stupcima alterniranje zbrajanja i
oduzimanja krete s —.
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S obzirom na to da Laplaceov razvoj po i-tom stupcu daje isti
rezultat kao razvoj po i-tom retku zaklju€ujemo da je determinanta
svake matrice jednaka determinanti njezine transponirane matrice:

det(A") = det(A).

Za kompleksne matrice imamo det(A*) = det(A).
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S obzirom na to da Laplaceov razvoj po i-tom stupcu daje isti
rezultat kao razvoj po i-tom retku zaklju€ujemo da je determinanta
svake matrice jednaka determinanti njezine transponirane matrice:

det(A") = det(A).

Za kompleksne matrice imamo det(A*) = det(A).

Nadalje, znamo da matrice koje sadrZe nulstupac odgovaraju
neinvertibilnim linearnim operatorima (a i Laplaceov razvoj po
nulstupcu dao bi 0). Ako matrica sadrzi nulredak, njezina
transponirana matrica sadrZi nulstupac, pa takoder dobivamo
determinantu nula: Ako A € M,, sadrZi nulstupac ili nulredak, onda
je det(A) = 0. Specijalno vrijedi:

det(0,) = 0.
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20 123
- ) . 0 1 1234 2
-
Koliko iznosi determinanta 0 0 5 5 | A
00 0 3

oo N
o~ o
o
~
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20 123
o . . 0 1 1234 2
-

Koliko iznosi determinanta 00 _5 5 A

0 0 0 3
2 0 O
0 1 0 |? Gornje-/donjetrokutaste matrice su one kvadratne
0 0 -5

matrice Ciji svi elementi ispod/iznad dijagonale su 0. Matrice koje
su istovremeno gornje- i donjetrokutaste zovu se dijagonalne.
Determinanta gornjetrokutaste, kao i donjetrokutaste i dijagonalne
matrice jednaka je
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20 123
o . . 0 1 1234 2
-

Koliko iznosi determinanta 00 _5 5 A

0 0 0 3
2 0 O
0 1 0 |? Gornje-/donjetrokutaste matrice su one kvadratne
0 0 -5

matrice Ciji svi elementi ispod/iznad dijagonale su 0. Matrice koje
su istovremeno gornje- i donjetrokutaste zovu se dijagonalne.
Determinanta gornjetrokutaste, kao i donjetrokutaste i dijagonalne
matrice jednaka je umnosku njenih dijagonalnih elemenata. Koliko
iznosi det(/,)?
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Determinante vs. elementarne transformacije

Teorem

Zamjena dva retka (ili dva stupca) mijenja predznak determinante.
Ako matrici neki redak (ili stupac) pomnoZimo nekim brojem «,
determinanta dobivene matrice je o puta determinanta matrice
prije tog mnoZenja.

Ako jedan redak pribrojimo nekom drugom (ili jedan stupac
drugom stupcu), determinanta se ne mijenja.

Posljedi¢no, determinanta se ne mijenja niti kad visekratnik nekog
retka dodamo drugom (ili videkratnik nekog stupca dodamo
drugom stupcu).
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Determinante vs. elementarne transformacije

Teorem

Zamjena dva retka (ili dva stupca) mijenja predznak determinante.
Ako matrici neki redak (ili stupac) pomnoZimo nekim brojem «,
determinanta dobivene matrice je o puta determinanta matrice
prije tog mnoZenja.

Ako jedan redak pribrojimo nekom drugom (ili jedan stupac
drugom stupcu), determinanta se ne mijenja.

Posljedi¢no, determinanta se ne mijenja niti kad visekratnik nekog
retka dodamo drugom (ili videkratnik nekog stupca dodamo
drugom stupcu).

Iz gornjeg teorema moZe se dokazati da za A € M, vrijedi

det(aA) = a" det(A).
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Determinante vs. elementarne transformacije

Teorem

Zamjena dva retka (ili dva stupca) mijenja predznak determinante.
Ako matrici neki redak (ili stupac) pomnoZimo nekim brojem «,
determinanta dobivene matrice je o puta determinanta matrice
prije tog mnoZenja.

Ako jedan redak pribrojimo nekom drugom (ili jedan stupac
drugom stupcu), determinanta se ne mijenja.

Posljedi¢no, determinanta se ne mijenja niti kad visekratnik nekog
retka dodamo drugom (ili videkratnik nekog stupca dodamo
drugom stupcu).

Iz gornjeg teorema moZe se dokazati da za A € M, vrijedi

det(aA) = a" det(A).

Je li determinatna linearan funkcional na M,,?
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Ako u matrici imamo dva proporcionalna retka (stupca),
oduzimanje prikladnog visekratnika jednog od drugog ne mijena
determinantu, ali rezultira matricom s nulretkom (nulstupcem).
Ako matrica sadrzi dva proporcionalna retka (ili stupca),
determinanta joj je 0.
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Ako u matrici imamo dva proporcionalna retka (stupca),
oduzimanje prikladnog visekratnika jednog od drugog ne mijena
determinantu, ali rezultira matricom s nulretkom (nulstupcem).
Ako matrica sadrzi dva proporcionalna retka (ili stupca),
determinanta joj je 0.

Primjer (Slaterova determinanta)

Paulijev princip: Ukupna elektronska valna funkcija, koja ukljucuje
i spin, mora biti antisimetri¢na na izmjenu bilo kojeg para
elektrona. Jednostavnija formulacija je: Nikoja dva elektrona u
istom atomu ne mogu imati iste sve kvantne brojeve. To svojstvo
se izvodi iz nemogucnosti razlikovanja elektrona.
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Ako u matrici imamo dva proporcionalna retka (stupca),
oduzimanje prikladnog visekratnika jednog od drugog ne mijena
determinantu, ali rezultira matricom s nulretkom (nulstupcem).
Ako matrica sadrzi dva proporcionalna retka (ili stupca),
determinanta joj je 0.

Primjer (Slaterova determinanta)

Paulijev princip: Ukupna elektronska valna funkcija, koja ukljucuje
i spin, mora biti antisimetri¢na na izmjenu bilo kojeg para
elektrona. Jednostavnija formulacija je: Nikoja dva elektrona u
istom atomu ne mogu imati iste sve kvantne brojeve. To svojstvo
se izvodi iz nemogucnosti razlikovanja elektrona.

Ako atom ima n elektrona, svaki od njih je opisan po jednom
valnom funkcijom 1;. Zelimo li opisati ukupnu valnu funkciju,
najjednostavnija ideja bila bi definirati ju kao produkt svih valnih
funkcija pojedinih elektrona, no tako definirana ukupna valna
funkcija omogucavala bi razlikovanje elektrona pa nije prihvatljiva.
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Primjerice, za slu¢aj dva elektrona 1 i 2, moguce su dvije takve

valne funkcije sustava: ¥1(1)92(2) i ¥1(2)12(1).
Kao ukupna valna funkcija uzima se stoga

$1(1)2(2) — ¢1(2)¢h2(1).



Determinante
00000000080

Primjerice, za slu¢aj dva elektrona 1 i 2, moguce su dvije takve

valne funkcije sustava: ¥1(1)92(2) i ¥1(2)12(1).

Kao ukupna valna funkcija uzima se stoga
Y1(1)2(2) — ¥1(2)¢2(1).

Poopcenjem gornje ideje dobiva se da je za sustav od n elektrona
(fermiona) ukupna valna funkcija dana tzv. Slaterovom
determinantom

1) ¢1(2
1

1 ) P2(2

W(L,2,...n) = =

N
s~
~— —
=
. —~
3
~— —

]
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Teorem (Binet-Cauchy)

Determinanta produkta matrica jednaka je produktu determinanti.
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Teorem (Binet-Cauchy)

Determinanta produkta matrica jednaka je produktu determinanti.

@ lzvedite vezu izmedu determinante matrice i determinante
njezina inverza!
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Teorem (Binet-Cauchy)

Determinanta produkta matrica jednaka je produktu determinanti.

@ lzvedite vezu izmedu determinante matrice i determinante

njezina inverza!
1

~ det(A)

@ Koje su moguce vrijednosti determinanti ortogonalnih
matrica?

det(A™1)
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Teorem (Binet-Cauchy)

Determinanta produkta matrica jednaka je produktu determinanti.

@ lzvedite vezu izmedu determinante matrice i determinante

njezina inverza!
1

~ det(A)
@ Koje su moguce vrijednosti determinanti ortogonalnih

matrica? £1. A koje su moguce vrijednosti determinanti
unitarnih matrica?

det(A™1)
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Teorem (Binet-Cauchy)

Determinanta produkta matrica jednaka je produktu determinanti.

@ lzvedite vezu izmedu determinante matrice i determinante

njezina inverza!
1

~ det(A)
@ Koje su moguce vrijednosti determinanti ortogonalnih

matrica? £1. A koje su moguce vrijednosti determinanti
unitarnih matrica? |det(A)| = 1.

det(A™1)



Determinante
0000000000e

Teorem (Binet-Cauchy)

Determinanta produkta matrica jednaka je produktu determinanti.

@ lzvedite vezu izmedu determinante matrice i determinante

njezina inverza!
1

~ det(A)
@ Koje su moguce vrijednosti determinanti ortogonalnih

matrica? £1. A koje su moguce vrijednosti determinanti
unitarnih matrica? |det(A)| = 1.

det(A™1)

@ Dakle, svaki operator simetrije u svakoj bazi ima matricu s
determinantom 1 ili —1, a u svakoj ortonormiranoj bazi
matrica mu je uz to i ortogonalna.
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Matrice i sustavi linearnih jednadZbi

Neka je dano n nepoznanica xi, xo,.... Kako pomocu skalarnog
produkta moZemo zapisati jednu linearnu jednadZbu s tim
nepoznanicama?
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Matrice i sustavi linearnih jednadZbi

Neka je dano n nepoznanica xi, xo,.... Kako pomocu skalarnog
produkta moZemo zapisati jednu linearnu jednadZbu s tim

nepoznanicama?
(a,x)=0b

Ako vektore koeficijenata asg, ..., a, € R” zapiSemo kao retke
matrice A, a slobodne ¢&lanove by, ..., b, kao matricu-stupac b,
vidimo da svaki sustav linearnih jednadZbi moZemo zapisati kao

Ax=b, A€ Mmmv be Mm,LX € Mn,l
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Matrice i sustavi linearnih jednadZbi

Neka je dano n nepoznanica xi, xo,.... Kako pomocu skalarnog
produkta moZemo zapisati jednu linearnu jednadZbu s tim

nepoznanicama?
(a,x)=0b

Ako vektore koeficijenata asg, ..., a, € R” zapiSemo kao retke
matrice A, a slobodne ¢&lanove by, ..., b, kao matricu-stupac b,
vidimo da svaki sustav linearnih jednadZbi moZemo zapisati kao

Ax=b, A€ Mmmv be Mm,LX € Mn,l

Ako je A € M,, u kakvoj je vezi invertibilnost matrice A i broja
rjeSenja sustava Ax = b?
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Matrice i sustavi linearnih jednadZbi

Neka je dano n nepoznanica xi, xo,.... Kako pomocu skalarnog
produkta moZemo zapisati jednu linearnu jednadZbu s tim

nepoznanicama?
(a,x)=0b

Ako vektore koeficijenata asg, ..., a, € R” zapiSemo kao retke
matrice A, a slobodne ¢&lanove by, ..., b, kao matricu-stupac b,
vidimo da svaki sustav linearnih jednadZbi moZemo zapisati kao

Ax=b, A€ Mmmv be Mm,LX € Mn,l

Ako je A € M,, u kakvoj je vezi invertibilnost matrice A i broja
rjeSenja sustava Ax = b? Ako je A invertibilna, izvedite formulu za
rjeSenje tog sustaval
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Matrice i sustavi linearnih jednadZbi

Neka je dano n nepoznanica xi, xo,.... Kako pomocu skalarnog
produkta moZemo zapisati jednu linearnu jednadZbu s tim

nepoznanicama?
(a,x)=0b

Ako vektore koeficijenata asg, ..., a, € R” zapiSemo kao retke
matrice A, a slobodne ¢&lanove by, ..., b, kao matricu-stupac b,
vidimo da svaki sustav linearnih jednadZbi moZemo zapisati kao

Ax=b, A€ Mmmv be Mm,17X € Mn,l

Ako je A € M,, u kakvoj je vezi invertibilnost matrice A i broja
rjeSenja sustava Ax = b? Ako je A invertibilna, izvedite formulu za
riedenje tog sustaval x = A~lh. Zasto ova formula nije ba¥
korisna?
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Cramerovo pravilo

Sustav linearnih jednadZbi tipa n X n moZe se matri¢no zapisati u
obliku AX = B, gdje je



Matrice i sustavi linearnih jednadzbi
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Cramerovo pravilo

Sustav linearnih jednadZbi tipa n X n moZe se matri¢no zapisati u
obliku AX = B, gdje je Ac M,, X,B € M,1. On ima jedinstveno
rjeSenje (Cramerov je) to¢no ako je matrica A invertibilna, dakle
to€no ako D = det A # 0. U takvom se slu¢aju iznosi pojedinih
komponenti rjeSenja mogu izraunati Cramerovim pravilom:

X =5
za sve i, gdje su D; je determinante matrica koje iz A dobijemo
tako da im i-ti stupac zamijenimo s B.
Koje su prednosti ovog pravila? Mane?

Zadatak

Za kakve realne brojeve m i n sustav
mx+ny =1 x+y=mn

ima iedinctvenn riegenie? Odredite oal
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Broj rjesenja sustava linearnih jednadZbi

Homogeni sustav u matri¢nom obliku poprima oblik matri¢ne
jednadzbe
Ax = Om,l-

Sad je lako dokazati veé poznati rezultat: Skup rjesenja
homogenog sustava je potprostor od R” (odnosno od M, 1).
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Broj rjesenja sustava linearnih jednadZbi

Homogeni sustav u matri¢nom obliku poprima oblik matri¢ne
jednadzbe

Ax = Om,l-

Sad je lako dokazati veé poznati rezultat: Skup rjesenja

homogenog sustava je potprostor od R” (odnosno od M, 1).
Koliko elemenata moZe imati vektorski prostor?
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feeX Yol

Broj rjesenja sustava linearnih jednadZbi

Homogeni sustav u matri¢nom obliku poprima oblik matri¢ne
jednadzbe

Ax = Om,l-
Sad je lako dokazati veé poznati rezultat: Skup rjesenja

homogenog sustava je potprostor od R” (odnosno od M, 1).
Koliko elemenata moZe imati vektorski prostor?

Homogeni sustavi

Svaki homogeni sustav linearnih jednadzbi ili ima jedinstveno
rjesenje (nulvektor u R™) ili ih ima beskona&no mnogo.
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feeX Yol

Broj rjesenja sustava linearnih jednadZbi

Homogeni sustav u matri¢nom obliku poprima oblik matri¢ne
jednadzbe

Ax = Om,l-
Sad je lako dokazati veé poznati rezultat: Skup rjesenja

homogenog sustava je potprostor od R” (odnosno od M, 1).
Koliko elemenata moZe imati vektorski prostor?

Homogeni sustavi

Svaki homogeni sustav linearnih jednadzbi ili ima jedinstveno
rjesenje (nulvektor u R™) ili ih ima beskona&no mnogo.




Matrice i sustavi linearnih jednadzbi
oooe

Ako je sustav Ax = b nehomogen, pripadnim homogenim sustavom
zovemo sustav Ax = 0, 1. Neka je njegov prostor rjeSenja H.
Ocito je moguce da sustav Ax = b nema rjesenja.

Ako ga ima, odaberemo jedno: xp (, partikularno rjesenje” ).
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Ako je sustav Ax = b nehomogen, pripadnim homogenim sustavom
zovemo sustav Ax = 0, 1. Neka je njegov prostor rjeSenja H.
Ocito je moguce da sustav Ax = b nema rjesenja.

Ako ga ima, odaberemo jedno: xp (, partikularno rjesenje” ).

Tada je (za svako rjesenje xy € H pripadnog homogenog sustava)

A(xp + xy) = Axp + Axy = b+ 0m1 = b,

tj. xp + xy je rjesenje od Ax = b.

Svaki sustav linearnih jednadzbi, ukoliko ima vise od jednog
rjeSenja, ima ih beskonacno mnogo.
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Svojstvene vrijednosti i vektori

Po ¢emu se vektori paralelni s osi rotacije isti¢u u odnosu na ostale
vektore prostora (s obzirom na efekt koji rotacija na njih ima)?
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Svojstvene vrijednosti i vektori

Po ¢emu se vektori paralelni s osi rotacije isti¢u u odnosu na ostale
vektore prostora (s obzirom na efekt koji rotacija na njih ima)?

Postoje li vektori koje operator X — AX, gdje je A= < (1) ? )

fiksira?
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Svojstvene vrijednosti i vektori

Po ¢emu se vektori paralelni s osi rotacije isti¢u u odnosu na ostale
vektore prostora (s obzirom na efekt koji rotacija na njih ima)?

Postoje li vektori koje operator X — AX, gdje je A = < LS )

01
fiksira?
Sto je sa skalarnim operatorom v — 7v?
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Svojstvene vrijednosti i vektori

Po ¢emu se vektori paralelni s osi rotacije isti¢u u odnosu na ostale
vektore prostora (s obzirom na efekt koji rotacija na njih ima)?

Postoje li vektori koje operator X — AX, gdje je A= < L5 )

01
fiksira?
Sto je sa skalarnim operatorom v — 7v?
Poopcenje gornjih ideja su svojstveni vektori: Svojstveni vektor
linearnog operatora je vektor kojeg taj operator preslika u njegov
skalarni visekratnik. Za kakve linearne operatore (domena,
kodomena) ova definicija ima smisla?
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Svojstvene vrijednosti i vektori

Po ¢emu se vektori paralelni s osi rotacije isti¢u u odnosu na ostale
vektore prostora (s obzirom na efekt koji rotacija na njih ima)?

Postoje li vektori koje operator X — AX, gdje je A= < L5 )

01
fiksira?
Sto je sa skalarnim operatorom v — 7v?
Poopcenje gornjih ideja su svojstveni vektori: Svojstveni vektor
linearnog operatora je vektor kojeg taj operator preslika u njegov
skalarni visekratnik. Za kakve linearne operatore (domena,
kodomena) ova definicija ima smisla? Postoji li neki vektor koji se
sigurno svakim linearnim operatorom preslika u svoj skalarni
visekratnik?
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Definicija

Neka je A:V = V linearan operator. Za skalar A\ kaZemo da je
svojstvena vrijednost operatora A ako postoji vektor v € V, v #£ 0,
takav da je

Av = \v.

U tom slu¢aju v zovemo svojstvenim vektorom (operatora A s
obzirom na svojstvenu vrijednost \).
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Definicija

Neka je A:V = V linearan operator. Za skalar A\ kaZemo da je
svojstvena vrijednost operatora A ako postoji vektor v € V, v #£ 0,
takav da je

Av = \v.

U tom slu¢aju v zovemo svojstvenim vektorom (operatora A s
obzirom na svojstvenu vrijednost \).

Primjer
Schrédingerova jednadZba Fh/} = Ev je problem svojstvenih

vrijednosti Hamiltonijana: Svojstveni vektori su valne funkcije, a
pripadne svojstvene vrijednosti su energije sustava.
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Definicija

Neka je A:V =V linearan operator. Za skalar A\ kaZemo da je
svojstvena vrijednost operatora A ako postoji vektor v € V, v #£ 0,
takav da je

Av = \v.

U tom slu¢aju v zovemo svojstvenim vektorom (operatora A s
obzirom na svojstvenu vrijednost \).

Primjer
Schrédingerova jednadZba FI"L/} = Ev je problem svojstvenih

vrijednosti Hamiltonijana: Svojstveni vektori su valne funkcije, a
pripadne svojstvene vrijednosti su energije sustava.

Zadatak

Odredite sve svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore
skalarnih operatora.
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Ako je vektor v svojstveni vektor operatora A, onda su svi njegovi
skalarni visekratnici takoder svojstveni za A:

A(uv) = pAv = pdv = A(uv).
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Ako je vektor v svojstveni vektor operatora A, onda su svi njegovi
skalarni visekratnici takoder svojstveni za A:

A(uv) = pAv = pdv = A(uv).

Dakle, ako operator ima svojstveni vektor koji pripada nekoj
svojstvenoj vrijednosti A, ima ih beskona&no mnogo. Stovise: Skup

{veV:Av=)\v}

je uvijek potprostor od V' i zove se svojstveni potprostor (linearnog
operatora A odreden svojstvenom vrijedno¥¢u A). Ako je on
dimenzije veée od 1, svojstvenu vrijednost A zovemo
degeneriranom.
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Ako je vektor v svojstveni vektor operatora A, onda su svi njegovi
skalarni visekratnici takoder svojstveni za A:

A(uv) = pAv = pdv = A(uv).

Dakle, ako operator ima svojstveni vektor koji pripada nekoj
svojstvenoj vrijednosti A, ima ih beskona&no mnogo. Stovise: Skup

{veV:Av=)\v}

je uvijek potprostor od V' i zove se svojstveni potprostor (linearnog
operatora A odreden svojstvenom vrijedno¥¢u A). Ako je on
dimenzije veée od 1, svojstvenu vrijednost A zovemo
degeneriranom. Skup svih svojstvenih vrijednosti se (za operatore
na kona&nodimenzionalnim prostorima) naziva spektar linearnog
operatora.
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Primjer

U kvantnoj mehanici u slu¢aju degeneriranih svojstvenih vrijednosti
govorimo o degeneriranom stanju sustava. Primjerice, za
energetske nivoe (svojstvene vrijednosti Hamiltonijana) opisane
glavnim kvantnim brojem n > 1 i azimutnim kvantnim brojem

0 < I < n dolazi do degeneracija, tj. postoji vise neproporcionalnih
valnih funkcija (razli¢itih orbitala, primjerice za | =1 in =2
imamo tri tzv. 2p-orbitale, tj. tri linearno nezavisna svojstvena
vektora od H, koje opisuju elektrone s istom energijom).

Zadatak

Odredite spektar i sve svojstvene potprostore za sve osnovne
operatore simetrija na V2(0) i V3(0)! Koje svojstvene vrijednosti
su degenerirane?
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Odredivanje svojstvenih vrijednosti i vektora

Zadatak

Sto moZete reci o spektru neinvertibilne matrice (neinvertibilnog
operatora)?
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Odredivanje svojstvenih vrijednosti i vektora

Zadatak

Sto moZete reci o spektru neinvertibilne matrice (neinvertibilnog
operatora)?

Neka je V konalne dimenzije n i A:V = V linearan operator
prikazan matricom A obzirom na neku bazu od V:

Av = \v
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Odredivanje svojstvenih vrijednosti i vektora

Zadatak

Sto moZete reci o spektru neinvertibilne matrice (neinvertibilnog
operatora)?

Neka je V konalne dimenzije n i A:V = V linearan operator
prikazan matricom A obzirom na neku bazu od V:

Av=XAv... (A=AL)v=0,1
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Odredivanje svojstvenih vrijednosti i vektora

Zadatak

Sto moZete reci o spektru neinvertibilne matrice (neinvertibilnog
operatora)?

Neka je V konalne dimenzije n i A:V = V linearan operator
prikazan matricom A obzirom na neku bazu od V:

Av=XAv... (A=AL)v=0,1

Za koje X taj homogeni n X n-sustav ima netrivijalnih rjesenja?
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Odredivanje svojstvenih vrijednosti i vektora

Zadatak

Sto moZete reci o spektru neinvertibilne matrice (neinvertibilnog
operatora)?

Neka je V konalne dimenzije n i A:V = V linearan operator
prikazan matricom A obzirom na neku bazu od V:

Av=XAv... (A=AL)v=0,1

Za koje X taj homogeni n X n-sustav ima netrivijalnih rjesenja?
Gornji sustav ima nejedinstveno rjeSenje to¢no ako

det(A — Al,) = 0.

Ta se jednadZzba zove karakteristi¢nom jednadZbom operatora A
(odnosno matrice A). Je li bitno koju matricu operatora smo uzeli?
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Odredivanje svojstvenih vrijednosti i vektora

Zadatak

Sto moZete reci o spektru neinvertibilne matrice (neinvertibilnog
operatora)?

Neka je V konalne dimenzije n i A:V = V linearan operator
prikazan matricom A obzirom na neku bazu od V:

Av=XAv... (A=AL)v=0,1

Za koje X taj homogeni n X n-sustav ima netrivijalnih rjesenja?
Gornji sustav ima nejedinstveno rjeSenje to¢no ako

det(A— \l,) =0.
Ta se jednadZzba zove karakteristi¢nom jednadZbom operatora A

(odnosno matrice A). Je li bitno koju matricu operatora smo uzeli?
Nije, jer sve matrice jednog operatora imaju istu determinantu.
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Karakteristi¢na jednadzba je polinomijalna jednadZba stupnja
n = dim(V).
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Karakteristi¢na jednadzba je polinomijalna jednadZba stupnja
n = dim(V). Njezina rje¥enja su svojstvene vrijednosti operatora.
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Karakteristi¢na jednadzba je polinomijalna jednadZba stupnja

n = dim(V). Njezina rje¥enja su svojstvene vrijednosti operatora.
Svojstvene vektore odredujemo tako da za svaku svojstvenu
vrijednost A zasebno rjeSavamo homogeni sustav (A — Al)x = 0.

Zadatak
Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene potprostore operatora
zadanog matricom

1 0
2 0
0 5

o B~ DN
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Karakteristi¢na jednadzba je polinomijalna jednadZba stupnja

n = dim(V). Njezina rje¥enja su svojstvene vrijednosti operatora.
Svojstvene vektore odredujemo tako da za svaku svojstvenu
vrijednost A zasebno rjeSavamo homogeni sustav (A — Al)x = 0.

Zadatak
Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene potprostore operatora
zadanog matricom

o B~ DN

1 0
2 0
0 5

Ako je matrica A dijagonalna, koji su vektori svojstveni vektori
odgovarajuceg operatora? A svojstvene vrijednosti?
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Problem dijagonalizacije

Teorem

Neka je A:V = V linearan operator. On u bazi

(e) ={e1,...,en} ima dijagonalnu matricu ako i samo ako se (e)
sastoji od svojstvenih vektora od A. U tom slu¢aju na dijagonali su
redom svojstvene vrijednosti \; (i =1,...,n) kojima odgovaraju
svojstveni vektori e;.
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Problem dijagonalizacije

Teorem

Neka je A:V = V linearan operator. On u bazi

(e) ={e1,...,en} ima dijagonalnu matricu ako i samo ako se (e)
sastoji od svojstvenih vektora od A. U tom slu¢aju na dijagonali su
redom svojstvene vrijednosti \; (i =1,...,n) kojima odgovaraju
svojstveni vektori e;.

Teorem

Ako je neka matrica linearnog operatora na realnom/kompleksnom
(kona&nodimenzionalnom) prostoru simetri¢na/hermitska,? sve su
simetri¢ne i sigurno postoji baza (koja se sastoji od svojstvenih
vektora tog operatora) u kojoj taj operator ima dijagonalnu
matricu.

?Kod hermitske matrice brojevi na dijagonali su realni, dakle taj operator
ima samo realne svojstvene vrijednosti.
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