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Primjer

Deriviranje po x je linearan operator % (kao domenu i kodomenu
uzmemo npr. vektorski prostor realnih funkcija jedne varijable (sa
zajedni¢kom domenom) koje posjeduju derivacije svih redova):

d

—f=f.
dx




Uvod u obiéne diferencijalne jednadzbe
[ Jelelolole}

Primjer

Deriviranje po x je linearan operator % (kao domenu i kodomenu
uzmemo npr. vektorski prostor realnih funkcija jedne varijable (sa
zajedni¢kom domenom) koje posjeduju derivacije svih redova):

d
—f=f.
dx

Svojstveni vektori i svojstvene vrijednosti operatora deriviranja su
onda funkcije f odnosno skalari (realni) A za koje je

d

—f =Af

dx ’
tj. f'(x) = Af(x) za sve x. Vidimo da je problem odredivanja
svojstvenih vektora i vrijednosti za operator deriviranja
diferencijalna jednadZba (prvog reda).
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Definicija (Obi¢na diferencijalna jednadzba)

Obi¢na diferencijalna jednadZzba je jednadZba koja se moZe zapisati
u obliku
F(t7y?.y/7“'7y(n)):O7

gdje je F izraz ovisan o vise varijabli (formalno: skalarna funkcija
n+ 2 varijabli). Rjesenje takve jednadzbe na intervalu | je funkcija
y : I = R ¢&ije uvrstavanje u jednadZbu daje istinitu jednakost za
svaku vrijednost nezavisne varijable t € |. Red (stupanj) obi¢ne
diferencijalne jednadzbe je red najvise derivacije nepoznate funkcije
koja se u njoj pojavljuje.
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Osnovna tehnika u pozadini rje$avanja diferencijalnih jednadzbi je
integriranje:
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Osnovna tehnika u pozadini rje$avanja diferencijalnih jednadzbi je
integriranje:

y' =sinx

/y’dx_/sinxdx, y(x) = —cosx + C.

U primjenama: Naj¢ese je nezavisna varijabla nepoznate funkcije
vrijeme t, a red jednadZbe je 1 ili 2.
U kemiji: najvie u kemijskoj kinetici.



Uvod u obiéne diferencijalne jednadzbe
[ee]eY Tole}

Primjer

Kretanje Eestice mase m po pravcu (opisano pozicijom x(t) u
trenutku t) pod utjecajem sile F(t) opisano je drugim Newtonovim
zakonom, koji poprima forum diferencijalne jednadzbe reda 2:

d?x

= m—— = mXx.
dt?

F(t)
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Primjer

Kretanje Eestice mase m po pravcu (opisano pozicijom x(t) u
trenutku t) pod utjecajem sile F(t) opisano je drugim Newtonovim
zakonom, koji poprima forum diferencijalne jednadzbe reda 2:

d?x

= mXx.
Npr. za slobodni pad je F(t) = mg, dakle

mz = —mg.

U tom jednostavnom slucaju rjeSenje dobijemo tako da dvaput
integriramo po t: z(t) = —gt + Cq,
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Primjer

Kretanje Eestice mase m po pravcu (opisano pozicijom x(t) u
trenutku t) pod utjecajem sile F(t) opisano je drugim Newtonovim
zakonom, koji poprima forum diferencijalne jednadzbe reda 2:

d?x

= mXx.
Npr. za slobodni pad je F(t) = mg, dakle

mz = —mg.

U tom jednostavnom slucaju rjeSenje dobijemo tako da dvaput
integriramo po t: z(t) = —gt + Cy, z(t) = —§t> + Gt + G,.
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Vrste rjesenja

Definicija (Opce, partikularno i singularno rjesenje)

Opce rjesenje diferencijalne jednadZbe reda n je njeno rjeSenje koje
sadrZi n neodredenih konstanti. Partikularno rjesenje je ono koje
odgovara uvrStavanju konkretnih vrijednosti konstanti u opce
rjesenje. Singularno rjesenje diferencijalne jednadZbe je njeno
rieSenje koje se ne moZe dobiti uvrstavanjem nikojih vrijednosti u
konstante opceg rjeSenja.
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Vrste rjesenja

Definicija (Opce, partikularno i singularno rjesenje)

Opce rjesenje diferencijalne jednadZbe reda n je njeno rjeSenje koje
sadrZi n neodredenih konstanti. Partikularno rjesenje je ono koje
odgovara uvrStavanju konkretnih vrijednosti konstanti u opce
rjesenje. Singularno rjesenje diferencijalne jednadZbe je njeno
rieSenje koje se ne moZe dobiti uvrstavanjem nikojih vrijednosti u
konstante opceg rjeSenja.

Opce rjedenje Clairaut-ove jednadZbe y = xy’ + (y')? je
y(x) = Cx + C?. No, i funkcija ys(x) = —%xz Jje takoder rjesenje,
koje ni za koji C ne moZemo dobiti iz opleg rjeSenja; ys je
singularno rjeSenje Clairautove jednadZbe.
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Pocetni uvjeti

Ukoliko ishodiste stavimo u mjesto otkud je tijelo polelo padati i
pretpostavimo da je samo ispusteno, a ne badeno, onda su nam
poznata i dva dodatna podatka koja &ine podetni uvjet za gornju
jednadzbu:

z(0s) =0m, Z/(0s)=0msL.
Dakle, rjesenje koje opisuje poziciju tijela koje je ispusteno s
pozicije z(0s) = 0m je

z(t) = —%t .
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Pocetni uvjeti

Ukoliko ishodiste stavimo u mjesto otkud je tijelo polelo padati i
pretpostavimo da je samo ispusteno, a ne badeno, onda su nam
poznata i dva dodatna podatka koja &ine podetni uvjet za gornju
jednadzbu:

z(0s) =0m, Z/(0s)=0msL.
Dakle, rjesenje koje opisuje poziciju tijela koje je ispusteno s
pozicije z(0s) = 0m je

Definicija (Po&etni uvjet)

Diferencijalna jednadzba F(t,y,y’,...,y(") =0 je zadana s
pocetnim uvjetom ako su poznate vrijednosti
y(to),y'(to), ..., y"" (o) za neku konkretnu vrijednost varijable

to-
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Metoda separacije varijabli

Neke diferencijalne jednadZbe 1. reda mogu se zapisati u obliku
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Metoda separacije varijabli

Neke diferencijalne jednadZbe 1. reda mogu se zapisati u obliku

y'=f(t)e(y).

Takve diferencijalne jednadZbe rje$avaju se ovako:

Y~ f(0)gly) & -5 = F(1)d,
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Metoda separacije varijabli

Neke diferencijalne jednadZbe 1. reda mogu se zapisati u obliku

y'=f(t)e(y).

Takve diferencijalne jednadZbe rje$avaju se ovako:

E:
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Radioaktivni raspad

Brzina raspadanja razmjerna je trenutnoj brojnosti radioaktivnih
atoma:

dN
—— = AN
dt

(X je pozitivna konstanta).
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Radioaktivni raspad

Brzina raspadanja razmjerna je trenutnoj brojnosti radioaktivnih
atoma:

dN
—— = AN
dt

(X je pozitivna konstanta). RjeSenje je
N(t) = Noexp(—At).

Opcenito, procesi kod kojih je brzina promjene pracene veli¢ine y u
svakom trenutku t razmjerna iznosu te veli¢ine zovu se
eksponencijalnim procesima. Kako moZe izgledati graf takve
veli¢ine y?
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Logisti¢ka jednadzba

Kao primjer eksponencijalnog rasta €esto se navodi rast populacija
u biologiji. No, u stvarnom svijetu neograniceni rast populacija nije
mogué, dakle u jednadZbu treba ukljuéiti ogranicenje

rasta: Maksimalni kapacitet okoline (opisan konstantom K).
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Logisti¢ka jednadzba

Kao primjer eksponencijalnog rasta €esto se navodi rast populacija
u biologiji. No, u stvarnom svijetu neograniceni rast populacija nije
mogué, dakle u jednadZbu treba ukljuéiti ogranicenje

rasta: Maksimalni kapacitet okoline (opisan konstantom K).

Ideja logistitkog modela je sljedeca: Sve dok je N(t) puno manji
od K, rast je eksponencijalan, no $to je N(t) blizi K, to se rast
viSe usporava. Kako bi izgledao graf takve ovisnosti N o t?
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Logisti¢ka jednadzba

Kao primjer eksponencijalnog rasta €esto se navodi rast populacija
u biologiji. No, u stvarnom svijetu neograniceni rast populacija nije
mogué, dakle u jednadZbu treba ukljuéiti ogranicenje
rasta: Maksimalni kapacitet okoline (opisan konstantom K).
Ideja logistitkog modela je sljedeca: Sve dok je N(t) puno manji
od K, rast je eksponencijalan, no $to je N(t) blizi K, to se rast
viSe usporava. Kako bi izgledao graf takve ovisnosti N o t?

K—-N K—-N
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Logisti¢ka jednadzba

Kao primjer eksponencijalnog rasta €esto se navodi rast populacija
u biologiji. No, u stvarnom svijetu neograniceni rast populacija nije
mogué, dakle u jednadZbu treba ukljuéiti ogranicenje
rasta: Maksimalni kapacitet okoline (opisan konstantom K).
Ideja logistitkog modela je sljedeca: Sve dok je N(t) puno manji
od K, rast je eksponencijalan, no $to je N(t) blizi K, to se rast
viSe usporava. Kako bi izgledao graf takve ovisnosti N o t?

K—-N K—-N

K—N N
N'=m- = :rN<1—K>, N(0) = No
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Napomena

Logisti¢ka jednadZba opisuje mnoge prirodne zakonitosti: ovisnost brojnosti
neke bioloske populacije o vremenu uz ograniene resurse za preZivljavanje, u
medicini ovisnost veli¢ine tumora o vremenu, u ekonomiji ovisnost Sirenja neke
inovacije na trZistu, u kemiji ovisnosti koncentracija reaktanata i produkata u
autokataliti¢kim reakcijama, . ..

Metodom separacije varijabli:

B KNo
~ No+ (K — Np)et

N(t)
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Napomena

Logisti¢ka jednadZba opisuje mnoge prirodne zakonitosti: ovisnost brojnosti
neke bioloske populacije o vremenu uz ograniene resurse za preZivljavanje, u
medicini ovisnost veli¢ine tumora o vremenu, u ekonomiji ovisnost Sirenja neke
inovacije na trZistu, u kemiji ovisnosti koncentracija reaktanata i produkata u
autokataliti¢kim reakcijama, . ..

Metodom separacije varijabli:

B KNo
~ No+ (K — Np)et

N(t)

Uocimo: Bududi da je Ny < K, prirodna domena od N je cijeli R, a
N poprima samo pozitivne vrijednosti manje od K.
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Napomena

Logisti¢ka jednadZba opisuje mnoge prirodne zakonitosti: ovisnost brojnosti
neke bioloske populacije o vremenu uz ograniene resurse za preZivljavanje, u
medicini ovisnost veli¢ine tumora o vremenu, u ekonomiji ovisnost Sirenja neke
inovacije na trZistu, u kemiji ovisnosti koncentracija reaktanata i produkata u
autokataliti¢kim reakcijama, . ..

Metodom separacije varijabli:

B KNo
~ No+ (K — Np)et

N(t)

Uocimo: Bududi da je Ny < K, prirodna domena od N je cijeli R, a
N poprima samo pozitivne vrijednosti manje od K. Bududi da s
porastom t e~ — 0, vidimo i da je N = K HA.
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Napomena

Logisti¢ka jednadZba opisuje mnoge prirodne zakonitosti: ovisnost brojnosti
neke bioloske populacije o vremenu uz ograniene resurse za preZivljavanje, u
medicini ovisnost veli¢ine tumora o vremenu, u ekonomiji ovisnost Sirenja neke
inovacije na trZistu, u kemiji ovisnosti koncentracija reaktanata i produkata u
autokataliti¢kim reakcijama, . ..

Metodom separacije varijabli:

B KN
~ No+ (K — Np)e— 't

N(t)

Uocimo: Bududi da je Ny < K, prirodna domena od N je cijeli R, a
N poprima samo pozitivne vrijednosti manje od K. Bududi da s
porastom t e~ — 0, vidimo i da je N = K HA. Nadalje, buduéi
daje N =rN (1 — %) > 0 zasve t, N je rastuéa.
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Deriviranjem logisti¢ke jednadZbe dobivamo

2riNN’ N 2N
" __ - — 2 o o
N" = rN K r/v<1 K><1 K).
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Deriviranjem logisti¢ke jednadZbe dobivamo

2riNN’ N 2N
" __ - — 2 o o
N" = rN K r/v<1 K><1 K).

Od svih tih faktora jedini koji moZe biti 0 je zadnji, i to ako je
N = K/2 (koji je pripadni t?), i tu N’ mijenja predznak, tj. imamo
tocku infleksije.
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Deriviranjem logisti¢ke jednadZbe dobivamo

2riNN’ N 2N
" __ - — 2 o o
N" = rN K rN<1 K><1 K).

Od svih tih faktora jedini koji moZe biti 0 je zadnji, i to ako je
N = K/2 (koji je pripadni t?), i tu N’ mijenja predznak, tj. imamo
tocku infleksije.

Primjer

Pri nekom malom jezeru uvjeti su prikladni za preZivljavanje najvise
100 pataka. Na to jezero naselimo par pataka (patka i patku).
Nakon 19 godina uz nepromijenjene uvjete pri tom e jezeru Zivjeti
12 pataka. Nakon koliko godina ée se porast broja pataka poceti
usporavati? Skicirajte ovisnost broja pataka o proteklom broju
godina za prvih 70 godina od naseljenja tog para pataka!
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Osnovni pojmovi kemijske kinetike

o Stehiometrijski koeficijenti (oznaka: v) reaktanata su
negativni, a produkata pozitivni.
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Osnovni pojmovi kemijske kinetike

o Stehiometrijski koeficijenti (oznaka: v) reaktanata su
negativni, a produkata pozitivni.
@ Brzina reakcije je
_dx 1 d[J]

AR
dt vy dt’

gdje je J proizvoljni sudionik reakcije, a [J] njegova

koncentracija u trenutku t.
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Osnovni pojmovi kemijske kinetike

o Stehiometrijski koeficijenti (oznaka: v) reaktanata su
negativni, a produkata pozitivni.
@ Brzina reakcije je

_dx 1 d[J]
TS
gdje je J proizvoljni sudionik reakcije, a [J] njegova
koncentracija u trenutku t.
@ Za pomoénu veli¢inu x vrijedi x(0) =0
e Slijedi:
(V) DI=lo+ws-x
Stoga ako znamo jedan [J], moZemo odrediti koncentraciju
svakog drugog sudionika reakcije A:

41 = A+ ra P,
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Diferencijalne jednadzbe koje opisuju kinetiku reakcije proizlaze iz
zakona brzine reakcije:

V:k~[J1]"1'[J2]n2'...,

gdje su Ji, Jo, ... reaktanti.
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Diferencijalne jednadzbe koje opisuju kinetiku reakcije proizlaze iz
zakona brzine reakcije:

V:k~[J1]"1'[J2]n2'...,

gdje su Ji1, Jo, ...reaktanti.Zbroj n = ) n; se zove red reakcije, a
brojevi n; se zovu parcijalni redovi reakcije obzirom na reaktante
Ji). Veli¢ina k (ovisna o temperaturi, ali konstantna pri danoj
temperaturi) zove se koeficijent brzine reakcije.
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Diferencijalne jednadzbe koje opisuju kinetiku reakcije proizlaze iz
zakona brzine reakcije:

V:k~[J1]"1'[J2]n2'...,

gdje su Ji1, Jo, ...reaktanti.Zbroj n = ) n; se zove red reakcije, a
brojevi n; se zovu parcijalni redovi reakcije obzirom na reaktante
Ji). Veli¢ina k (ovisna o temperaturi, ali konstantna pri danoj
temperaturi) zove se koeficijent brzine reakcije.

Diferencijalni oblik zakona brzine reakcije:

d
o = k(3o + vy )" ([aly + vaz )

Kojeg je reda ta diferencijalna jednazba?
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Diferencijalne jednadzbe koje opisuju kinetiku reakcije proizlaze iz
zakona brzine reakcije:

V:k~[J1]"1'[J2]n2'...,

gdje su Ji1, Jo, ...reaktanti.Zbroj n = ) n; se zove red reakcije, a
brojevi n; se zovu parcijalni redovi reakcije obzirom na reaktante
Ji). Veli¢ina k (ovisna o temperaturi, ali konstantna pri danoj
temperaturi) zove se koeficijent brzine reakcije.

Diferencijalni oblik zakona brzine reakcije:

dx

ap = Ko +vay )" ([alo + v, - X)™ -
Kojeg je reda ta diferencijalna jednazba? Njezino rjeSenje naziva se
integriranim oblikom zakona brzine reakcije.
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Reakcije n-tog reda, prvi tip

Promotrimo reakcije reda n na &iju brzinu utjeCe samo jedan
reaktant J. Tada je zakon brzine oblika
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Reakcije n-tog reda, prvi tip

Promotrimo reakcije reda n na &iju brzinu utjeCe samo jedan
reaktant J. Tada je zakon brzine oblika
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Reakcije n-tog reda, prvi tip

Promotrimo reakcije reda n na &iju brzinu utjeCe samo jedan
reaktant J. Tada je zakon brzine oblika

Za n =1 ovo je poput radioaktivnog raspada, za n = 0 brzina je
neovisna o trenutnim koncentracijama sudionika.

Zadatak
Odredite odgovarajuci integrirani oblik za sve n.
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Reakcije n-tog reda, prvi tip

Promotrimo reakcije reda n na &iju brzinu utjeCe samo jedan
reaktant J. Tada je zakon brzine oblika

Za n =1 ovo je poput radioaktivnog raspada, za n = 0 brzina je
neovisna o trenutnim koncentracijama sudionika.

Zadatak
Odredite odgovarajuci integrirani oblik za sve n.

Za n =0, 1,2 skicirajte graf ovisnosti koncentracije bilo kojeg
reaktanta ili produkta o vremenu.
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Zadatak

Neka reakcija stehiometrije A+ 2B —— C je prvog reda i brzina
Jjoj ovisi samo o koncentraciji reaktanta A. Pocetne koncentracije
od A i B su jednake i iznose 0,10 mol/L, a koeficijent brzine
reakcije iznosi 0,50 s~%. Nakon koliko vremena ée koncentracija od
A pasti na pola poletne koncentracije? Ovisi li to vrijeme o
pocetnoj koncentraciji od A? Kolika ¢e u tom trenutku biti
koncentracija od B?
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Zadatak

Neka reakcija stehiometrije A+ 2B —— C je prvog reda i brzina
Jjoj ovisi samo o koncentraciji reaktanta A. Pocetne koncentracije
od A i B su jednake i iznose 0,10 mol/L, a koeficijent brzine
reakcije iznosi 0,50 s~%. Nakon koliko vremena ée koncentracija od
A pasti na pola poletne koncentracije? Ovisi li to vrijeme o
pocetnoj koncentraciji od A? Kolika ¢e u tom trenutku biti
koncentracija od B?

Zadatak

Neka reakcija stehiometrije 2A + B+ 3C — D je 3. reda
(parcijalno prvog obzirom na svakog od reaktanata). Neka su
pocetne koncentracije reaktanata A, B i C redom a, b i c. Odredite
formulu ovisnosti umnoska koncentracija od A, B i C o vremenu.
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Homogene diferencijalne jednadzbe

Neke diferencijalne jednadZbe mogu se supstitucijom svesti na
jednadZbe sa separiranim varijablama, npr. homogene diferencijalne
jednadzbe. To su jednadzbe koje se mogu zapisati u obliku

r-rs)

Homogene diferencijalne jednadZbe rjeSavaju se supstitucijom

_y
u==.
t

/

Dakle, v = 5% = ¥ — ¥ iz tega slijedi tu' = y' — u, tj.

y' =tu + u.
Time nasa jednadzba poprima oblik
tu' + u = F(u),

a ona se moze rijesiti separacijom varijabli.
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Primjer

JednadZba ty’ = 5t + 2y je homogena:

y =5427,

t

Supstitucija u = % daje tu' =5 + u. Separacija varijabli prevodi ju
u oblik

5+u t
Integriranje daje In |5 + u| = In|t| + Co, odnosno

du _ﬂ

5+ 2 = Ct.
t
Stoga je opce rjesenje polazne jednadZbe

y = Ct? — 5¢t.
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