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PRDEIGIIVEIE R CM  Mjere rasprienja (disperzije)

Mijere rasprienosti (disperzije)

@ dva skupa podataka mogu imati slitne mjere srednje vrijednosti (prosjek i/ili
medijan), ali biti jako razli€iti;

o dolje su histogrami (apsolutnih frekvencija) 4 skupa podataka koji svi imaju i
medijan i prosjeénu vrijednost jednaku 7. Ipak, promatrani podaci se o&ito razlikuju.

@ U kojem od prikazana Cetiri uzorka su podaci najvi$e a gdje najmanje "raspréeni oko
sredine” ?

@ u nastavku promatramo nekoliko razli¢itih mjera rasprsenosti.

30 4 30

12345678 910111213 1234567 8910111213

12345678 910111213 12345678 910111213

VW, IB, HP Statistika (BIO) 3/24



PRDEIGIIVEIE R CM  Mjere rasprienja (disperzije)

Raspon

Najjednostavnija mjera rasprienja je raspon, odnosno razlika najvece i najmanje
vrijednosti u uzorku:
d = Xmax — Xmin = X(n) — X(1)-

Uotite da uzorci
1,1,1,2,10

1,4,7,8,10

imaju isti raspon (jednak d = 10 — 1 = 9), premda o&ito nisu jednako disperzirani.
TraZimo stoga bolju mjeru za disperziju.
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PRI PSRNV \Vljere rasprienja (disperzije)
Kvartili

Medijan dijeli uredeni uzorak na dva dijela: priblizno 50% podataka manje je, a 50%
veée od njega.

Sli¢no definiramo:
o doniji kvartil Q:: priblizno 25% podataka manje je od Q;
o gornji kvartil Qs: priblizno 75% podataka manje je od Qs.

o m o

—9o—90 9o 9o 090 0 0 0 0o o o 0 o0 o o

25% 25% 25% 25%

Ipak, sli¢no kao kod medijana, esto postoji vise kandidata za Q:i Qs pa uvodimo
formalnu (tehni¢ku) definiciju.
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Miere rasprsena (dispecie)
Formalna definicija kvantila i kvartila

@ Neka su podaci uredeni:
X1) SX@) S S X

o Ako je s = k + r, gdje je k cijeli dio broja s, a 0 < r < 1, definiramo

X(s) ‘= Xy +r- (X(k+1) — X(k)) = (1 — r)x(k) + rX(k+1)-

npr. za s = 12.4 imamo
k = 12, r = 04-7 X(12'4) = 0.6X(12) + 0.4X(13) J

@ lako se pokaZe da medijan m i za parne i za neparne n-ove moZemo definirati kao
m = X(n+1)/2) -
@ opéenito, za o € (0, 1) definiramo a-kvantil kao

Go = X(a(n+1))-

@ medijan je dakle upravo 0.5-kvantil, a definiramo gornji/donji kvartil kao

Q1 = qo.as = X(%l), @3 = qo.7s = X(3(n4+1)).
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PRDEIGIIVEIE R CM  Mjere rasprienja (disperzije)

Primjeri izra¢una kvartila

Primjer 1
Promotrimo uredeni uzorak

2, 3,5, 6, 8, 11, 13, n=7.
Buduéi da je

n—&—lz27 3(n—|—1):67
4 4
slijedi
Q1 =x) =3, Q3 = x) =11
v
Primjer 2

Promotrimo uredeni uzorak
2, 4,5, 8, 10, 13, n==6.

Bududi da je

1 1
ntl_ g7 304D oo
4 4

slijedi
Q1 = X(1.75) = 0.25x(1) + 0.75x(2) = 0.25-2+0.75 - 4 = 3.5,

Q3 = X(5.25) = 0.75X(5) + 0.25X(6) =0.75-10+0.25-13 = 10.75.
P——— —




PRDEIGIIVEIE R CM  Mjere rasprienja (disperzije)

Interkvartilni raspon i centili

Interkvartilni raspon definiran je kao

do = @3 — Q1.

o Interval [Q1, Q3] sadrZi priblizno sredisnjih 50% podataka.
@ dg mjeri rasprienost sredi$njeg dijela uzorka.

@ Za razliku od obi&nog raspona, nije osjetljiv na nekoliko ekstremno malih ili velikih
vrijednosti.

Ako je oo = k/100, gdje je k € {1,...,99}, tada a-kvantil
Ak /100

nazivamo k%-tnim centilom (engl. percentile) uzorka.

Dakle, priblizno k% podataka manje je od k%-tnog centila, te su @1, medijan i Q3 redom
25%, 50% i 75% centil.
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Miere rasprsena (dispecie)
Zadatak

Odredite donji i gornji kvartil, te 5%-tni centil za donji uzorak (duljine n = 20):

122 2 2 2 3 3 3 3
3 3 45 5 5 6 6 6 6

rjeSenje: 2,5,1.05
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Mere rasprsenja (disperzic)
Pravokutni dijagram (boxplot)

Boxplot saZima polozaj i rasprSenost numeri¢kih podataka pomocu kvartila i medijana.

Ql m Q3
[ ] }7 4{ e o
izdvojena izdvojene
vrijednost  donji gornji vrijednosti
brk brk
do =@ — @

o Kutija od Q1 do Qs sadrZi priblizno sredidnjih 50% podataka ("tipi¢ne” vrijednosti).

@ "Brkovi” zavrSavaju na najudaljenijim podacima koji se nalaze najvise 1.5dg od
pripadnog ruba kutije.

@ Podatke izvan "brkova” posebno oznatavamo i nazivamo outlieri (ekstremne ili
izdvojene vrijednosti).
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pREETIVINIS SIS M jere raspréenja (disperzije)

Primjer konstrukcije boxplot-a

1,2, 3, 4,5,6, 7, 15

podaci izdvojena vrijednost
]
I
I
Q1 m Q3 !
I
boxplot l— ~| (]
1 3 5 7 9 11 13 15

Ql = 225, m = 4—.57 Q3 = 6757 dQ =4.,5.
Granice za outliere su

Q —15dg=225—15-45=—45 Q;+15dg=6.75+15-45=135.

Stoga brkovi zavr8avaju u 1 i 7, dok vrijednost 15 oznaavamo kao outlier.
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PRDEIGIIVEIE R CM  Mjere rasprienja (disperzije)

Usporedba rasprsenosti pomocu boxplota

@ promotrimo primjer s poletka te pripadne boxplot-ove;

30 20
20 20
10 0
o o
123456780910111213 12345678910111213
1323356766 001213 1323456783 0nnis
30 30
20 20
10 10
o 0
12345678010111213 1234567801111213

@ Boxplot saZima polozaj i raspr§enost podataka — rasprienost se povecava od prvog
prema &etvrtom uzorku.

o Ipak, iz njih se ne moZze vidjeti da su oblici histograma vrlo razli¢iti.

o Histogram i boxplot daju razli¢ite informacije o podacima te se medusobno
nadopunjuju.
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PRDEIGIIVEIE R CM  Mjere rasprienja (disperzije)

Duljina peraje pingvina

Iz boxplota vidimo:

230 N
@ Gentoo pingvini imaju znatno
220 dulje peraje od ostalih vrsta.
- @ Rasprienost sredisnjih 50%
€ S LS o :
£210 . ("tipi¢nih™) duljina peraja
r 1 priblizno je jednaka za sve tri
2 200 vrste.
g @ Kod Adelie pingvina pojavljuju se
3 190 ’___‘ dvije potencijalno izdvojene
vrijednosti.
180
170 °

Adelie Chinstrap Gentoo
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PRDEIGIIVEIE R CM  Mjere rasprienja (disperzije)

Brzina pauka prije i nakon amputacije

@ Promotrimo brzinu 16 muzjaka pauka
vrste Tidarren sisyphoides prije i
nakon $to su tijekom sazrijevanja
odbacili jedan pedipalp.

@ Zanima nas ima li to naizgled
neobi¢no ponasanje funkcionalnu
prednost?

VW, IB, HP Statistika (BIO)

pauk | brzina prije | brzina poslije
1 1.25 2.40
2 2.94 3.50
3 2.38 4.49
4 3.09 3.17
5 3.41 5.26
6 3.00 3.22
7 2.31 2.32
8 2.93 3.31
9 2.98 3.70
10 3.55 4.70
11 2.84 4.94
12 1.64 5.06
13 3.22 3.22
14 2.87 3.52
15 2.37 5.45
16 191 3.40
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PRDEIGIIVEIE R CM  Mjere rasprienja (disperzije)

Brzina pauka prije i nakon amputacije

o

—_

w

brzina (cm/s)

prije am'putacije

VW, IB, HP

nakon amputacije

Statistika (BIO)

|1z boxplota vidimo:

@ Medijan brzine nakon amputacije
vedi je nego prije amputacije.

@ Brzine nakon amputacije vise su
raspriene (za sredi¥njih 50%
podataka).

@ Promijenio se i raspored podataka
"unutar kutije”: nakon amputacije
podaci iznad medijana (dakle, njih
priblizno 25%) znatno su rasprieniji
od podataka ispod medijana.
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pREETIVINIS SIS M jere raspréenja (disperzije)

Varijanca uzorka

Za uzorak xi, ..., xn definiramo njegovu varijancu kao

n

2 1 2
s —nilz(x,'—x).

i=1

tj. varijanca je prosje¢no kvadratno odstupanje podataka od aritmeticke sredine.

@ postoji razlog zasto dijelimo s n — 1 umjesto s brojem podataka n, ali u praksi to ne
igra preveliku ulogu osim ako n nije jako mali;

@ uvijek je s2 > 0;
@ imamo s? = 0 (tj. nema rasprienja) samo u sluaju ako su svi podaci jednaki
(¢cemu?);

@ intuitivno, $to su podaci rasprieniji oko X, to je varijanca veca, tj. varijanca je jo3
jedna mjera rasprienosti podataka oko (aritmetitke) sredine;

@ Zesto koristimo i oznaku o umjesto s°.
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PRDEIGIIVEIE R CM  Mjere rasprienja (disperzije)

Standardna devijacija

Varijanca je izraZena u kvadratu izvornih mjernih jedinica.

Zato definiramo standardnu devijaciju uzorka:

s= ! Z(x,‘fY)Q:\/si?.

n—1

@ Standardna devijacija izraZena je u istim mjernim jedinicama kao i podaci.

@ Intuitivno, moZemo je shvatiti kao "tipi¢no” odstupanje podataka od aritmetitke
sredine.
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PRDEIGIIVEIE R CM  Mjere rasprienja (disperzije)

Varijanca i standardna devijacija za podatke iz uvodnog primjera:

30 1 o2 =17.57

12 3 4567 8 910111213 123 4567 8 910111213

c2=16.75
4.09 20

62=23.03
c = 4.80

123 45 6 7 8 910111213 12 3 45 67 8 910111213
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PRDEIGIIVEIE R CM  Mjere rasprienja (disperzije)

Racunanje varijance

Za ralunanje varijance mozemo koristiti i formulu

n

Primjer. Za 20 bacanja kocke dobivene su frekvencije

2
5

broj na kocki x; |
frekvencija ;|

1 3 4 5 6
1 6 1 3 4
Aritmeti¢ka sredina iznosi X = 3.6. Zato je

> 1:1245.2246-324+1-42+3.5244.6%—20- 3.6
19

10 — .
= 310 — 259.2 ~ 2.674.
19

Stoga je standardna devijacija

s =+2.674 ~ 1.635.
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PRDEIGIIVEIE R CM  Mjere rasprienja (disperzije)

Koeficijent varijacije

Standardna devijacija ovisi o mjernoj jedinici u kojoj su izraZeni podaci. Primjerice, ne
znadi nam isto standardna devijacija 2.1 ako se podaci tipi¢no reda veli&ine 10 ili 100000.

Za nenegativne podatke s X > 0 definiramo koeficijent varijacije

vV =

X«

@ Mjeri rasprienost podataka u odnosu na njihovu srednju vrijednost.

@ Omogucduje usporedbu varijabilnosti podataka izraZenih u razli¢itim mjernim
jedinicama ili na razli¢itim skalama.
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pREETIVINIS SIS M jere raspréenja (disperzije)

Primjer: prinos i rizik ulaganja

Promatramo prosjetne godidnje prinose i standardne devijacije prinosa triju dionica (kroz
neki period godina):

| dionica A dionica B dionica C

prosje¢ni prinos X 6% 6% 7%
standardna devijacija s 4.5% 2.2% 5.0%
koeficijent varijacije v 0.75 0.37 0.71

@ ako gledamo samo prinos, dionica C se &ini najbolja;

@ ipak, ako standardnu devijaciju prinosa dionice poistovjetimo s "rizi¢nosti” dionice,
mogli bismo zakljuditi da je B manje rizi¢na nego A, te dodatno da je C prerizi¢na
za ulaganje;

o Ekonomisti promatraju i tzv. Sharpov omjer % (3to je zapravo vrijednost obrnuto

proporcionalna koefcijentu varijacije v) — u nasem slu€aju Sharpe-ov omjer iznosi
X
= 1.33, 2.73, 1.40.
s

Prema tom omjeru dionica B ima najpovoljniji odnos prinosa i rizika.
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PRDEIGIIVEIE R CM  Mjere rasprienja (disperzije)

Numeri¢ki podaci grupirani u razrede

Katkad ne poznajemo to¢ne vrijednosti podataka, nego samo intervale kojima pripadaju i
njihove frekvencije.

interval | frekvencija

[a1, b1] fi
[32, bz] f
[ak, bk] fk

Jedna opcija je tada svaki podatak iz intervala [a;, bj] zamijeniti njegovom sredinom
aj + b;
GG =——.
! 2

Tako dobivamo pomo¢ni uzorak u kojem se vrijednost ¢; pojavljuje f; puta.
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PRDEIGIIVEIE R CM  Mjere rasprienja (disperzije)

Primjer: duljina sijamskih krokodila

Izmjerene su duljine trupa (u metrima) 14 primjeraka vrste Crocodylus siamensis:

interval | §; | ¢

[1.0,12] | 1 | 1.10
(13,1.4] | 3 | 1.35
[1.5,1.6] | 6 | 1.55
[17,1.8] | 1 | 1.75
[1.9,2.0] | 3 | 1.95

Svaki podatak zamjenjujemo sredinom pripadnog razreda i dobivamo pomoc¢ni uzorak

1.10, 1.35, 1.35, 1.35, 1.55, 1.55, 1.55,
1.55, 1.55, 1.55, 1.75, 1.95, 1.95 1.95.

Za pomo¢ni uzorak dobivamo

22.05
X =—— =1575m, m = 1.55 m.
14
_14. 2
52 = 355625 1;4 1.5757 . 0.0641 m?, s~ 0.253 m.
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Zadatak

Zadani su grupirani numeri¢ki podaci:

interval | frekvencija

(2,3) 3
3,4) 4
[4,5) 3
[5,6) 2

Koristeci sredine razreda, odredite pribliznu:
@ aritmeti¢ku sredinu podataka;

@ varijancu i standardnu devijaciju podataka.

Rj. x = 2 ~3.83, s° =38 ~ 115, s=1/2 ~1.07
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