Numericko rieSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Numericko rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi:
@ NumeriCko rjeSavanje parabolicke jednadzbe - difuzijske
jednadzbe
o Eksplicitna metoda konacnih razlika

e Potpuna implicitna metoda konac¢nih razlika
@ Crank-Nicolsonova metoda

@ NumeriCko rjeSavanje eliptiCke jednadzbe - Poissonove jednadzbe
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Linearna PDJ drugog reda

Linearna PDJ drugog reda

Auyy + 2Buyxy + Cuyy + Duy + Euy + Fu = f,
saA, B, C, D, E, F, f (po dijelovima) neprekidne u Q c R?

Klasifikacija: PDJs A2 + B2 + C? #20u Q
@ paraboli¢ka, ako je AC — B®> = 0 za sve (x,y) € Q
o eliptitka, ako je AC — B? > 0 za sve (x,y) € Q
@ hiperboli¢ka, ako je AC — B? < 0 zasve (x,y) € Q

Plan: svladati osnovne tehnike metode konacnih diferencija za sva tri
tipa jednadzbi i na svakom tipu posebno detaljnije upoznati neke
klju¢ne detalje. Vazno nam je da su prethodne dvije teme svladane
(IP-ODJ, RP-ODJ).
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Numericko rjeSavanje difuzijske jednadzbe

Difuzijska jedadzba opisuje razne procese u praksi:
@ u fizici: distribuciju topline po vremenu u nekom objektu

@ u financijama: pona$anje vrijednosti opcija (financijski instrument
koji dozvoljava “kladenje” da li ¢e vrijednost te imovine rasti ili
padati)

Op¢i oblik difuzijske (parabolicke parcijalne diferencijalne) jednadzbe je

ou(x,t)
ot

— V- (a(x) Vu(x,t)) =f(x,t), te][0,T], xeQ

pri Cemu je potrebno jo$ zadati
@ inicijalni uvjetza t =0, i
@ rubne uvjete za x € 99.
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Primjere jedne 1D parabolicke PDJ

@( B o2u
ot
s pocCetnim uvjetom
u(x,0) =g(x), xe]0,1],
te rubnim uvjetima

00(1) 9 (0,1) + Fo(1)u(0. ) = pol)

t>0.

o (22(1.0) + B4(0u(1, ) = 1 (1)

Varijable su x i t koje interpretiramo kao prostor i vrijeme.
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Mi éemo zbog jednostavnosti promatrati jednostavniji oblik jednadzbe

ou 5%u

E(X, t) = W(X’ 1), x €lab], tel0,T],

s Dirichletovim rubnim uvjetima.

Standardna metoda za dobivanje aproksimacija rjeSenja parcijalne
diferencijalne jednadzbe, kao $to je difuzijska, je diskretizacija pomocéu
konacnih diferencija.

@ U toj metodi iz danog podrucja [a, b] x [0, T] izabran je skup
to¢aka koji ¢ini mrezu.

@ U svakoj to¢ki mreze derivacije u diferencijalnoj jednadzbi
zamijenjuju se sa kvocijentima koji se priblizavaju derivaciji kada
mreza postaje sve finija.
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Konacne razlike

Parcijalnu derivaciju 0u/0t mozemo definirati kao

ou o Lu(x,t+6t) —u(x, )
ar 1) = limg ot '

Umjesto raCunanja limesa kada 5t — 0, uzet cemo ¢t > 0 koji je vrlo
mali, i buduci da vrijedi

ou _u(x, t+6t) — y(x, 1)
a(xj t) = 5t + O(dt)
definirat ¢emo aproksimaciju
ou _u(x, t+at) - y(x, 1)

Ovime smo dobili kona¢nu razliku od dy/dt, a kona¢nu razliku ovoga
oblika posebno ¢emo jo$ zvati i konacna razlika unaprijed.
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Alternativno mozemo definirati
ou . u(x,t) —u(x,t—dt)

E(X’ f) :6I|m

tako da je na slican nacin aproksimacija dana sa

ou _u(x, t) = u(x,t—dt)
E(X7 t) ~ 51. °

Konac¢nu razliku ovoga oblika zovemo konacna razlika unazad.

Takoder mozemo primijetiti da je

ou o u(x, t+6t) —u(x, t—ét) .

ar XD = fim) 26t !
ou _u(x, t+6t) —u(x, t —dt) >
S = S5t +0((17?)
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pa mozemo definirati centralnu konacnu razliku

ou _u(x, t+ot) — u(x,t —ét)

Ak 25t ‘

Vidimo da je centralna konacna razlika toc¢nija.

y

u

unazad

t t

r—or T T4 0T

Konacna razlika unazad, unaprijed, i centralna.
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Konacne razlike u difuzijskoj jednadzbi

@ Kada se primijenjuju na difuzijsku jednadzbu, konacne razlike
unaprijed i unazad koje aproksimiraju ou/dt vode do eksplicitne
odnosno implicitne metode konacnih razlika.

@ Centralna konacna razlika gornjeg oblika po varijabli t se ne
koriste u praksi jer daje nestabilne metode.

@ Centralna konacna razlika oblika

@(x )~ u(x,t+4dt/2) — u(x,t —ot/2)
ot ot

pojavljuje se u Crank—Nicolsonovoj shemi za konacne razlike.
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Parcijalne derivacije po varijabli x moZzemo definirati na analogan
nacin:
@ konacna razlika unaprijed
ou u(x +dx,t) — u(x,t)
—(x,t) =
ax( ) dX

@ konacna razlika unazad

ou _u(x, ) —u(x —ox,1t)
a(xv t) ~ 5X

@ centralna konacna razlika

ou _u(x+6x,t) — u(x —ox,t)
ax 0= 20x
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Za drugu parcijalnu derivaciju 6?u/9x? mozemo definirati simetri¢nu
centralnu kona¢nu razliku kao

@ konacnu razliku unaprijed od kona¢nih razlika unazad

@ konacnu razliku unazad od konacnih razlika unaprijed

U oba slucaja dobivamo

92u u(x+ox,t)—u(x,t)  u(x,t)—u(x—=éx,t)

oz 10 = ———— = —— 0 ((5°)

u(x +ox,t) —2u(x, t) + u(x — ox,t)
(0x)? '
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Mreza za difuzijsku jednadzbu

Kako bismo mogli primijeniti metodu konacnih razlika na difuzijsku
jednadzbu moramo podijeliti
@ x 0s na ekvidistantne ¢vorove sa razmakom od 6x
@ t os na ekvidistantne ¢vorove sa razmakom od 6t
pri Cemu uzimamo
b—-a T

, ot = —.
n m

0X =

Ovime na (x, t) ravnini, unutar domene [a, b] x [0, T], definiramo
mrezu, pri ¢emu ¢vorovi mreze imaju oblik

(xi, t) = (a+iox, jét), i=0,...n, j=0,...,m.

U tom slucaju racunat ¢emo aproksimativno rieSenje samo u
¢vorovima mreze, i piSemo

uij ~ u(iox, jot).
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ox

ot

Xi—1 Xi Xipd

><V

Oznake na mrezi.
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Eksplicitha metoda konacnih razlika

Razmatramo difuzijsku jednadzbu
ou d%u

ot ox2’
sa rubnim i inicijalnim uvjetima

u(a, t) =ug(t),
u(b, t) =up(t),
u(x,0) =up(x).

Zelimo naéi aproksimaciju rje$enja u évorovima mreze koristegi
@ konacnu razliku unaprijed za du/ot,
@ simetri¢nu centralnu kona¢nu razliku za 92u/0x?.
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Pri tome se difuzijska jednadzba transformira u

Uit1,j — 2Ujj + Uj-1,
(0x)2

Uij1 — Uij

o+ 0(ot) =

+0<wnﬁ.

Zanemarujuci izraze O(5t) i O ((6x)?) dobivamo diferencijsku
jednadzbu
Ujjy1 = AUj—1j + (1- 2)\)U,"j + AUjyq
gdje je
ot

A= (Gx)2 Courantov broj.

Ako u vremenskom koraku j znamo u;; za sve vrijednosti od /, tada
Uj j+1 Mmozemo izracunati eksplicitno.
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Eksplicitna metoda konacnih razlika

tﬂ
411
t =
X

Xi—1 Xi Xip

Uj j+1 OViSi SamMO 0 Uj_1j, Ujji Uit1.
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Sada mozemo rijesiti diferencijsku jednadzbu za

0<i<n, 0<j<m

Rubne uvjete koristimo za odredivanje ug ; i Uy :
Up,j =Ug(jét), 0<j<m,
Up,j =Up(jot), 0<j<m

Za pokretanje ove iterativne metode koristimo inicijalni uvjet

Uio = Up(a-+ iéx), 0<i<n.

lterativna metoda zavrSava za j = m i rjeSenjem
Ui,m, o S IS n)

Sto predstavlja aproksimaciju rieSenja za u(a+ iox, T),0 < i < n.
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Algoritam eksplicitne metode konacnih razlika

__ ot .
A= oxe
fori=0:n
Ustari(F) = Up(a@+ i - 0x);
end
forj=1:m
Unovi(0) = Ua(/: - 0t);
Unovi(N) = up(j - 91);
fori=1:(n-1)
Unovi(F) = A - Ustari(i - 1)+ (1 =2 X) - Ustari(f)+
+A - Ustari(Q +1);

end

Ustari = Unovi,
end
U = Ustari,
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Stabilnost eksplicitne metode konacnih razlika

@ Stabilnost numericke metode je u bliskoj vezi sa numeriCkom
greSkom.

@ Metoda konacnih razlika je stabilna ako greska ucinjena u jednom
koraku metode ne utjeCe na povecanje greSke u koracima koji
slijede.

@ Kod neutralno stabilne metode greska ostaje konstantna u svim
koracima.

@ Ako greSke opadaju i po mogucénosti se priguSuju, kazemo da je
numericka metoda stabilna.

@ Ako, s druge strane, greSka raste sa povecanjem broja koraka,
aproksimativno rjeSenje divergira, i kazemo da je numericka
metoda nestabilna.
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Za daljnju analizu korisno je sve vrijednosti u; ; za fiksni vremenski
korak j organizirati u vektor

uD=Tuy -~ upgy 1"

Za matricni oblik diferencijske jednadZbe definiramo (n—1) x (n—1)
matricu A

[1—2x X  0--- 0 1
A 1—2) :
: . .. . A
0 0 A 1-2\
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Tada eksplicitnu metodu mozemo zapisati kao

U+ = Ay + uﬁj),
gdje je

U =AU, 0 -+ 0wy ]

Stabilnost metode se odnosi na ponasanje Sirenja pogreske
napravljene u j-tom koraku.
Neka je ) = u(t;) vektor s tocnim rieSenjem u t = t.
Za ovaj vektor, iteracije ¢e generirati niz U5,
Ukupna pogreska u j-tom koraku

B0 — uo = ;.

guth — Ut = A0 4 g — AyY) — Y

Ao - 0] - Ay
e 26. svibnja 2025. 21/92
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Nakon k koraka

Utk — yU+k) — Ak g

Da bi metoda bila stabilna, greSka mora biti priguSena, a za to treba biti
lim A% =0,
k—o00
Ovo ce vrijediti ako i samo ako je
p(A) <1,

gdje je p(A) spektralni radijus matrice A.

Dakle, da bi metoda bila stabilna zahtijevamo da za sve svojstvene
vrijednosti 1(A), ..., un—1(A) od A vrijedi

(A <1, k=1,....n—1.



Numericko rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi Eksplicitha metoda konaénih razlika

Slijededi korak je racunanje svojstvenih vrijednosti od A.
U tu svrhu, matricu piSemo kao

A=1+\-

Preostaje nam sada samo naci svojstvene vrijednosti 1 (G) od
matrice G, jer su tada

Mk(A):1+)\'Nk(G)> k=1,....,n—1.
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Svojstvene vrijednosti matrice G su nultoCke ortogonalnog polinoma
pPn_1 definiranog tro¢lanom rekurzijom:

Pr+1(X) + Pn-1(X) = (X + 2)pn(x).

Ovo je sliéno rekurziji za Cebisevljeve polinome.

Uz supstituciju
2y =x+2
dobivamo rekurziju

Uns1(y) + Un—1(y) = 2yUn(y)-

Rekurzija za Cebiéevljeve polinome!
Jer je
p_i(X)=0 i po(x)=1
(pocetne vrijednosti za rekurziju iz teorema) slijedi da je
e 26. svibnja 2025. 24/92
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U4(x)=0 i Up(x)=1.

Iz rekurzije slijedi da je
Ui(y) = 2yUo(y) — U-+1(y) = 2y.

Radi se o Cebisevljevim polinomima 2. vrste.
(Za Cebigevljeve polinome 1. vrste je Us(y) = 2y — 1.)
Eksplicitna formula za Cebiéevljeve polinome 2. vrste:

_sin((n+ 1) arccos y)
Un(y) = sin(arCCOSY) .

Nulto¢ke polinoma U,_+:

k
yk:cos%, k=1,...,n—1
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Dakle, svojstvene vrijednosti matrice G su nultocke polinoma p,_+

uk(G) =xx = 2y — 2 = 2cos <k:> -2

Dalje vrijedi

pk(A) =1 — 4Asin? (g;) k=1,...,n—1.

Da bi uvjet stabilnosti |ux(A)| < 1 bio zadovoljen, mora vrijediti

‘1—4)\sin2 <g,7;)‘<1 k=1,...,n—1.
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Buducéi da je A > 0 po definiciji slijedi da je uvijek

1 — 4)\sin? (g;:) <1.

1 <1 —4)sin? (l”)
2n

se moze pojednostavniti na

S druge strane, uvjet

Dakle, gorniji uvjet stabilnosti ekvivalentan je dvijema jednadZbama
A>0

K 1
Asin <2n> < 5
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Najvedi izraz sa sinusom je

a ako poveéavamo dimenziju matrice A tada vrijedi
lim sin <(n_1)7T) =1.
n—o0 2n

Ovime smo dobili konacan uvijet.

Teorem
Za

1
< —
O<)\_2

eksplicitna metoda konacnih razlika za difuzijsku jednadzbu je stabilna.
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@ Ovaj kriterij stabilnosti daje uvjet na veliinu koraka:

(6x)?
2

0<dit< .
@ Kao posljedica uvjeta stabilnosti, parametri mi n ne mogu biti
izabrani nezavisno jedan od drugoga.

@ Ako moramo izraCunati rjeSenje sa velikom to¢no$¢u, tada dx
mora biti malen, $to daje kvadratnu ogradu za 4t koji mora biti jo$
maniji.

@ Zato nam je prakti¢nije naci numeriCku metodu koja je bezuvjetno
stabilna.
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Konvergencija eksplicitne metode konacnih razlika

Da bi numeri¢ka metoda bila uopce korisna u primjenama, mora biti
konvergentna:

@ aproksimacije moraju teziti to€nom rjeSenju kada dx i it teze ka
nuli

Prvo nas zanima lokalna pogreska diskretizacije, to je ostatak koji
dobijemo kada u relaciju koja definira metodu uvrstimo toCno rjeSenje:

€ijr1 = U(Xi, tip1) — Au(Xio1, ) — (1 = 20 u(X;, ) — Au(Xig1, §j).

Izraze u lokalnoj pogresci diskretizacije razvijamo u Taylorov red i
dobivamo
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€ij+1 =
ou 9%u
= u(xi, t)) + 6t—(x;, ;) + (51‘)2 5 (X, 1) + O((61)°)—
ot ot
ou 1 oBu
- [u(x,-, t) — 6x$(x,-, t) + (<5x)2 (x,, f) — 6(6x)38 3(X,, t)+

4
1wmﬁiﬂmwrumwn)]—u—zmwmwr-

3
= X[, )+ 035 00 6) + (007G )+ 2 (00° Y1)+
4
g 50 5 00.8) + O((0x0°)

. TN
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Ako uvrstimo da je 5t = \(6x)?, sredivanjem prethodnog izraza
dobivamo

2
g =0t (G 06) — S5 00.0)) +
2 4y
OO0 1 - M2 T8 1)+ 050 + O((60))
_ (62 PPu (0x)* 9*u

= S ) — AT S (6 8) + O((50)°) + O((6%)°)

jer je u rieSenje difuzijske jednadzbe. Dakle, vrijedi

u(Xi, 1) = Au(Xi—1, ) + (1 = 20)u(x;, §) + Au(Xi1, )+
+0((51)%) + O((6x)*)(= O((6x)"))-
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Drugim rije€ima, ako bismo u vremenskom koraku j metodi dali
egzaktne vrijednosti rieSenja u svim ¢vorovima, pogreska u (j + 1)-vom
koraku bi bila reda veli¢ine O(5t(6x)?).

Ako definiramo

udy = [ uCx,t) - u(xo1,t) 17
6(/‘+1):[61JJr1 S et 1"

tada izraz sa lokalnom pogreskom diskretizacije moZzemo napisati i u
matricnom obliku kao

ul = AdD, P £ 0D =0, m—1.
Pri tome je za svaki indeks j

1€V)]|oo < Kat(5)2.
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Teorem

Promatramo eksplicitnu metodu konacnih razlika za difuzijsku
jednadZbu u kojoj je Courantov broj A konstantan kada 6t — 0 i
0x — 0, i jos je A\ < 1/2. Neka je rjesenje aproksimirano na
vremenskom intervalu [0, T], s korakom §t = \(0x)?, te neka je

m = | T/5t|. Tada metoda konvergira, tj. za ) = ut) — u%), vriledi

lim max [e?]. =0.
6x—0j=0,....m

Dokaz. Prvo primijetimo da je inicijalna vrijednost rijeSenja zadana, pa
je (u egzaktnoj aritmetici) e(®) = 0. Drugo, za A < 1/2 je

IAlls = A+ 1 — 23+ A = 1.



Numericko rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi Eksplicitha metoda konaénih razlika

Oduzimanjem matriCnih oblika iteracije metode i izraza za lokalnu
pogresku diskretizacije dobivamo

Ut — Agl) _ (1),

pa onda induktivno mozemo zakljuciti da je za svaki j

j—1 j—1
&) = He® 3" AiD = 5 A,
i=0 i=0

Sada uzimanjem norme dobivamo

j—1
16D loo <D ANV oo < jK 5t (5x)
i=0
<mK3t(6x)? < T K (6x)?,

jeriemdét<T. O
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Iz dokaza prethodnog teorema jasno je vidljivo da
@ Konzistentnost: lokalna pogreska diskretizacije zadovoljava
|eW||/6t — 0 kada dx — 0.
@ Stabilnost: Courantov broj zadovoljava A < 1/2
osiguravaju konvergenciju metode.
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Numericko rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Potpuna implicithna metoda konacnih razlika

@ Implicitne metode se koriste kako bi se izbjegla ograni¢enja
vezana uz stabilnost eksplicitne metode.

@ Ove metode nam omogucuju da koristimo mreze u x koordinati sa
velikim brojem ¢vorova, bez da moramo uzeti jako mali 6t.

@ Jedna od implicitnih metoda je i potpuna implicitha metoda
konacnih razlika, koja racuna aproksimaciju rjeSenja difuzijske
jednadzbe u ¢vorovima mreze koristedi

e konacnu razliku unazad za du/dt,

e simetri¢nu centralnu konacnu razliku za 92u/9x2.
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Pri tome se difuzijska jednadzba transformira u

Ujj+1 — Ujj Uit1,j+1 — 2Ujj+1 + Uit 41 2
WA P o(st) = o .
st o0 (0x)2 +0((0x?)

Zanemarujuci izraze O(5t) i O ((6x)?) dobivamo diferencijsku
jednadZbu

—AUj—1j1 + (1 +2N)Ujjr1 — Aig1 j11 = Ujj,

gdje je opet
or

A= (6x)2°

U potpunoj implicitnoj metodi uj_1 j1, Ujj+1 | Ujy1 j41 implicitno ovise o
ujj.
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R
+
-
'
Py

Xi—1 Xi Xit1

><V

Ui—1,j+15 Ujj11 1 Uitq j11 OViSe O Uj.
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@ nove vrijednosti se ne mogu razdvaijiti i eksplicitno izraCunati iz
starih vrijednosti.

@ Radi se o simultanom rjeSavanju jednadzbi, odnosno o rjeSavanju
sustava linearnih jednadzbi.

Sada mozemo rijesiti diferencijsku jednadZbu za

0<i<n, 0<j<m.
Rubne uvjete koristimo za odredivanje g ; i Uy -

Up,j =Ug(jét), 0<j<m,
Upj =Up(jot), 0<j<m

Za pokretanje ove iterativne metode koristimo inicijalni uvjet

Uio = Up(a—+ iox), 0<i<n.
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Iterativna metoda zavr8ava za j = mi rjeSenjem
Ui,ma 0 S IS n7
Sto predstavlja aproksimaciju rieSenja za u(a+ iox, T),0 <i < n.

S obzirom da moramo rjeSavati sustave, sada nam i u fazi raCunanja
treba matricni oblik diferencijske jednadzbe.
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Definiramo (n— 1) x (n— 1) matricu A

[1+2X X 0--- 0 1
- 1+ 2)
: .. - - -\
0 0 A 1+2) ]
i vektor desne strane sustava
b=ul) 4 U,
gdje su
u) = Utj - Up1 17,
u D =N wojer 0 o 0wy 1T
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Sada potpunu implicitnu metodu moZzemo napisati u matricnom obliku

kao .
Au(j'H) — u(/) + u’(’/+1) — b(/)

Vektor u(’Jr ) se pojavljuje zbog rubnih uvjeta, npr. iz prve jednadzbe
slijedi
(1 + 2)\)U17j+1 — )\U27j+1 =Uyj+ /\Uo,j+1-

Pokazat ¢éemo da je matrica A regularna pa se korak implicitne metode
moze napisati eksplicitno kao

YU+ — A1 ( yl) +u0+1)>
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Algoritam potpune implicitne metode kon. razl.

definiraj rjesavac s matricom A; X = ¢ 5‘1’)2;
fori=0:n
u(i) = tp(a+i-dx);
end
forj=1:m
fori=1:n-1
b(i) = u(i);
end
u(0) = ua(j - ot);
u(n) = up(j - ot);
b(1) = b(1) + X - u(0);
b(n—1)=>b(n—1)+X-u(n);
rijesSi sustav Au(1 : n—1) = b;
end
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Stabilnost potpune implicitne metode konacnih razlika

Analognom argumentacijom kao kod eksplicitne metode konacnih
razlika, metoda

gut) — A1 ( ui) & U(J+1)>
Ce biti stabilna ako

lim A7e® =0., ve®.

Jj—o0

Dakle, metoda ¢e biti stabilna ako i samo ako je

p(A71) < 1.
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Matrica

Svojstvene vrijednosti matrice G:

1k(G) = —4sin? (g;) <0, k=1,...,n—1,

Svojstvene vrijednosti matrice A:
uk(A) =1 - Auk(G) >1, k=1,....,n—1.
e 26. svibnja 2025. 46/92
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Svojstvene vrijednosti matrice A~1:

Dakle, za bilo koji A > 0je 0 < ux(A~1) < 1.

= Potpuna implicitna metoda konacnih razlika je bezuvjetno
stabilna.

47/92
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S druge strane, vidimo da su sve svojstvene vrijednosti matrice A
pozitivhe, §to znaci da je matrica pozitivno definitna.

@ Zbog toga za rje$avanje sustava AuU+") = pl) mozemo koristiti
metode

o faktorizaciju Choleskog
o Gauss—Seidelovu i SOR metodu
e metodu konjugiranih gradijenata
koje su specijalno prilagodene za tridijagonalnu matricu.
@ Kod efikasno implementirane eksplicitne i implicitne metode broj
operacija je istog reda veliine, pa rjeSavanje sustava kod

implicitne metode ne predstavlja preveliki dodatni troSak u odnosu
na eksplicitnu.
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Crank—Nicolsonova metoda

@ Crank—Nicolsonova metoda je takoder implicitna metoda koja
nema problema sa stabilno$¢u, ali ima greSku diskretizacije
derivacije Ou/dt reda veli¢ine O ((5t)?).

@ Crank—Nicolsonova metoda racuna aproksimaciju rieSenja
difuzijske jednadzbe u ¢vorovima mreze tako da uzima srednju
vrijednost diferencijskih jednadzbi eksplicitne i potpuno implicitne
metode.

Dakle, ako koristimo konacu razliku unaprijed za du/ot dobivamo
eksplicitnu metodu

Uit1,j — 2Ujj + Uj-1,
(0x)2

Yt =8 ost) = +0 ((0x?).

ot
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a ako koristimo konacu razliku unazad za du/dt dobivamo potpunu
implicitnu metodu

Ujj+1 — Uij _ Uiptjp1 — 2Ujjit + Uit j41 2
e 0(t) = P +0«M))

Srednja vrijednost tih dviju jednadzbi je

A B o(st) =

ot
V(Ui — 205+ Uiy Uit — 20741 + Uit ji N
2 (6x)2 (0x)?

+o@&f)
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Ovom metodom zapravo aproksimiramo vrijednost difuzijske

jednadzbe u tocki (x;, t v 1), koja se nalazi na pola puta izmedu (x;, t;) i

(Xi’ t/+1)-
ou d?
at( It ]+2)_ a 2(XI7 /+§)

U ovom slucaju, prvu derivaciju po varijabli t aproksimiramo
centralnom kona¢nom razlikom

ou Uij1 — Ui
E(Xh tj+%) ~ T,
a drugu derivaciju po varijabli x sa
H? 1 (U1 — 20 + Uji_q
(0x)?

Uit j41 — 2Ujj1 + Ui j41
(6x)? '

51/92
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Provjerimo to¢no koliku smo greSku napravili u varijabli t. Za egzaktne

vrijednosti u; ; = u(x;, t;) imamo

stou (61)2 B%u
— (Xt 1) “

2 ot T2 o2

otou (61)% 92u

ul,]+1 - U’]+1 + 8
3
iy T2 o Xl T g g )+ 0 (60°).

(Xi. 1) + O ((68)°)

uijj=u

To znaci da za centralnu konacnu razliku vrijedi

Uij1 — Uij _ Ou

ot 8t( f

)+ 0 ((51‘)2) .

41
+3

S druge strane, moramo jo$ provijeriti odnos desne strane u
. i 82
Crank—Nicolsonovoj iteraciji sa W(Xi, tH%).
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Uzimanjem srednje vrijednosti kona¢nih razlika unaprijed i unazad,
dobivamo jednakost

1 <Ui+1,j —2Ujj 4+ Uit | Uipt,j1 — 2Ujjeq + U1 i1 )

2 (0x)? (6x)?
1 /H%u o2u »
) @(x;, Q)+W(Xi, fit1) +O((5x) )
1 (0%u 5x OBu
dQ?u dx 8%u )
+W(Xi’ tl+%) + ?W(Xi’ tl+;)> +0 (((5X) )
52u

= S50t ) + 0 ((5x)2) .
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Aproksimirajuc¢i difuzijsku jednadzbu u tocki (x;, tJr 1) iteracijama

Crank—Nicolsonove metode napravili smo greSku reda velicine
O ((6x)%) + 0 ((61?).

Srednja vrijednost tih dviju jednadzbi tocije sada glasi

Ao ((517) =

1 (Uiprj — 20+ Uiy, L Yt = 2Ujj41 + Uit,j+1 N
2 (6x)? (0x)2

+O ((5x)2) .
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Zanemarujuci izraze O ((6t)2) i O ((6x)?) dobivamo diferencijsku
jednadzbu

A A
—5Ui—tjr1 + (1 + Uit = SUjp1j1 =

2 2
A A
= EU,'_U' +(1 - )\)U,'J' + EU,'_HJ',
gdje je opet
ot
A= .
(0x)?

U Crank—Nicolsonovoj metodi uj_1 j11, Ujj11 i Uit j+1 implicitno ovise
O Ui—1.jy Uij 1 Uit1,j-
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-4
Ti+1 A >
Tj A o

Xi—1 Xi Xip1 X

Uj—1 j41, Ujjg1 T Ujgq 1 OVIS€ O Uj_q j, Ujj i Uitq
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Sada mozemo rijesiti diferencijsku jednadzbu za
0<i<n, 0<j<m
Rubne uvjete koristimo za odredivanje ug ; i up:

Up,j =Ug(jét), 0<j<m,
Upj =Up(jot), 0<j<m.

Za pokretanje ove iterativne metode koristimo inicijalni uvjet

Uio = Up(a—+ idx), 0<i<n.

lterativna metoda zavrSava za j = m i rjeSenjem
Ui,m, o S IS n)

Sto predstavlja aproksimaciju rieSenja za u(a+ iox, T),0 < i < n.
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Matricni oblik diferencijske jednadzbe.
Definiramo (n— 1) x (n— 1) matricu A

[1+X -5 0.~ 0 1
-3 142
A= 0 0 ,
A
2
| 0 0 -3 142




Numericko rieSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi Crank-Nicolsonova metoda

i(n—1)x(n—1)matricu B

[1-Xx 2 0 0 1
2 1o
B=1 o = 0
N
2
| 0 0 3 1-Xx]
Isto tako nam jo$ trebaju vektori
uD =l - upry 1T,
;
u) =] uj 0 - 0 wup;l".



Numericko rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi Crank-Nicolsonova metoda

Tada Crank—Nicolsonovu metodu mozemo napisati u matricnom obliku
kao

r

AuU+1) _BUU)+;U0)+1ZU(/+1) )

Pokazat ¢éemo da je matrica A regularna pa se korak
Crank—Nicolsonove metode moze napisati eksplicitno kao

ul+h = A~ <BUU) + ;urm + ;u(’+1)>
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Algoritam Crank—Nicolsonove metode

definiraj rjesavat s matricom A; X = ¢ 6‘1’)2;
fori=0:n
u(i) = up(a+i-9ox);
end
forj=1:m

fori=1:n-1
b(i) = zu(i — 1) + (1 = \)u(i) + zu(i +1);
end
u(0) = yalj - 61);
u(n) = up(j - ot);
b(1) = b(1) + % - u(0);
b(n—1)=b(n—1)+ 5 - u(n);
rijeSi sustav Au(1: n—1) = b;
end
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Stabilnost Crank—Nicolsonove metode

Metoda:

WD — A8 ) 4 A <1ug) N 1uy+1>> .

2 2

Metoda je stabilna ako i samo ako

p(A71B) < 1

Za

62/92
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A
B = I—I—EG

R PP VAP
AB_</ 2G I+ZG

Svojstvene vrijednosti:
1+ 51k(G)

,U/k(A71B) = 1_ %NK(G)

63/92
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svojstvene vrijednosti matrice A~'B zadovoljavaju
—4<uk(G)<0 =

1+ 3ux(G)

< 1.
1 — 3uk(G)

1
_ _ - A_1B:
1< 1+1+2)\<uk( )

Dakle,
p(A71B) < 1

tj. Crank-Nicolsonova metoda je bezuvjetno stabilna.

64/92
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@ Kao i kod potpuno implicitne metode, moze se vidjeti da su sve
svojstvene vrijednosti matrice A pozitivne, $to znaci da je matrica
pozitivno definitna.

@ Zbog toga za rje$avanje sustava Ault") = pl) mozemo koristiti

metode

o faktorizaciju Choleskog
o Gauss—Seidelovu i SOR metodu
e metodu konjugiranih gradijenata

koje su specijalno prilagodene za tridijagonalnu matricu.
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Malo opcenitija difuzijska jednadzba ...

ou(x, 1) 0 <a(x) dulx, t)> +p(x)u(x,t)+q(x), 0<x<1, t>0

ot ox ox
111 A= X —0x/2 B=x +6x/2
10 T W: X’-_1 P: XI E — Xi+1
9| e O O O )
w A P B E

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

0 oulx, (a)250) = (a0 2450
(8)( (a(x)W))P ~ 0 y -B(5X/2) ox )
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Stavimo a; 12 = a(x; + 0x/2), ai_1,2 = a(x; — 6x/2), u,(j) ~ u(x, by).

I R L
Kl a(x)au(x,t) L VR aox/2) TR 2(5x/2)
ox ox p 2-(6x/2)
= W(ai+1/2(u,g+)1 - U,w) - 3171/2(U,(j) - Uf&))

Ostali elementi jednadzbe:

pOu(x, ) ~ piu; a(x) = ar
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Prisjetimo se: trapezna metoda za y’ = f(t, y) ponavlja
Yir1 = yj + (6t/2)(F(4, y;) + F(tit1, Vi),

(tu pise (yj1 — yj) /ot = (f(4, y;) + (811, ¥j51))/2)
Dakle, imamo

(+1) )
u; —u 11 . . . .
s = alplae —u) —apw - )
1 1 +1 1 1
+piu U)+QI (6x )2 [a,+1/2( ,({:q )—U,(j+ ))—a,-_1/2(u,(’+ )—UI-(j_Jq ))]

+oiu 4}

Sada prebaciti indeks j + 1 na lijevu stranu, uvaziti inicijalni i rubne
uvjete i to je to.
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Numericko rjeSavanje Poissonove jednadzbe
Poissonova jednadzba

Poissonova jednadzba opisuje razne procese u fizici:
@ prijenos topline,
@ procese u elektrostatici,
@ i gravitacijskom polju.

Ona zapravo opisuje stacionarni oblik (koji ne ovisi 0 vremenu)
difuzijske jednadzbe uz uvjet da je funkcija a konstantna.

Poissonova jednadzba je oblika
—Au(x) = f(x), x e

pri Cemu je potrebno jo$ zadati
@ rubne uvjete za x € 09.
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1D Poissonova jednadzba

Promotrimo prvo najjednostavniji slu¢aj Poissonove jednadzbe u
jednoj dimenziji — na nekom segmentu, recimo [0, 1].

JednadzZba glasi

~ Pu(x)
ax?

= f(x), x € [0,1],

pri Cemu je funkcija f zadana, a u nepoznata funkcija.

@ Da bi Poissonova jednadzba bila dobro zadana, moramo jo$
zadati rubne uvjete na rubu tog segmenta.

@ U ovom slucaju, uzmimo najjednostavnije rubne uvjete, tj.
zahtijevajmo da na rubu segmenta za funkciju u vrijedi
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Diskretizacija 1D Poissonova jednadzba

Da bismo numericki rijesili 1D Poissonovu jednadzbu, zajedno s
rubnim uvjetima, moramo je diskretizirati, tj. odabrati niz tocaka x; u
kojima zelimo naci priblizno rieSenje.

@ Neka su toCke x; ekvidistantne, tj. neka je

1

Xj = ih, h:7N+1’

i=0,....,N+1.
Sada imamo N + 1 podsegmenata, tako da dobivena matrica

(slicno kao kod difuzijske jednadzbe) bude dimenzija N x N.

@ Takoder, neka je priblizno rjeSenje jednadzbe u tockama x;
oznaceno s u; = u(x;), i neka je funkcija s desne strane u tim
toCkama f; = f(x;).
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Drugu derivaciju aproksimirat éemo simetriCom kona¢nom razlikom:

d?u, U1 — 20U+ Ujgq

Sada uvrstimo aproksimaciju za drugu derivaciju u diferencijalnu
jednadzbu, za sve toCke x;. Dobivamo

—Uiq 4 2u; — Uiy = PPF(x;), i=1,...,N.
U matricnom obliku, ova jednadzba glasi:
—Gy U = H?f,
pri Cemu je Gy matrica koja se pojavljivala i kod difuzijske jednadzbe

(samo Sto je sada dimenzije N):



Numericko rieSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Gy =

Numericko rjeSavanje Poissonove jednadzbe

1 -2
1

1
-2

u=[uy,up,...uN]" je nepoznati vektor riedenja, a f = [f;, fy, . ..
vektor desne strane sustava.

Znamo da su svojstvene vrijednosti matrice Gy jednake

)‘j = —4sin2 (

7

2(N+1)

), j=1,...,N.

26. svibnja 2025.

fn]”
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Uvjetovanost matrice Gy

Po apsolutnoj vrijednosti najveéa svojstvena vrijednost matrice Gy
priblizno je jednaka —4,
dok je najmanja svojstvena vrijednost A\ priblizno jednaka

vt (o) = ()

Ovdje smo iskoristili sin x ~ x za x ~ 0.

Sada je odmabh jasno da je matrica — Gy pozitivno definitna i da je
njezina uvjetovanost priblizno jednaka

A A(N+1)2
R(GN):)\’:I%(#).

To znaci da uvjetovanost brzo raste s porastom broja podintervala.
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2D Poissonova jednadzba

Sada promatramo slucaj Poissonove jednadzbe (eliptiCku parcijalnu
diferencijalnu jednadZbu) u dvije dimenzije - na nekom kvadratu,
recimo [0, 1] x [0, 1].

Jednadzba glasi

2 2
9 ‘é(xxzd’) _9 ‘(’;yxz’}’) = f(x,y),  (x,y)€[0,1] % [0,1],

uz rubni uvjet u = 0, tj. funkcija u je jednaka 0 na rubu kvadrata.
Kvadrat podijelimo u mrezu ¢vorova, a da nam bude jednostavnije,

pretpostavimo da je i ta mreza kvadratna, tj. korak u x i y smjeru je
jednak
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Numericko rjeSavanje Poissonove jednadzbe

Diskretizacija 2D Poissonove jednadzbe

Uz tako definirane korake, unutarnji Cvorovi mreze su tocke (x;, y;),

gdie je x; = i, y; = jh, za i, j=1,..

., N.
Dakle, imamo n := N2 unutarnjih ¢vorova mreze.

Takva mreza za N = 3 izgleda ovako:

j=4
us u: u
j=3 1,3 2,3 3,3
u u: u
j=2 1,2 2,2 3,2
) uq 4 Uz 1 U3 4
J=1
j=0
i=0 i=1 =2 i=3 i=4

26. svibnja 2025. 76/92
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Vrijednost aproksimacije rieSenja u ¢voru (x;, y;) oznaCavamo s
u;j = u(ih, jh), a funkcijsku vrijednost s f; ; = f(ih, jh).

Druge parcijalne derivacije aproksimirat ¢emo simetri¢im konacnim
razlikama:

9%u U1 —2Uj ;4 U1

axz (Xn y/) ~ 1 hzw aub 5
aZU Ul,j 1= 2UI_/ + Ulj-|—1

87}/2()(”}//) 2

Uvrstimo li te aproksimacije derivacija u diferencijalnu jednadZbu,
dobivamo

2 P
AUjj— Ui—1j— Uip1j— Uij1 — Uijpr =D i j=1,....N.
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Yj+1 1

yjA

Xi—1 Xi X1

><V

Uj j OViSi O Uj_1 j, Ujt1j, Ujj—1 1 Ujjyq-
y y j» Uij J
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Numeriranje ¢vorova u kvadratnoj mrezi

Pitanje je kako treba napisati ove jednadzbe, tako da se dobije linearni
sustav s nekom strukturom.

Postoje dva nacina da bi se to napravilo.

@ Jedan je sekvencijalno numeriranje u;; po recima ili stupcima
(slijeva nadesno, ili zdesna nalijevo, odozgo nadolje ili odozdo
nagore),

@ adrugi tzv. crveno—crni poredak ¢vorova, kao kod Sahovnice.
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Sekvencijalno numeriranje ¢vorova

Ako u; ; sekvencijalno numeriramo po recima odozdo nagore, na
primjer za N = 3, dobivamo ovakav poredak ¢vorova:

uz ug Ug
Ug us Ys
U1 Ll2 US

Dakle, lako zamjenjujemo u;; s uk, gdje k = (j — 1)N +i.
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Linearni sustav za 2D Poissonovu jednadzbu

Ako se na isti nacin transformiraju i f; ; u fx, onda dobivamo linearni
sustav

Gnxnu = Hf,

gdieje u=[u, Up,...,unxn]T, F=[Ff,fo, ..., fuxn]T, @ matrica Guun
ima N blok-redaka i blok-stupaca, svaki dimenzije N. Gy je N?> x N?
matrica oblika

[ GN"‘ZIN —Iy
Iy
GnxN = |
—IN
—In Gn+2ly ]

pri Cemu je Iy jediniCna matrica reda N, a opet je



Numericko rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi Numericko rjeSavanje Poissonove jednadzbe

Gy =

Gy matrica koja nastaje diskretizacijom odgovarajuée 1D Poissonove
jednadzbe.

Na primjer, za N = 3, matrica linearnog sustava je
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4 9 1 i ]
1 4 1, 1 l
1 43 —13
IR 41 1
Gaxs = -1 -1 4 1, —1
—11 1 43 1
7777777777 a1
3 1 3—1 4 1
l 1 -1 4
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Crveno-crno numeriranje ¢vorova

Ako ¢vorove u;; poredamo u tzv. crveno—crni poredak, dobit cemo
konzistentno poredanu matricu (definicija kasnije).

Crveno—crni poredak dobivamo tako da ih obojamo poput Sahovske

ploCe: svaki crveni ¢vor (osim rubnog) je okruzen s Cetiri crna susjeda i
obratno.

Na primjer, za N = 5 takvo crveno—crno bojanje ¢vorova izgleda ovako:
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U1 Uog Uy2 uog 13
U1 Ug Uzo U10 23
Us U19 uz U20 ug
U1e g uy7 us u1g
Y U14 u2 U15 us
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Ako zatim sve ¢vorove koji su crveno obojani popiSemo prije crnih
(dodijelimo im indekse prije crnih), ili obratno, dobit ¢emo blok matricu
oblika

PGnxnPT = [ Dy Gz ] :

Gy Do

Lako je vidjeti da su dijagonalni blokovi bas dijagonalne matrice, jer ne
postoji veza izmedu dva crvena ili dva crna ¢vora (osim ¢vora sa
samim sobom).

Konkretno, crveno—crni poredak za matricu Gs3 daje
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[ 4 S ]
4 -1 1
4 3 11 1
4 | —1 —1
PGsy3PT = 41 1 -1
PRI s
1 S 3 4
1 1 4
-1 -1 -1 4
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Svojstvene vrijednosti matrice Gyxn

Teorem
Svojstvene vrijednosti matrice Gyxn Su

o ) j7T ) k7T . o
)\jyk—4[sm (2(N+1)>+sm (2(N+1)>}’ fk=1,...,N.,

Dokaz. Neka je A neka svojstvena vrijednost od Gy n Sa
odgovarajuc¢im svojstvenim vektorom u, koji se moze particionirati u

oblik
Uy Ui

un Un¢



Numericko rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi Numericko rjeSavanje Poissonove jednadzbe

Neka je

S = Gy +2Iy.

Tada se jednakost
GNXNU =AU

moze napisati u obliku
—lup 1 +(S=XMn)ug—luy1 =0, £=1,...N, (*)

gdje smo postavili da je up = un+1 = 0.

Svojstvena vrijednosti matrice S su

QY _ o _ o T
1i(S) = 1j(G) +2 =2 +sin <N—|—1)'

S je simetriCna pa postoji ortogonalna matrica Q takva da je
S=QAsQ,

gdje je Ag dijagonalna matrica: Ag = [u1(S), p2(S), . - ,MN(S)]T.
e 26. svibnja 2025. 89/92
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PomnozZimo blok-rekurziju (x) sa QT slijeva kako bismo dobili
i+ (N =)V —1vie1 =0, v,=QTu, ¢=1,...,N.

Buducéi da su ovdje sve matrice dijagonalne, jednakosti duz vertikalnih
linija u mreZi imaju oblik
_Vj,€+1 —f—/.,éj(S)Vj’g—Vj’g,*] :)\Vj,fa j:17)N

Ako je, za fiksnu vrijednost od j, vektor [v; 1 ... vij]T svojstveni vektor
matrice
1i(S) —1
—1 ’
. —1
-1 1(S)
s odgovarajuéom svojstvenom vrijedno$¢u A, i ako uzmemo da su sve

ostale komponenete vektora v jednake 0, tada ¢e prethodna jednakost
biti zadovoljena.
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Svojstvene vrijednosti ove matrice jednake su

km
R in2 _
Ajk = 1j(S) + 4sin (2(N+1)> 2

=450 (gas1y) 49 (g )

zak=1,...,N.
Formula za )\; x je poopcenje formule za svojstvene
vrijednosti matrice G.

Da bismo dobili matricu vezanu uz rekurziju za Cebievljeve polinome
2. vrste, umjesto koriStene supstitucije 2y = x + 2 treba koristiti
2y = x + 1;(S). O
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Uvjetovanost matrice Gnxn

Korolar
Najmanja i najveca svojstvena vrijednost od Gy n ponasaju se kao

Amin = 222 + O(h*) i Amax = 8+ O(H?)

kada h — 0, tako da se uvjetovanost matrice Gnxn ponasa kao

4
k(GnxN) & ;h_z +0(1) = O(N?).

Dokaz. Najmanja svojstvena vrijednost od Gyxnyjeonazaj=k =1,
anajveCajeonasaj=k=N:

: mh . © wh
)‘min:85m2 <2>, )\maxzssm2 <2—2>.

Razvojem u Taylorov red slijedi dokaz teorema. O
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