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» Jaynes:

>

»

statistiCka fizika je matemati¢ka nuznost nepristranog
zaklju€ivanja na osnovu poznatih informacija, “dobra fizika” je
sadrzana samo u poznavanju mogucih stanja

formalizam je primjenjiv na bilo kakav sustav sa bilo kakvim
uvjetima



Pojava neekvivalentnosti (1)

» opce uvjerenje u nuznost konkavnosti entropije, barem u
termodinamickoj granici (jo$ uvijek rasireno)

» prva pojava suprotnih indikacija u kona¢nim sustavima kod faznih
prijelaza (npr. pregrijana tekuéina) - mikrokanonska entropija je
lokalno nekonkavna!
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» u termodinamickoj granici mikrokanonska entropija tezi u svoju
konkavnu envelopu §to upravo odgovara Maxwellovoj konstrukciji
— zadovoljen Gibbsov uvjet i njegova tvrdnja stoji



Pojava neekvivalentnosti (2)

» za dugodosezne sustave (V(r) < r~%; a < d) pitanje
definiranosti termodinamicke granice i uopée upitnost primjene
statistiCke fizike/termodinamike zbog neekstenzivnosti energije -
tipiGan primjer su gravitirajuci sustavi (@ = 1)
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» Hcw je ipak ekstenzivan zbog tzv. Kacovog skaliranja, koje je
moguée poopéiti: J — JV*/91_ali i dalje energija takvih sustava
ostaje neaditivha



Pojava neekvivalentnosti (3)

» pokazuje se da kod takvih, dugodoseznih sustava mikrokanonska
entropija ostaje nekonkavna (za odredeni raspon vrijednosti
energija) i u termodinamickoj granici — negativan toplinski
kapacitet, ako je sustav zatvoren

» kod kanonskog ansambla, znaci za otvoreni sustav, takva je
situacija nemoguca jer Cy > 0 — neekvivalentnost ansambala
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entropija ostaje nekonkavna (za odredeni raspon vrijednosti
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kapacitet, ako je sustav zatvoren

» kod kanonskog ansambla, znaci za otvoreni sustav, takva je
situacija nemoguca jer Cy > 0 — neekvivalentnost ansambala

» postoje razni, vise i manje fini, opazeni odnosno izraCunati efekti
neekvivalentnosti ansambala, no iskustveno se utvrdilo:

1. da se neekvivalentnost ansambala javlja samo u odredenom
rasponu vrijednosti, za veéinu su i dalje ansambli ekvivalentni (tzv.
dugodosezni fazni prijelaz)

2. da se neekvivalentnost uvijek javlja kad je sustav neaditivan u
promatranim veli¢inama

» ALI nema pravog dokaza nuznosti i dovoljnosti bilo kakvih uvjeta

za pojavu neekvivalentnosti, to su vise fenomenoloska pravila uz
razlicite (uvjerljive) argumente i indikacije
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» teorija velikin odstupanja (Large Deviation Theory):
» Cramerov teorem:
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» Gartner-Ellis, Varadhan i poopéenja:

IJT NIn(PN{MN €A}) = _n@’(m)

» funkcija intenziteta —/(m) je specifictna mikrokanonska entropija
s(m), a specificna slobodna energija ¢(f) njen
Legendre-Fenchel transformat !
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kada je original konkavna funkcija, ina¢e konkavna envelopa



Definicije ekvivalentnosti ansambala (1)

1. termodinamicka - da termodinamicki potencijali daju iste
rezultate
» jednakost inverza Legendre-Fenchel transformata i originala
» inverz uvijek daje konkavnu funkciju — jednakost vrijedi samo
kada je original konkavna funkcija, ina¢e konkavna envelopa

2. u makrostanjima - da su skupovi makrostanja za dano
mikrostanje isti
» ravnotezna stanja su maksimumi entropije
» kod nekonkavnosti postoji vise lokalnih maksimuma
mikrokanonske entropije — neekvivalentnost

» poseban slu€aj: konkavna envelopa (lokalno ravno) - puno
energija odgovara istoj temperaturi (Maxwellova konstrukcija) —
strogo gledano neekvivalentni ansambli po ovom kriteriju



Definicije ekvivalentnosti ansambala (2)

3. u mjerama - da distribucije (mjere) vjerojatnosti konvergiraju (u
nekom smislu) u termodinamickoj granici
» mijera - relativna entropija (Leibler-Kullback udaljenost):
dPy
dPN,ﬂ

D(Pu||Pyp) = /dPN(co)In ()
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> uvjet - iSCezavanje specificne relativne entropije:
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» nuznost dobre definiranosti termodinamicke granice za koristenje
ovog uvjeta i ove definicije ekvivalentnosti ansambala



Definicije ekvivalentnosti ansambala (2)

3. u mjerama - da distribucije (mjere) vjerojatnosti konvergiraju (u
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» nuznost dobre definiranosti termodinamicke granice za koristenje
ovog uvjeta i ove definicije ekvivalentnosti ansambala

» sve tri definicije ekvivalentnosti ansambala (osim specijalnog
sluCaja kod makrostanja) su medusobno ekvivalentne i jednake
konkavnosti specificne entropije !
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proteini, ekologija) itd.

» prirodan matematicki jezik su grafovi i njihova razna svojstva:
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> izvedena svojstva: matrica najkraéih puteva, promjer mreze,
srednji najkraci put, tranzitivnost/grupiranje, ... Moguce ih je
osmisliti beskonacéno, ali pitanje je koji su relevantni (i $to bi bio
kriterij relevantnosti)



Grafovi i kompleksne mreze (2)

» mreze u stvarnom svijetu su (naizgled) vrlo kompleksne. Cilj:
pronaci skup svojstava koja ih dobro priblizno opisuju i neku malu
koli¢inu relativno jednostavnih principa/zakona koji takvim
mrezama spontano rezultiraju (npr. small-world, preferential
attachment) i njima upravljaju.
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» standardni primjeri:
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- N
» konfiguracijski model: H(G,0) = ¥ 6;ki(G), “ekstenzivan” broj
i=1

uvjetal



Jednostavan model (Erdds-Rényi)

» mikrokanonski broj stanja za zadani broj bridova je
Q.= () = (,)}) paje mikrokanonska entropija:
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» mikrokanonski broj stanja za zadani broj bridova je
Q.= () = (,)}) paje mikrokanonska entropija:

S(A)=-M(AIn(A)+(1 —A)In(1 —2))+ o(InM)

> kanonski izradun daje: Pgang(G) = pH@ (1 — p)M~HE) yz
)L* — e ?

1469
termodinamicku granicu lim - |
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=p = ansambli su ekvivalentni, ali uz

» takoder, sustav je neaditivan jer Allim % =204 00 > 0, §to se
—oo MO

kosi sa uobicajenim misljenjem i iskustvom (vratit ¢emo se na to
na kraju)



Konfiguracijski model (1)

» broj grafova sa zadanim nizom stupnjeva tezak je kombinatoricki
problem, postoji samo priblizna formula za rijetke
(kmax = o(v/N)) grafove (Bender):

~

5

L
QN(}) _ ﬁef(@/zk)ﬂﬂo(ﬁ//\/)

[ B
=

koja za mikrokanonsku entropiju ovog modela daje priblizan izraz:

In(ki!)+LIn(2L) — L— (g;) +o</;:>+const.

» kanonski izradun u istoj granici knax = o(v/N) daje:

'["JZ

I
o

Sn(k) =

i

N
In Pcan(G) = Z kilnk; — LIn(2L) —L
i=1



Konfiguracijski model (2)

» ukupni rezultat uz termodinamiCku granicu uzetu kao Allim 1N je
—00

d>Iny21k; >0
koji ukazuje na to da su ansambli neekvivalentni
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Konfiguracijski model (2)

» ukupni rezultat uz termodinamiCku granicu uzetu kao Allim 1N je
—00

d>Iny21k; >0
koji ukazuje na to da su ansambli neekvivalentni

» ALI, u toj termodinamickoj granici postoje barem 2 problema:

» Hamiltonijan se sastoji od beskonaéno ¢lanova, svaki od kojih je
k,'/N —0



Konfiguracijski model (2)

» ukupni rezultat uz termodinamiCku granicu uzetu kao Allim 1N je
—00

d>Iny21k; >0

koji ukazuje na to da su ansambli neekvivalentni

» ALI, u toj termodinamickoj granici postoje barem 2 problema:

» Hamiltonijan se sastoji od beskonaéno ¢lanova, svaki od kojih je
k,'/N —0

» Sto znali da u granici kad graf ima beskona¢no vrhova mi
zadrzavamo stupnjeve vrhova fiksnima?



Konfiguracijski model (2)

» ukupni rezultat uz termodinamiCku granicu uzetu kao Allim 1N je
—00

d>Iny21k; >0
koji ukazuje na to da su ansambli neekvivalentni

» ALI, u toj termodinamickoj granici postoje barem 2 problema:

» Hamiltonijan se sastoji od beskona¢no ¢lanova, svaki od kojih je
k,'/N —0

» Sto znali da u granici kad graf ima beskona¢no vrhova mi
zadrzavamo stupnjeve vrhova fiksnima?

» dodatno, u k-regularnom slu¢aju entropija postaje:

Sw(k) = % [in(N) — In(k) + 1] —’f

za koju je ocito da u toj termodinamickoj granici i za fiksne k;
divergira pa nije dobro definirana funkcija koju bi se smjelo
koristiti u izrazu za ekvivalentnost ansambala



Konfiguracijski model - bipartitni grafovi (1)

» isti Hamiltonijan, samo graf ima jo§ M vrhova i bridovi postoje
samo izmedu skupina vrhova, ne unutar iste skupine - svi racuni
postaju jednostavniji i egzaktni
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» isti Hamiltonijan, samo graf ima jo§ M vrhova i bridovi postoje
samo izmedu skupina vrhova, ne unutar iste skupine - svi racuni
postaju jednostavniji i egzaktni

» mikrokanonski broj stanja za zadani niz stupnjeva je
Qum(k) = fvl1 (%I) iz 8ega se trivijalno kao i u jednostavnom
modelu dob’ij_e mikrokanonska entropija

» kanonski izraéun daje:

I Poan(G) = (klnk+(M k) In(M — k;)) — MNIn(M)

paje relatlvna entropija dana izrazom:

D(P||Pgan) = Zln <2nk ( I’\;))

$to u standardnoj termodinamickoj granici I|m \ (N

M—>oo
sluCajeve (ovisno o odnosima N i M), ali uglavnom ukazuje opet

na neekvivalentnost

N+M) daje razne
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Konfiguracijski model - bipartitni grafovi (2)

» problemi/sumnjivosti:
» ako je mikrokanonska entropija samo suma onih kao kod
jednostavnog modela onda je i ona konkavna funkcija
» sami oblik i analogija indicira da bi se formula trebala, kao i kod
jednostavnog modela, izraziti preko A; = k;/M i podijeliti sa
brojem bridova NM

» ovaj sustav je aditivan! Ili, mozda ipak nije? MozZe li se gledati
samo particija jednog skupa vrhova i tvrditi da je to aditivnost?



Konfiguracijski model - drugaciji pogled (1)
» $to ako se svi Hamiltonijani izraze preko gustoca A; kao udjela
stupnja u maksimalnom stupnju? (implicitno se zadaje niz tih
gustoca, a stupnjevi rastu s brojem vrhova)
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» $to ako se svi Hamiltonijani izraze preko gustoca A; kao udjela
stupnja u maksimalnom stupnju? (implicitno se zadaje niz tih
gustoca, a stupnjevi rastu s brojem vrhova)

> unipartitni grafovi:
—\ 2
1 2
g1 (’1>
2\ 4

ali A; — 0 u granici rijetkih grafova, pa je d =0
» za slucaj k-regularnih (unipartitnih) grafova:

Sn(k) = N;x [1 —In(1) - ﬂ

&to upuéuje na termodinami¢ku normalizaciju sa N?, a i konkavna
je funkcija (slika) to je konzistentno
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Konfiguracijski model - drugaciji pogled (2)
» ako se isto napravi za bipartitne grafove rezultati su jo$ ogitiji:

Snm(Ai) =— Mi (AiInAi+(1=A)In(1 =) —
1 I;‘I
> ) In(2xMA(1 - 2:)

In Pean(G) = MZ(/I InA;+(1—=24)In(1—=1))

d= lim mln(ZTL’M?L,-U — ) =0
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Konfiguracijski model - drugaciji pogled (2)

» ako se isto napravi za bipartitne grafove rezultati su jo$ ogitiji:

Snm(hi) =— Mﬁ (AiInAi+(1=A)In(1 =) —
i=1
N

N n(erma (1= 2)
2=

2

N Pean(G) = M Y (Ailn 2+ (1 — 4;)In(1 — 4)))

i=1

d= lim m|n(.27r/\/m,-(1 — ) =0

M—roo

» mikrokanonska entropija je samo suma onih za jednostavan
model i mora biti konkavna

od kanonske se razlikuje samo za tre¢i ¢lan u Stirlingovom razvoju
§to stvarno ne bi trebalo Ciniti razliku

namece se da u termodinamickoj granici treba normalizirati sa

NM, a tako se i izbjegavaju slu€ajevi i neobi¢nosti kod raznih
odnosa N naspram M

»
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» termodinamicka granica
» trebala bi biti takva da je u njoj energija po “Cestici” konacna
» mozda treba podijeliti sa dodatnim faktorom zbog ekstenzivnosti
Hamiltonijana u ¢lanovima, a moZda je ispravno bridove, a ne
vrhove, gledati kao Cestice, s obzirom da se model zapravo na njih
referira
» u svakom sluéaju, izrazavanje preko prikladnih veli¢ina jasno
pokazuje $to bi normalizacijski faktor trebao biti da bi specificna
entropija bila kona¢na (a $to je nuzan uvjet)
» aditivhost

» jednostavan model pokazuje nedovoljnost uvjeta neaditivnosti da
bi ansambli bili neekvivalentni — §to je razlog tome? Mozda je do
svojstva grafova (ne dobro definirani pojmovi povrSine i volumena,
pa i dimenzionalnosti)?

» konfiguracijski model na jednoj skupini vrhova bipartitnog grafa -
aditivan sustav ili ne?



Diskusija i zakljucci (2)

» ekstenzivnost broja uvjeta

> je li takav Hamiltonijan “dobar”? U svakom slucaju je na neki nagin
nefizikalan . ..
» moguca redefinicija:

H(G, é) = Z Oknk
k=1

Ima li viSe smisla? Je li korisna?
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» ekstenzivnost broja uvjeta
> je li takav Hamiltonijan “dobar”? U svakom slucaju je na neki nagin
nefizikalan . ..
» moguca redefinicija:

H(G, é) = Z Oknk
k=1

Ima li viSe smisla? Je li korisna?
> interpretacija neekvivalentnosti ako je i ima
» Sto bi znagila neekvivalentnost na cijelom podru&ju parametara?
» Bi li entropija takvog sustava bila potpuno konveksna? Ima li to
smisla?
> Bili se u tom slu¢aju uopce smjelo upotrebljavati kanonski
ansambl i uz koja ograni¢enja?



Hvala na paznji :)

Pitanja?
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