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Sve danas poznate Cestice moguée je podijeliti u dvije skupine s obzirom
na njihovo ponasanje u viSeCesti¢nim sustavima:
@ Fermioni: antisimetri¢na valna funkcija, Fermi-Diracova statistika,
polucjelobrojan spin
@ Bozoni: simetri¢na valna funkcija, Bose-Einsteinova statistika,
cjelobrojan spin
Danas su poznate i kvaziCestice koje se nisu niti fermioni niti bozoni, nego
ih nazivamo anyoni. Valna funkcija tih Cestica dobiva fazu e'® prilikom
zamjene Cestice pri Cemu je a £ 0 i o # 7.
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Klase homotopije

Put na nekoj glatkoj mnogostrukosti X od tocke a do tocke b je glatka
funkcija g : [0,1] — X takva da je q(0) = ai q(1) = b.

P - skup svih putova u X Poletna to¢ka puta: s: P — X, s(q) = q(0)
Zavrsna tocka puta: t: P — X, t(q) = q(1)

Dva puta g i ¢’ su homotopni ako je jedan moguée neprekidno preslikati u
drugi pomocu glatke funkcije F : [0,1] x [0,1] — X takve da je
F(t,0)=a, F(t,1) = b, F(0,t) = q(t)i F(1,t) = ¢'(t).

Homotopnost puteva pretstavlja relaciju ekvivalencija: prostor P dijelimo
na klase ekvivalencije koje nazivamo klasama homotopije. Klasu
homotopije kojoj pripada put g ozna¢avamo s [q].
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Klase homotopije

Za puteve q,q € P takve da je t(q) = s(q’) definiramo put qq’:

1
ad'(8) = a(20)9 (5~ t) + q e~ 1p (¢~ 1) (1)
Ovo pretstavlja operaciju u P koju nazivamo mnoZenjem puteva.

Mnozenje puteva nije definirano za proizvoljna dva puta, niti je nuzno
komutativno, ali ima sljede¢a svojstva:

@ Asocijativnost
@ Neutralni element: qg~(p) = s(q), g *q(p) = t(q)
Mnozenje puteva mozemo prosiriti na mnozenje klasa homotopije:

[9][¢'] = [gq’] Skup svih klasa homotopije sa operacijom mnnozenja ¢ini
grupoid M(X, X) koji nazivamo fundamentalnim grupoidom

Grgur Simunié 27. sijenja 2017. 4 /16



Klase homotopije

Fundamentalna grupa u tocki a: 1(X,a) ={[q]| g € P,s(q) = t(q) = a}
Oznaka za klase puteva izmedu tocaka a i b:

N(X,a,b) ={[q]|q € P,s(q) = a, t(q) = b}
Za [q] € N(X, a, b) i [1], [K] € N(X, a) vrijedi:

[q~"1ka] = [a~ Iq)[g ™" kq] (2)
[q] inducira izomorfizam izmedu M(X, a) i M(X, b). lzmedu izmorfizama

koji induciraju razli¢ite izomorfizme izmedu grupa MN(X, a) i M(X, b)
postoji unutarnji izomorfizam:

[P~ Ip] = [p*qllg ' Iqlla'p] (3)
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Amplituda vjerojatnosti

Amplituda propagacije sistema s konfiguracijskim prostorom X ako je X
jednostavno povezan:

K(b, ty: a, t,) = / DIx(£)} exp (;5{x(t)}> (4)

Ako X nije jednostavno povezan:

K(ba tb: a7 ta) - Z i([q])k[q](b’ tbv a) ta) (5)
[ql€N(X,a,b)

Kb, t . t) = [ D{x(0)|Ix(0)] = [al} exp (1S(x(6)))  (6)

Pri tome je [x(t)] = [q(t)] gdje je q(t) = x ((tp — ta)t + ta).
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Amplituda propagacije

Neka su a,x0 € X i C: X — P takva da je C(a)(0) = xo i C(a)(1) = a.
Definiramo funkcije:

fan(r) = [C(a)]a[C(b)], Vo € N(X, xo). (7)
x(@) = X(fan(a)) (8)
K(b, ty; a, t;) = Ka(®)(b, ty: a, t,), (9)

Amplituda vjerojatnosti:

K(b,th;a,ta) = Y x(a)K*(b, ty; a, ta) (10)
a€eN(X,xo)
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Amplituda vjerojatnosti

Funkcija f ¢uva grupnu operaciju fundamentalnog grupoida:

fab()foc () = fac(a) (11)

te stoga ona pretstavlja lokalni inverz homomorfizma
g : NM(X, X) — MN(X, xg) za koji je:

g([a]) = [C(s([a)[allC (¢ ([aD))] (12)

te je stoga:
g(fap)(a) = a (13)
fsa)ean (&8([al)) = [al. (14)
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Amplituda vjerojatnosti

Klasi¢na putanja sistema x(t) odredena je principom minimalne akcije
05{x(t)} = 0 gdje je:

Six(t)} = [ L(x(t), x(¢), £) dt (15)

ta

Klasi¢na putanja je invarijantna na transformaciju

S{x(t)} — S{x(t)} + ¢([x(t)]) iz ega slijedi:
exp (3 (SEx(0) + C(Ix(0) ) = W@ o (5(x()}) (1)
(lalle) = SaDi(le) (")

X je reprezentacija fundamentalnog grupoida, a x reprezentacija
fundamentalne grupe.

Grgur Simunié 27. sije¢nja 2017. 9 /16



Amplituda vjerojatnosti

Ako je fundamentalna grupa Abelova, onda sve klase homotopije
induciraju isti izomorfizam, tj. za g, p € (X, a, b) i | € N(X, a):

[p~tIp] = [a ™ Iq] (18)

Ako je x jednodimenzionalna reprezentacija fundamentalne grupe, onda je:

X([p~p]) = x(lg™ fa]) = x([1) (19)

Za svaki par toaka a i b biramo neku klasu homotopije [po] € N(X, a, b).
Tada je za sve [q] € M(X, a, b):

%([a]) = x([apy "D ([Po]) (20)
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Amplituda vjeorjatnosti

Biramo proizvoljnu toc¢ku xg € X i funkciju C : X — P takvu da je
C(x)(0) = x¢ i C(x)(1) = x. Tada je:

([q]) = K([C(a) " Dx([C(a)aC(b) " NR(IC(b)) (21)
Dovoljno je izabrati ¥([C(x)]).
Ako umjesto C izaberemo funkciju C’, onda je:

x([C'(a)qC' (b)) = x([C’(a)C(a)‘ll)x([C(a)C’(a)‘ll)x([C(a)qC((b)‘)l])
22
pa je: '
(la]) = @) g([q)). (23)

Izbor funkcije C odgovara izboru globalne faze u amplitudi vjerojatnosti.
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Sustav neraspoznatljivih Cestica

Promatramo sustav dviju Cestica u ravnini. Konfiguracijski prostor X
paremetriziramo pomodu poloZaja centra mase R i relativnog polozaja
estica r = ry — ry pa je X = R? x (R?\{0}).

Amplituda vjerojatnosti za propagaciju relativnog polozaja je tada jednaka:
. i
Ar(e)) = R((r(0)) [ Driyexs (§5(r(0)}) (24)
Fundamentalne grupa je izomorfna grupi (Z,+) pa biramo:

x([q]) = e™(la)? (25)

Biramo reprezentaciju fundamentalnog grupoida:
C(re®)(t) = rtet (26)

R C(re”)]) = /G, (27)
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Sustav neraspoznatljivih Cestica

Neka je g put u X takav da je s(q) = re’” i t(q) = —re/”. Tada je:

(D) = ¥ ICCre M= re“ ([ (re)qC(—re)]) = W( )
28
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Sustav neraspoznatljivih Cestica

Promatramo isti sistem kao i prije, ali pretpostavljamo da Cestice viSe nisu
raspoznatljive. Za istu propagaciju kao i prije imamo dvije moguénosti:

Co o] d C ¢ o d
a } b a b
Amplituda propagacije je jednaka:

A=A+ A (29)
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Hvala na paznji!

Grgur Simunié 27. sije¢nja 2017. 16 / 16



