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4 zakona mehanike crnih rupa (u prirodnom sustavu jedinica):

@ Povrsinska gravitacija x stacionarne crne rupe je konstantna.

@ Za stacionarnu crnu rupu vrijedi
SM = S%M +Quéd + OH8Q .
@ Za povrsinu horizonta crne rupe koja nije stacionarna vrijedi
0A>0,
dok u stacionarnom slu€aju vrijedi
0A=0.

o Niti jedan fizikalni proces ne moZe svesti povrsinsku gravitaciju s crne
rupe na O u kona¢nom broju operacija.
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= analogija sa zakonima termodinamike uz:

Signatura (—, +, +, +), sustav mjernih jedinica ¢ = kg = 1.

Rindlerove koordinate
Unruhova temperatura
konstrukcija termalnog sustava
ravnoteZni tretman
neravnoteZni tretman

f(R) slugaj
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Rindlerove koordinate

Za pocetak nalazimo putanju ubrzanog opaZada, akceleracije a u recimo X
smjeru. Gibanje ubrzanog opaZaca opisujemo pomocu tri sustava: sustav
ubrzanog opaZzada, sustav inercijalnog opaZada, sugibajuéi inercijski sustav.

T(r)= %sinh(aT) , X(1) = %cosh (ar)
= X?-T?= a%
Poopcéavanjem dobivamo
T = F(x)sinh (kt) , X = F(x)cosh (kt)
Y=y, Z==z.

= X?-T?=F(x)?

= ds? = —dT? +dX’> +dY? +dZ% =

dF (x)\?
= —K2F(x)%dt® + <d§f)> dx® + dy® + dz*
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Imamo 4 kauzalno razdvojena Rindlerova klina. Koristit ¢emo dvije
reprezentacije Rindlerove metrike:

F(X):X,UZX:%, (1)

_1+ax
-—

F(x)

(1) = ds? = —k2x2dt? + dx? + dy? + dz°
(2) = ds? =— (3)2 (1 + ax)?dt? + dx? + dy? + dz°

Domene: —co < X, T < 400,
(1) = 0<x< 400, —0 <t < +00,
(2 = —%§X<+OO,—OO<1L<+OO.
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Unruhova temperatura

Standardni QFT izvod:

bezmaseno skalarno (spin mu je 0) polje ¢ u 1 4 1 prostorvremenu
kvantizacija u Minkowski i Rindlerovim koordinatama

dva skupa operatora stvaranja i ponistenja ~~ Bogoljubljeve
transformacije

Minkowski i Rindlerov vakuum
racun oekivanog broja Cestica konstruiranog pomocu Rindlerovih

operatora u vakuumu Minkowskog ~~ usporedba s Bose-Einsteinovom
raspodjelom = Unruhova temperatura:

ha ha
Ty = o <u Sl sustavu: Ty = 27erB>

Luka Beni¢ , mentor: izv. prof. dr. sc. lvica Smolié¢ Termodinamika prostorvremena



WKB izvod: Pokusat ¢emo rijesiti kovarijantnu Klein-Gordonovu jednadZbu

<F 2(vV/ =887 0p) — h;>¢=0,

uz (1) i (2) te m = 0. U oba slu€aja determinanta metrike g i¥¢ezava za
odredeni x. Fokusirat éemo se na sluaj (2).
. 1 [T =22 ginh (st')
zax' > ——: ;
2a | X = YAt22< cosh (kt)
< 1 T= 7”14;2‘“/‘ cosh (kt')
zax' < ——: ——
22 | x = @ sinh (kt')

Domene: —oco < X/, t/ < +o00 .
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2
— ds? = — (g) (1+ 2ax)dt? + (1 + 2ax') "L dx

:>g:—<g)2750\v’X/,t'

@ Schwarzschildova metrika u sfernim koordinatama:

2GM 26M\
d52:—(1—>dt2+<1—> dr’ + o
r r efektivno y i z

— horizont: x' = —%

— tuneliranje izmedu klinova i Il ~» T2 — X2 = %

= o(x) = qSoe%S(X) uvr§tavamo u kovarijantnu K-G jednadzbu
(dijagonalna gap + harmoniko baZdarenje: T2, g3 =0 + poluklasi¢ni
limes h — 0) te dobivamo

g%2(9,5(x))(9pS(x)) = 0

@ otuvanje energije: S(x) = S(t,x) = —Et + So(X)
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FIm(2 [ p(x) dx—EAt)

e Tr~en
E
° nakon procesa termallzacue: T~e 7T ~ Maxwell-Boltzmann
e So(x) = [ p(x)
:>T —ET’ At =ttt

Im(2So(x)—EAt)

2 2
— — (2)" 5557 + (14 2ax) (80 So(x'))? =0
u= 1+2a>< 5 E (40 du

— 2k J—0 u

Sokhotski-Plemeljov teorem
Neka je f : R — C neprekidna funkcijai a < 0 < b. Tada je

lim /b fx) dx = Finf(0 )—l—P.V./bf(XX)d

e—0F x =*ie B

gdje P.V. oznalava Cauchyjevu glavnu vrijednost, koja je definirana kao

PV. /ab Flx) o = lim (/ £(x) dx—i—/cl £(x) dx> ,

gdje vrijedi a < ¢ < b i f(x) ima singularitet u c.
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2 2K o
N——
=0

'<—4A = Y<0
Yo1+42a — {2 -

Y<0 Y>0
\F Y — V(5)(=Y)=iv=-Y =i/|Y|
YZO Y<o0

— zbog konzistentnosti transformacija izmedu (X, T) i (X, t'):
t—t'— 5—7;
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iT

— t’i_—ﬂ — A =t 4+t =——
hr
> T:—
21

Tolmanov zakon

Ako imamo neki medij na temperaturi T (u nasem kontekstu je preciznije
reéi da je to temperatura koju mjeri opazal akceleracije a = k) i neku
stati&nu metriku (metrika je stati¢na ako je stacionarna (goo(x) = goo(X))
te ako vrijedi go; = 0 i gjj(x) = g;j(X) (gdje je i,j =1,2,3)), onda je

temperatura koju mjeri neki opaZal (Top(X)) jednaka Top(X) = \/;(”)
—8oo(X

- no_ o1 — _ kK
= uz reprezentaciju F(x’) = x’ = < imamo \/—goo = %

w1 ha
— e = Ty=—
or % v 27

a
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Formaliziranje WKB izvoda:
@ 3+ 1 prostorvrijeme

@ bezmaseno skalarno polje: kovarijantna Klein-Gordonova
jednadZba ~~ modificirane Besselove funkcije

@ razvoj u blizini horizonta (F(x’) = 0)

@ matrica gustoée mnogolesti¢ne valne funkcije = parcijalni
trag ~~ micanje izlaznih valnih funkcija koje ne doprinose termalnom
spektru

@ ocekivana vrijednost operatora broja Cestica ~» Bose-Einsteinova
raspodjela = Unruhova temperatura

@ bezmaseno fermionsko polje (spin mu je %) kovarijantna Diracova
jednadZba

(iI7"(Ou +Tp) —m¥ =0

~» modificirane Besselove funkcije

@ razvoj u blizini horizonta (F(x") = 0)

@ matrica gustoe mnogocesti¢ne valne funkcije = parcijalni trag

@ ocekivana vrijednost operatora broja &estica ~~ Fermi-Diracova
raspodjela = Unruhova temperatura
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Konstrukcija termalnog sustava

F(x) =x:

oT oX oY 0z
81- - E&T + E@X + E@Y + E@Z —

= k (x cosh (kt)OT + xsinh (kt)dx) + 0+ 0 =
= Kk (XOr + TOx)
— 9, = k (XO7 + TOx)

—_— ——

=x?

aT 78X:

O O O =
O O = O
W
oo - X

XaX? = gabx* X" = 800X X* + gux' X' = - X2+ T2 =0 = X =+T
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Ako su generatori Killingovog horizonta geodetski kompletni u proslost, uz
neis¢ezavajuéu povrsinsku gravitaciju, onda Killingov horizont sadrzi

(D — 2)-dimenzionalnu (u nasem slu¢aju dvodimenzionalnu) prostornoliku
plohu B na kojoj Killingovo vektorsko polje x? is¢ezava. B nazivamo
bifurkacijskom plohom.

P1P, =0
x?=—rA? A<0
— xx%s = s’
= A=—-e"
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5Q:/ Tox2dEl | dxb = 1Pedn /’evdk(---)z/dA e(--)
H H H(X)

@ afino parametrizirana Raychaudhurijeva jednadZba za svjetlosne
geodezike:

do 1
e —592 — 0?0 + wPwap —Rapl? 1P

=0 (po konstrukciji)
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RavnoteZni tretman

@ jaki princip ekvivalencije: dS = adA = «€ , a = konst.
o Clausiusova relacija: 6Q = TdS

0Q = Tae = Ta/ de = Ta/ (N)edA

B(\) ~ B(\), + /\d()\

p

Q= Ta /H €d\ (0(A)p + A (_;9“)2 — 0®P(N) (V) — b/a/b>

)

Q= / TapX?db = / Tap(—EN) P 1PEd N
H H

= A=0 = Q=0 = 6()\),=0

— / €N (=K TopI® = Tar / EAA (=) (0P (\)oap(N) + Ropl 1)
H H

p
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@ pretpostavka: o,5(\)p, =0

hr _
S / CdARAT,p 210 = 21 / AR, 12 1P
™ H
27 arb ab
= TP = Rpl?l
ha

o /2 je svjetlosnog tipa: 1,17 = gap/?1° =0

2w
— % Tab = Rab + ‘Ilgab

o VAT, =0, VPR, = IV.R

R

1 2w
— Rab - EgabR + Agab = 7Tab

ha
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o Sen = [ (g (R — 20) + Lu) V=g dix , T = 2 ApEm)

1
= 0SEp =0 — R, — EgabR + /\gab =8mGT,p

1 27
Rab - *gabR + /\gab =5 Tab

2 Ao
1
Rabp — §gabR + Agab =8mGT,p

2 1
= ha " 0TC T e
1
== T =2VhG ~» UV regulator: Iyy ~ Ip = VG
o
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NeravnoteZni tretman

O(v) = ke "4(N) , aab(v)aab(v) = (/-ie_“")zaab()\)aab()\)
= O(\)p #0, 0ap(N)p #0

= dS > ? = zakon ravnoteZe entropije: dS = ? + dS;

>0
Relativisti¢ka disipativna hidromehanika:
o idealni fluid: T2° = (p + p)u?u® + pg?®
@ smetnja:
N = —2no — ¢Ah?® ~ ovisnost o prvim derivacijama u?
1 0
o_ab — 5(ua;chcb + ub;chca) . §hab

hab — gab + uaub

o Landauovo baZdarenje: Mu, =0
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ra a 2 a
= Vi = V,(su?) = 7770 boab + %92
- 2
— dSyis = /de (ﬁUabJab -+ ?92>
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0 99 — & [ AT,pl21P€dA = a [, €d) (6(N) — ARab/?1°)

p
= 6(\)p, =0 = jednadZbe polja za OTR

0 dSi=—a, )\(% O(N)? +aab(>\)oab()\)) €dA
——
=0 P
— dS; = —a / EdINTP(N)oan(N)
H P
@ ~ ab
= dS; = — [ €dvo®(v)oap(v)
K JH p
. _ e Ta_ ofk oah
T & "7 2k T 2k2r 4n
— 1= . AdS/CFT
a
1 ~ .
= TdSi = —= [ €dvo?®(v)o.(v)| ~» Hartle-Hawking
81 G H p
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f(R) slu¢aj

oF(R):%,OTRsIuEaj: F=R—-2A = F=1, F=0

@ Einsteinov princip ekvivalencije: dS = 8Fe , 8 = konst.

— dszﬁ/HgdA(;'f+fo(A))

=0()\)

0 O(N)p =0 = 0(\), = —%

di(N)

dA

— dS=7 / €dA\ ((}';ab — FRap) 1P — g}'G()\)2 — }'oab()\)aab(/\)>
H

p
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o 99 = 3 [, €dAN(Fiap — FRap)?1°

2 -
hp
— \fl:[j]—“_g
f 2T
= FRap— Foap+ (D}—_2)gab_h,87_ab

o Stry = J (1ecf(R) + Lm) V=g d*x , T?0 = 220/ 8lu)

f
= 08¢(r) =0 = FRap — Fiap + <DJ:— 2) 8ab =87 G T
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o dSi= -8 [, szf<§9(A)2 + aab(x)aab(x)>

P
R T -V YR S
= dS; = edvF| z0(v) 4+ o (v)oap(v)
K H 2 p

N n_ hF

o 47

¢ 3hF
= - = —

o 47
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Zaklju¢ak

proporcionalnost entropije i povrsine lokalnog horizonta

odabir principa ekvivalencije = odgovarajuce jednadZbe polja
jednadzbe polja kao jednadZbe stanja

neravnoteZni doprinosi ~» poznate interpretacije

L. Boltzmann: temperatura = mikrostruktura

statisti¢ka/termodinamitka priroda gravitacije ~» Sir A. S. Eddington

stupnjevi slobode gravitacije koji se ne mogu obuhvatiti jednadZbama
polja ~» mikrostruktura prostorvremena
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