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Jvodad

* Nejednakosti u fizici odrazavaju svojstva nekih ogranicenja
— za kapacitore Q<Q,

* Einsteinova jednadzba - sustav vezanih nelinearnih PDJ-a 2.
reda

— tesko rijeSiva
— poznato svega nekoliko rjesenja

* Geometrijske nejednakosti - daju granicenja na geometriju, a
granicni slucaj (jednakost) tocno odreduje geometriju sistema



lzoperimetrijska nejednakost

Neka je S ogranicen podskup od R™ povrsine per(S) i
volumena vol(S) . Tada vrijedi:

per(S) = nt-’{_)l(S)nT_lt-’{_)l(Bl)%
Gdje je By C R™ jedinicna kugla. Jednakost vrigedi kada
je S kugla u R™.

* U R2 slucaju ova nejednakost nam kaze da ako je C neka
glatka J. krivulja duljine L koja omeduje dio povrsSine A
vrijedi: L2>4nA gdje je jednakost zadovoljena u slucaju
kruznice



KOSa crnin rupa

* Jedna od motivacija za razmatranje nejednakosti izmedu
parametara

* Krajnje stanje gravitacijskog kolapsa (crna rupa) opisana
klasicnim parametrima: masa, ang. moment, naboj

* Hipoteza

* Ako vrijedi u opéenitom slucaju - nejednakosti bi povezivale
jedine relevantne parametre opisa grav. kolapsa

* Dokazana za relevantne stacionarne slucajeve
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* Govori o strukturi krajnjeg produkta gravitacijskog kolapsa

* Singulariteti se nerijetko nalaze u rjesenjima Einsteinove
jednadzbe

— Narusenje kauzalnosti
— Ne poznajemo ponasanje u singularitetu
* Rjesenje: Kozmicka cenzura
- singularitet nikada nije “gol” vec je “cenzuriran” horizontom

- Sto prijede horizont ne moze iz njega izaci



Schwarzschildovo rjesenje

1
* Einsteinova jednadiba R;u/ — ERgm/ — 87TGT}LLI/

e Sfernosimetricno vakuumsko rjeSenje je jedinstveno
(Birkhoffov teorem, “no-hair”)
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Schwarzschildovo rjesenje

* ur=0ir=2GM komponente metrike divergiraju

— komponente su koordinatno ovisne - divergencija moze biti
koordinaatno ovisna

* 2-sferar=2GM je horizont dogadaja (otklonjivi singularitet), a
r=0 je topoloski singularitet - kozmicka cenzura



Parametr

* ldeja:
— kvazilokalni prametri

- globalno ocCuvani

— poklapaju se s paramerima koji opisuju rjesenja (“no-hair”)

Q:_/;dgm\/:leﬁJg — N, P = g

0%



Parametr




Kertove cine fline

* Nenabijena rotirajuca crna rupa

* Jedinstveno rjeSenje za aksijalnosimetricno stacionarno
vakuumsko prostorvrijeme
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Kertove cine fline

* Kako bismo nasli horizonte trazimo A(r)=r2-2MGr+a2=0
* Broj rjeSenja ovisi o diskriminanti D=G2Mz2-a2

— D>0 - dva horizonta

— D=0 - jedan horizont

— D<O0 - nula horizonata - kozmicka cenzura

° > D>0 — G2M2>J2/M2 — M > ‘—E{‘ (=Ekstremna Kerrova c.r.)




Geometrijske nejednakosti

* Koristimo definiciju povrSine za Kerra A4 =38~ (??12 +vVmt — J4)
A

%1y

* Mozemo zakljuciti:

< m (=Swarzschild)

‘—é' uz G=1 imamo:

~~

8r|J| < 8mm? = A—BW\/?R4—J2§A

* Koristedijos M >




Geometrijske nejednakosti

* Uz pretpostavku kozmicke cenzure dosli smo do skupa

nejednakosti: v/ |J| < M (=Ekstremna Kerrova c.r.)

| A
—— < m (=Swarzschild)
lom

37|.J| < A(=Ekstremna Kerrova c.r.) **

*

* Ove nejednakosti vrijede i za opcenitije slucajeve
gravitacijskog raspada



Penroseov argument

* Hawkingov teorem: Uz slabu energijsku pretpostavku i kozmicku
cenzuru,povrsina horizonta dogadaja buducnosti u asimptotski ravnom

Penrose je pokazao da vrijedi nejednakost (*) bez zahtjeva na

simetriju

Pojednostavljena verzija zahtjeva nesto pretpostavki:

— osna simetrija

- vrijedi (**) - nuzno da bi povecanje povrsine povlacilo poveéanje mase

prostorvremenu je nepadajuca
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Penroseov argument

Gravitacijski kolaps:
— Gravitacijski kolaps rezultira crnom rupom (slaba kozmicka cenzura)

- Konacno stanje prostorvremena je stacionarno. Takoder, pretpostavit éemo da je nakon nekog
konacnog vremena sva materija upala u crnu rupu (presla horizont dogadaja).

Iz jedinstvenosti znamo da je Kerrovo jedino rjeSenje za osnosim. stac. prostorvrijeme
* m,, Jo, A, SU parametri konacne crne rupe

* Za prostorvrijeme u kojem se kolaps desio s ang. mom J i masom m znamo:

- J=J, jer je kod osne simetrije oCuvan angularni moment

— m>m, jer gravitacijski valovi nose pozitivnu energiju —— m,;<m

— A,>A po Hawkingovom teoremu



Penroseov argument

* Koristeci definiciju za masu crne rupe imamo:

47 J? A J2 8A]J|
\/le s \/16?7 ﬂ/ \/ N Vf

87| J| < A

||

S
A
3

* Ovaj rezultat govori da se za skup nejednakosti koji vrijedi za
Kerrovu crnu rupu ocekuje da vrijedi i za osnosimetricnu
dinamicku crnu rupu



Teoremi i otvoreni problemi

* Dokazani bez pretpostavke o kozmickoj cenzuri

* Neka je zadan osnosimetrican, asimptotski ravan i maksimalan pocetni skup
podataka s dva asimptotska kraja. Neka sum i J ukupna masa i angularni moment na
jednom od krajeva. Tada vrijedi slijedeca nejednakost:

* Neka je zadana osnonosimetricna, zatvorena, marginalno zatocena i stabilna
povrsina 2 u prostorvremenu s nenegativnom kozmoloskom konstantom koje
zadovoljava dominantni uvjet na energiju. Tada vrijedi slijedeca nejednakost

gdje suAiJ povrsSina i angularni moment povrsine 2

* Pretpostavlja se da nejednakost slicna prethodnoj vrijedi za obicna tijela
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