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Uvob



ZAKONI TERMODINAMIKE

Zakoni mehanike crnih rupa « zakoni termodinamike:
0. Povrsinska gravitacija k konstantna je na horizontu dogadaja
stacionarne crne rupe.

h
T=— 1
271'& M
1. Za crnu rupu mase M
K
oM = ——05A 2
871G @

(K: — T): (A — S)y (M — Eint)-
Ukoliko crna rupa rotira angularnim momentom J ili ima naboj Q,
pojavljuju se dodatni ¢lanovi

M = " 5A + Q) + D6Q (3)
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ZAKONI TERMODINAMIKE

2. Povrsina horizonta dogadaja A crne rupe nikada se ne smanjuje.:
5A >0 (4)

3. Povrsinsku gravitaciju k nije moguce reducirati na nulu u
konacnom broju koraka.

U prisutstvu kozmoloske konstante dobit cemo Vép clan koji rezultira
korespodenciji M — H gdje je H = E + PV entalpija.



KOZMOLOSKA KONSTANTA



TENZOR ENERGIJE-IMPULSA VAKUUMA

Rjesenje za nestatican svemir

Gab + Ngap = 87 Tgp (5)

Kozmolosku konstantu mozemo shvatiti kao veli¢inu proporcionalnu
energiji vakuuma koja doprinosi zakrivljenosti svemira

Gy = 87 Tao + oy | (6)
Tenzor energije-impulsa asociran s kozmoloSkom konstantom

vac) _ N
o2 A, 0



JEDNADZBA STANJA

Gustoca energije koju A pridaje vakuumu:

A
VAC
((VAC) _ T(oo ) — - (8)

Promotrimo li kozmolosku jednadzbu fluida:
. .a
é+3-(e+P)=0 (9)

s obzirom da je A= konst. slijedi da je jednadzba stanja:

A

8w

P=—c= (10)



NUMERICKA OCEKIVANJA

TEORIJA POLJA
- energija vakuuma zapravo bi trebala biti energija osnovnog stanja
svih polja (energija kvantnih fluktuacija)
hw
E=— (1)
- slobodno kvantno polje ima beskonacno takvih doprinosa
- doprinose odrezemo na nekoj energiji, rezultat daje

A ~ 107°m—2 (12)

(Lp)?
KOZMOLOSKA MJERENJA

- mala neiscezavajuca pozitivna vrijednost
A ~1072m~? (13)

Sto daje ~ 120 redova veli¢ine drukdiji rezultat
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MAKSIMALNO SIMETRICNI PROSTORI

Prostori s maksimalnim brojem Killingovih vektora zovu se
maksimalno simetricni prostori : Minkowski, de Sitter i Anti-de Sitter
prostor

KozmoLoSKo NACELO svemir je, na dovoljno velikoj skali, homogen i
izotropan — svemir je R x ¥ mnogostrukost (X maksimalno
simetri¢an prostor)

Riccijev tenzor poprima oblik:

2N

D_ Zgab (14)

Rap =

de Sitter i Anti-de Sitter prostor su vakuumska rjeSenja jednadzbe s
neiscezavajucom kozmoloskom konstantom:

Gab + Ngap =0 (15)



DE SITTER

Maksimalno simetrican prostor s konstantnom pozitivhom
zakrivljenosti (A > 0)
Konstruirati smjestanjem 4D hiperboloida u 5D Minkowski prostor,

metrika na hiperboloidu:
ds? = —dt? + o cosh?(t/a) [dx? + sin” x (d6? +sin® 0d¢?)]  (16)
Topologija de Sitter prostora je R x S3

T it T+

=3

Figure 1: Konformalni dijagram de Sitter prostora([5]



DE SITTER
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Figure 2: Klasicni promatrac na juznom polu nikada nece moci opaziti
dogadaje izvan O~ podrudja, niti ée modi slati signal izvan O* podrucja. O*
predstavlja kauzalnu buduénost/proslost promatraca na juznom polu. [24]



ANTI-DE SITTER

Maksimalno simetrican prostor s konstantnom negativnom
zakrivljenosti (A < 0)

Smjestanje hiperboloida u 5D ravan prostor, dobivamo metriku na
hiperboloidu:

ds? = o? (— cosh?(p)dt? + dp? + sinhz(p)dﬂﬁ)

- ove koordinate imaju svojstvo da je t’ periodican s periodom 2«
Sto bi nam dalo zatvorene krivulje vremenskog tipa — artefakt
odabira koordinata

Za definiciju AdS prostora uzimamo pokrivac nase mnogostrukosti
gdje t' ima raspon [—o0, ]

Topologija R* prostora - odgovara polovici Einsteinovog stati¢nog
svemira



ANTI-DE SITTER

.it

Figure 3: Presjek t'=konst. prostornog tipa topoloski predstavlja 3D hemisferu
tj. R® prostor. Tocke u unutradnjosti predstavljaju 2D sfere, osim tocaka na
isprekidanoj liniji koje predstavljaju tocke u prostornom ishodistu. Na xy = %
imamo hiperplohu vremenskog tipa koja predstavlja beskonacnost. [5]
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MASA | ANGULARNI MOMENT



(3+1) bEKOMPOZICIJA

Na razini Hamiltonove gustoce H = wdp — L izgubili smo Lorentzovu
invarijantost!

- razmatramo folijaciju prostorvremena

- uvodimo vremensku funkciju t* = Nn® 4+ N%e$

- Onp — L1 Liejeva derivacija duz toka vremenske funkcije

Figure 4: Folijacija prostorvremena nepresjecajucim hiperplohama
prostornog tipa. Kongruencija propagira koordinate [1]
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MASA | ANGULARNI MOMENT

Figure 5: Dekompozicija tangente na kongruenciju t* u terminima lapse N i
shift N® funkcija [1]

Hamiltonijan H = NH + N9H, o izboru folijacije!
Odaberemo li tok takav da asimptotski odgovara

- generatorima vremenskih translacija — hamiltonijan nam daje
pojam mase

- generatorima rotacija — pojam angularnog momenta
13



KOMAROVE RELACIJE (A = 0)

Masa i angularni moment ukupnog stacionarnog i aksijalno
simetricnog prostorvremena dani su Komarovim relacijama:

M= g Jim 7{ Vo€l dSas ()
[

gdje su &y 1 &g Killingovi vektori
Kompaktni zapis:
D—2 avh
p— 1
8:C /aZdSab(Vé“) 0 (19)

- povrSina 0% je dvokomponentna i sastoji se od integrala po
horizontu Iy, i integrala po povrsSini u beskonacnosti /.
- Komarovu relaciju skraceno piSemo kao I — o = 0

in



SMARROVA FORMULA



SMARROVA FORMULA

Za stacionarnu crnu rupu u ravnom prostoru:
loo = (D —3)M — (D — 2)Q4J (20)

KA
Ilh=(D—2)— 21
h=( e (21)
uvrstimo li u I — I = 0 dobivamo tzv. Smarrovu relaciju:
(D—3)M = (D — 20 + (D — 2) "4 (22)
- & 871G
Smarrova formula:

- analogna Gibbs-Duhem relaciji

Razmatrat cemo kako kozmoloSka konstanta utjece na fazni prostor
termodinamike crnih rupa za vakuumsko A < 0 rjeSenje (AdS
prostor).
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KILLINGOV POTENCIJAL

Modifikacija Komarove jednadzbe:

D—2 b L 2 x ab
v —— A | = 2
871G /Bzds"b( Stpa™ ° 2]

Geometrijske konstrukcije sada ukljucuje veli¢inu w® koja
predstavlja Killingov potencijal:

& = V9wap (24)

gdje £° je Killingov vektor. Killingov potencijal nije jedinstven
(definiran do na clan iS¢ezavajuce divergencije)

wéb = Wab + Aab (25)

ukoliko VA% = 0.
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Napomena

- dodavanje ¢lana Killingovom potencijalu promijenit ce se
vrijednosti na komponentni ¥ oko horizonta i komponenti u
beskonacnosti za doprinos istog iznosa ali suprotnog predznaka
— integrali Iy, i Io SU povezani

- integrali I i I, su divergentni ali tocno na takav nacin da je
njihova razlika konacna



SCHWARZSCHILD-ADS METRIKA

Metrika rjeSenja za Schwardschild crnu rupu (staticno rjesenje) u AdS
prostorvremenu:
2 o 4 5
ds® = —f(nNdt® + Z— +r- dQp_,
f(l’) (26)

fu):1-ﬁgg-ﬂﬂ

gdje smo uveli pokrate
16 GM

M= ———Vp_
(D—-2)"? (27)
i 27
BCEDICEF)
NeiCezavajuce komponente tenzora V2P su:
D-3)M
Vgt =-V'¢' = (ZrT_z —Ar (28)

- za uociti: divergentni doprinos!



SCHWARZSCHILD-ADS METRIKA

Killingov potencijal:
t_ ot rp\ P2
wht=—w =0 _1)+arh< ) (29)
a je bezdimenzionalna konstanta definira jedno-parametarsku
familiju Killingovih potencijala

- za uociti: sloboda definiranja Killingovog potencijala daje nam
drugi divergentni doprinos integralu u beskonacnosti!

Integral u beskonacnosti daje:

2AVp_ 2,
8nG

loo = —(D —3)M — (30)

- divergencije su se pokratile

19



SCHWARZSCHILD-ADS METRIKA

Integral po horizontu:

KA 2NVp_, [ )"
lh=—(D—-2)—s — 1
n="00=255~ a0 ((D—1)+0‘ &l
Iskoristimo li Komarovu formulu I, — I, = 0 dobivamo Smarrovu
formulu:
(D—3M=(D-2)"a_2-2n (32)
n 8nG 8nG
gdje
Vo rD—'l
0= _0=2hn (33)

(b—1)

20



STATICNO ADS RJESENJE

Staticno AdS prostorvrijeme asimptotski odgovara SAdS
prostorvremenu — isti rezultat za integral u beskonacnosti
Integral po horizontu:

A
Ih = —(D — 2)% + /8): dSabwab (34)
h

Iskoristimo li Komarovu formulu I, — I, = 0, ponovno dobivamo
Smarrovu formulu.
Sada je © dan s:

ez_[ / dSab< —wgﬁs) / dSabw“b] (35)
0% oo o)

U ovom izrazu mozemo prepoznati volumen prostorvremena i
volumen crne rupe, slijedi:

© = —(Vaas — Van) (36)

21



PRVI ZAKON TERMODINAMIKE



PERTURBACIJA HAMILTONIJANA

Hamiltonijan je dan s H = NH + N%H, gdje

H = —2Gn%nt = —RA-1 4 -, ( dw__zz _ ﬂ.abﬂ_ab)

| (37)
Hp = —2Gocnh§ = —2D, <|h|_i7rab>

Uvrstimo li relaciju za tenzor energije-impulsa vakuuma dobivamo:

H=—2A, H,=0 (38)

Uvodimo perturbaciju 3D prostorne metrike, momenta i kozmoloSke

konstante: .
hao = hig) + ha

7 = 71'%’) + pob (39)
A= /\(0) + oA
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PERTURBACIJA HAMILTONIJANA

Dobivamo operator derivacije na hiperplohi X oblika:

DaBY = N&H + N%GH, = —2NSA

(40)
Dy (B“ - 25/\w“bnb) —0
gdje smo iskoristili N = —nq&? = —D¢ (nqw ).
Gaussov zakon:
/ VaA"V=0d'x = ]{ A%dE, (@1)
Vv oV

Slijedi:
/ da, (B‘ . Zdend5A> -0 (42)
ox

23



PERTURBACIJA HAMILTONIJANA

Integraciju radimo po dvokomponentnoj plohi:

/ dsre (BC - 25Aw§dsnb)
Vou

_ /a s (25/\ (w _ wAdS> nb) (43)
+/A dsr, (BC — 25Awanb)
OWVin

pri cemu smo dodali wAdS Killingov potencijal AdS prostorvremena
kako bi pokratili divergentni doprinos u w® ¢lanu.

24



KOMAROVE RELACIJE

Plohu u beskonacnosti mozemo povezati s ukupnom masom M
Iz Komarovih relacija dobivamo:

16m6M = — / dSr. (BC [0 — 25Awffdsnb) (4t)
s obzirom na Killingovo polje generatora vremenskih translacija
&y = ()
Generatori horizonta dogadaja dani su Killingovim vektorom:

5“ = (8t + QH&P)G (45)

a povrsinska gravitacija je dana s:

5= /3 VOV,

r=ryq

25



KOMAROVE RELACIJE

S obzirom na ovo Killingovo polje:
2rOA = — / dSr.B° [0, + Q0,] (47)
H

gdje je A povrsina horizonta
Iz prethodnih relacija dobivamo:

K S)
oM = %JA + %5/\ (48)

gdje je
© = —(Vaas — Van) (49)
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ZAKLJUCAK



TERMODINAMICKI VOLUMEN

U statickom AdS prostorvremenu theta je u jednostavnoj
korespodenciji s geometrijskim volumenom:

© = Vgy — Vagqs = -V (50)

- Vje volumen izdvojen horizontom crne rupe
- ukoliko bismo ukljucili i rotaciju u razmatranje to nebi bilo tako!
- opcCenito termodinamicki volumen # geometrijski volumen

M
V= (-) (51)
OP Jsqy

Opcenito:

27



GLAVNI REZULTATI

U razmatranju stacionarnih crnih rupa s neisc¢ezavajucim angularnim
momentom:
1676) = / dSrcB°[0,] (52)
oo

za generator rotacije 5&,) = (0,)°
U krajnjem rezultatu dalo jos Q6 doprinos:

S}
M = —G(SA +Q8) + = G5/\ (53)

Kozmoloska konstanta < idealni fluid tlaka P = —%

- A < 0 inducira pozitivan tlak u prostorvremenu
Zakljucak: @A — Vép = M — H gdje je H = E + PV entalpija.
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U A > 0 slucaju komplicira zbog prisutstva kozmoloskog horizonta!

- svaki promatrac nuzno ce se nalaziti izmedu dva horizonta, onog
crne rupe te kozmoloskog

- kozmoloski horizont takoder ima pripadnu povrsinsku
gravitaciju tj. temperaturu — nemamo ravnotezno stanje

- asimptotski se priblizavamo kozmoloskom horizontu pa ce
Killingovo polje asimptotski biti polje generatora horizonta, tj.
asimptotski svjetlosnog tipa — problem prilikom definiranja
mase i angularnog momenta

Kompliciranija analiza pokazuje da u ovom radu izvedena Smarrova
relacija i prvi zakon termodinamike i dalje vrijede.
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