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Uvod u Yang-Millsove teorije



ab initio

[1] 1954. C. N. Yang & R. L. Mills
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Kalb-Ramondovo polje

[2] 1974. M. Kalb & P. Ramond
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Standardna Yang-Millsova teorija

Baždarna polja Yang-Millsove teorije kao Ehresmannove koneksije na
glavnom G-svežnju i tenzori jačine polja kao zakrivljenost koneksije.
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Glavni G-svežanj

• Liejeva grupa G
• glatka surjekcija između glatkih mnogostrukosti, π : P→ M
• slobodna desna G-akcija na P, ◁ : P× G→ P
• vlakna Gp ≡ π−1({p}) ∼= G za p ∈ P
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Lokalna trivijalnost

Lokalne trivijalizacije
Neka je {Ui}i∈I otvoreni pokrivač od M. Ako postoje difeomorfizmi

{ϕi : Ui × G→ π−1(Ui)}i∈I

t.d.
(π ◦ ϕi)(m,g) = m

za m ∈ M i g ∈ G, kaže se da je P lokalno trivijalan.

Posebno, za takve difeomorfizme se kaže da su lokalne trivijalizacije
od P.
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Lokalna trivijalnost
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Funkcije prijelaza

Neka je m ∈ M. Kako su ϕi i ϕj difeomorfizmi, postoje gi,gj ∈ G t.d.
ϕi(m,gi) = ϕj(m,gj).

Funkcije prijelaza
Za glatke funkcije tij : Ui ∩ Uj → G t.d.

ϕj(m,gj) = ϕi(m,gitij(m))

se kaže da su fukcije prijelaza.

Također se zahtijevaju sljedeće relacije:

tii(p) = e (p ∈ Ui),
tij(p) = (tji(p))−1 (p ∈ Ui ∩ Uj),

tij(p)tjk(p) = tik(p) (p ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk),

koje daju relaciju ekvivalencija između lokalnih trivijalizacija.
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Funkcije prijelaza
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Diferencijabilnost

G je također glatka mnogostrukost (sa posebnim tangentnim
prostorom g). We also define a special Lie algebra isomorphism
using the adjoint map.

Ehresmannova koneksija
Diferencijalna 1-forma sa vrijednostima u g, ω ∈ T∗P⊗ g je
Ehresmannova koneksija ako

ω(x#) = x, za sve x ∈ g

(◁g)∗ω = Adg−1ω

Definira se vanjski produkt i Hodgeov dual kao:

(ω ⊗ x) ∧ (η ⊗ y) = (ω ∧ η)⊗ [x, y] ∗ (ω ⊗ x) = (∗ω)⊗ x
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Diferencijabilnost

Za dane lokalne prereze {σi : Ui → P}i∈I postoji korespodencija
između Ehresmannove koneksije i diferencijalnih 1-formi sa
vrijednostima u g na T∗M.

Ai = σ∗
i ω

ωi = g−1i π∗Aigi + g−1i dgi

gdje su gi t.d. ϕ−1
i (σi(m) ◁ gi) = (m,gi).

Aj = t−1ij Aitij + t−1ij dtij (baždarna transformacija)

Paralelan transport vektora dan:

Pexp
(∫

γ

A
)
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Standardna Yang-Millsova teorija

U slučaju R4, s A = Aaµdxµ ⊗ Ta, gdje su Ta generatori su(2) algebre,
[Ta, Tb] = ϵabcTc dobije se standardna YM teorija:

F = dA+ A ∧ A =
1
2Fµνdxµ ∧ dxν , gdje

Fµν = Faµν ⊗ Ta = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ,Aν ]
Faµν = ∂µAaν − ∂νAaµ + ϵabcAbµAcν .

za tenzor jačine polje te:

SYM = − 14

∫
R4

d4x tr(FµνFµν),

D ∗ F = 0 ⇐⇒ DµFµν = 0

za akciju i jednadžbe gibanja.
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Kategorije



Kategorije

X FX

Y FY FX GX

Z FZ FY GY

W

f

g◦f

h◦(g◦f)(h◦g)◦f

Ff

F(g◦f)

g

h◦g

Fg

ηX

Ff Gf

h

ηY

• Yoneda
• Reprezentabiilnost
• Limiti
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Kategorifikacija Yang-Millsove
teorije



Homotopije za mnogostrukosti: grupoid puteva

Put
Neka su x, y ∈ M. Put između x i y je glatko preslikavanje
γ : [0, 1] → M za koje postoji ϵ > 0 t.d.:

x = γ(t) za t ∈ [0, ϵ],
y = γ(t) za t ∈ [1− ϵ, 1]

Produkt puteva
Za dva puta u M, γ1 od x do y i γ2 od y do z, definira se put γ1γ2 od x
do z:

γ1γ2(t) =
{

γ1(2t) za t ∈ [0, 1/2]
γ2(2t− 1) za t ∈ (1/2, 1]
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Homotopije za mnogostrukosti: grupoid puteva

Homotopija
Neka su x, y ∈ M te γ1, γ2 putevi od x do y. Glatko preslikavanje
H : [0, 1]2 → M je homotopija ako postoji ϵ > 0 t.d.:

x = H(s, t) za t ∈ [0, ϵ], s ∈ [0, 1]
y = H(s, t) za t ∈ [1− ϵ, 1], s ∈ [0, 1]

γ1(t) = H(s, t) za s ∈ [0, ϵ], t ∈ [0, 1]
γ2(t) = H(s, t) za s ∈ [1− ϵ, 1], t ∈ [0, 1]

and
rang[dH(s, t)] ≤ 1 for (s, t) ∈ [0, 1]2.

Homotopije definiraju relaciju ekvivalencije na prostoru svih puteva.
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Homotopije za mnogostrukosti: grupoid puteva

Grupoid puteva
Definira se kategorija, P1(M) tzv. grupoid puteva na M gdje,

• obj(P1(M)) = M,
• Hom(x, y) = {klase ekvivalencija puteva od x do y}.
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Lokalna trivijalnost

Neka je π : Y→ M surjektivna submerzija između glatkih
mnogostrukosti, te F : P1(M) → GTor funktor.

Lokalna trivijalizacija
Dijagrami oblika:

P1(Y) P1(M)

Gr GTor

triv

π∗

F
t

i

gdje je triv funktor, t prirodna ekvivalencija, i ekvivalencija
kategorija, zovu se lokalne trivijalizacije funktora F.
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Lokalna trivijalnost
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Lokalna trivijalnost

Kategorija lokalnih trivijalizacija Triv1(i, π)
Za fiksne i i π definira se kategorija Triv1(i, π) kao

• obj(Triv1(i, π)) = {lokalne trivijalizacije funktora}
• morfizmi su dani prirodnim transformacijama među raznim
P1(M) → GTor funktorima.
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Funkcije prijelaza

Y2 Y P1(Y2)

Y M P1(Y)

GTor

π1

π2 π π1∗ π2∗

π

i◦triv∼=π∗F

π∗F ◦ π2∗ = F ◦ π ◦ π2 = F ◦ π ◦ π1
g ≡ π∗

2 t ◦ π∗
1 t−1 je prirodna ekvivalencija
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Funkcije prijelaza

Y3 Y π∗
2 (i ◦ triv)

Y2 Y π∗
1 (i ◦ triv) π∗

3 (i ◦ triv)

Y M

π12

π3

π

idY
π∗
23g

π1

π2 π

π∗
13g

π∗
12g

π

Kategorija Des1(i)
Objekti su komutativni trokuti dani prirodnim ekvivalencijama g,
morfizmi su prizme kojima su baze dane trokutima.
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Ekvivalencija

[3]Postoji sljedeća ekvivalencija među kategorijama:

Triv1(i, π) ∼= Des1(i) ∼= Fun∞(P1(Y),BG) ∼= Ω1(M, g)
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Više kategorije



Svežnjevi u višim kategorijama

[4][5][6]
Pn(Y) Pn(M)

Gr GTor

triv

π∗

F

i
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