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Sazetak

Standardni model teorija je fundamentalnih interakcija u fizici - elektromagnetizma, te
slabe i jake interakcije. Posebnost je jake interakcije, formalno opisane kvantnom kromodi-
namikom (QCD) s bazdarnom grupom SU(3)., njezina iznimna neperturbativnost. QCD je
neabelovska bazdarna teorija, sto efektivno uzrokuje i jako vezanje na niskim energijama.
Niskoenergetski rezim je proucen u ovom radu pomoc¢u Dyson-Schwinger i Bethe-Salpeter
jednadzbi, koje daju dobar fenomenoloski uvid u neperturbativne fenomene poput generacije
mase "ni iz ¢ega”, §to je u ovom radu pokusano posti¢i numericki u novom programskom
jeziku Julia. Brzine nekih operacija usporedene su sa njihovim analogonima u jeziku Python.

1 Kvantna kromodinamika

QCD jest bazdarna teorija polja jakih interakcija. Dinamika svake teorije polja je defi-
nirana preko gustoce lagranzijana (kolokvijalno - samo lagranzijan), koji za QCD izgleda
kao: 1

Laop = Y Pg(iy" D" —my)ih, — GG (1)
q

Ovdje su 94 kvarkovska polja okusa g, a y* matricama figurira euklidska Cliffordova algebra:

{77} = 20" (2)

Suma se implicira kada se indeksi ponavljaju. Operator D* je kovarijantna derivacija uve-
dena radi zahtjeva na bazdarnu invarijantnost teorije i definirana preko:

D# = 9" —igAk(x)t, (3)

U Gell-Mannovoj bazi t, = )‘7“ , Ya = 1...8 su generatori SU(3) grupe, odnosno kvarkovska
polja transformiraju se unutar grupe operatorom U = e~ e uz parametar lokalne tran-
sformacije a,. Vektorsko polje bazdarnog gluona predstavljeno je sa A¥(z), ¢iji je tenzor
jakosti dan sa:

GhY = 9" AL — OV AL + gfapc Al (x) A (4)

Totalno antisimetri¢ne strukturne konstante f,;. definirane su preko komutatorske algebre
generatora:
[ta; tb] = Z.fu,bctc (5)

Naizgled slican strukturom onom elektrodinamike, lagranzijan kromodinamike ipak ima po-
sebnost koja uvelike alterira dinamiku koju opisuje. Naime, nei§¢ezavajuéi strukturni fak-
tori (neabelovskost teorije) ostavljaju moguénost gluonima da interagiraju medusobno kroz
kubiéne i kvarti¢cne interakcije. Drugim rije¢ima, bazdarni bozoni teorije i sami nose naboj,
za razliku od kvantne elektrodinamike, ¢iji naboj foton ne nosi. Naboj jake interakcije naziva
se boja, a kako je bazdarna grupa SU(3), postoje 3 boje, konvencionalno crvena (r), zelena

(g) i plava (b).
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Slika 1: Kubicne i kvarti¢ne gluonske interakcije

Upravo ¢injenica da je teorija neabelovska otvara vrata fenomenu asimptotske slobode. U
kvantnoj teoriji polja se veé¢ desetlje¢dima proucavaju invarijatne amplitude prijelaza (koje
govore o udarnim presjecima) pomoéu perturbativnog formalizma, odnosno razvoja Dyso-
nove formule u red potencija. Integrali za svaki ¢lan u razvoju simboli¢ki se mogu prikazati
pomocu takozvanih Feynmanovih dijagrama. No, kada se ukljuce kvantne korekcije u racunu
dijagrama (kao npr. doprinosi samointerakeije), oni po¢nu divergirati. To se popravlja re-
normalizacijom, odnosno redefiniranjem konstante vezanja u odnosu na referentnu skalu.
Ispostavlja se da je za QCD ona za visoke energije reda veli¢ine ~ 0.1 (podsjetnik, u prirod-
nom sustavu jedinica i — 1), sto dozvoljava perturbativni razvoj. Funkcionalna ovisnost
renormaliziranog vezanja, dobivena pomod¢u dijagrama sa slike (2), do na jednu petlju izgleda

kao:
2\ O‘S(Q(Q))
(@ ) 1+BO¢S(Q3) ln(%g) (6)
B_ 11N, — 2Ny
127

Odnosno, funkcija B jest pozitivna za kvantnu kromodinamiku i o, pada sa Q2. Problem
nastaje u niskoenergetskim rezimima. Naime, veé za Q2 ~ 1 GeV?2, na skali mase protona,
vezanje postaje reda velicine ~ 1 i teorija izlazi iz domene perturbativnog rezima. Jedna
od fizikalnih manifestacija neperturbativnosti tog rezima jest dinamicko slamanje kiralne
simetrije. Naime, mase laganih kvarkova (koje su parametri standardnog modela) zanema-
rivo su male s obzirom na skale u pitanju, a njihova vezana stanja su iznimno masivna.
Proton se tako sastoji od dva u i jednog d kvarka (m ~ 3 — 10 MeV), a u vezanom stanju
masa mu je ~ 1 GeV. To indicira da ¢e sami kvarkovi biti podlozni nekoj vrsti dinamickog
generiranja mase kroz specificnu gluonsku interakciju, dok ¢e lagranzijan efektivno izgubiti
kiralnu simetriju, koja je uvjetovana masenim dijelom.

Slika 2: Jednopetljeni integrali samoenergije gluona, pomocu (5) se rjesava UV divergencije

Jos jedno od misterioznih fenomenoloskih svojstava fizike elementarnih Cestica tice se
upravo propagacije Cestica koje interagiraju jakom silom. Naime, empirijska je ¢injenica,
zasad, da se kao realne Cestice propagiraju samo stanja koja su singleti u bojnom prostoru,
odnosno samo one Cestice koje su ”bezbojne”. Posljedi¢no, sretna je sluc¢ajnost da je svemir
izabrao kao bazdarnu grupu QCD-a SU(3), a ne U(3), koja bi dozvolila postojanje devetog



gluona, bojnog singleta. Tada bi jaka sila mogla postati dugodosezna, $to bi imalo u velikom
razmjeru posljedice na svemir. Realan oktet gluona odgovara osam generatora grupe, i kako
sami nose boju takoder su konfinirani u bezbojna vezana stanja.

2 Funkcionalni integrali u teoriji polja

Tradicionalni nac¢in tretiranja teorije polja bio bi metodom kanonske kvantizacije, no tada
je rezim u pitanju tesko dostupan. Zbog toga se kvantizaciji pristupa formalizmom integrala
po putevima. Ovdje su navedena samo neka njegova svojstva u svrhu boljeg razumijevanja
strukture koja je proucavana (tzv. ”obuceni” kvarkovski propagator) relativno jednostav-
nim separabilnim modelom. U formulaciji kvantne mehanike preko integrala po putevima
centralna figura proucavanja, iz koje se relativno jednostavno dobivaju sve Greenove funkcije
je generirajuéi funkcional Z[J], i on u kromodinamici izgleda kao:

Zn,n,J] = / DlynpAlexpli / d*z(Laoep +Un+ iy + JuA,)] (7)

Ovdje uglate zagrade impliciraju da se radi o funkcionalu - entitetu koji za input ima funk-
ciju, a za output broj (za razliku od funkcije, koja i za input i za output ima broj). Unutar
uglate zagrade pokraj Z nalaze se polja izvora, dodana u lagranzijan radi lakseg racuna Gre-
enovih funkcija teorije, Sto ¢e postati jasno uskoro. Tako n i 77 moraju biti Grassman polja
kako bi mogli sluziti kao izvor fermionima (kvarkovima), a J, ima strukturu standardnog
vektorskog polja. U skracenoj notaciji ne piSu se ovisnosti polja o varijabli prostor vre-
mena (& C {n,7,J, 5,1, A} — ¢(x), & predstavlja sva polja), te D[A] = D[] D[] D[A].
Takoder, implicitan je spinorni stupanj slobode, to¢nije bi bilo pisati:

DIPW] = [ Pln] [] Plws] (8)

r=1

Greenove funkcije, u reprezentaciji integrala po putevima dane su sa:

W (ay) - 6 (@ oy = L PWPAlexpli [ d'zLocp] oD (@) - ¢ ()
OIT{¢™M (z1) - - '™ (2n) }10) [ DlypAlexpli [ dizLocp]

Opet je simbolicki sa ¢ {1, 9, A} prikazano bilo koje polje u teoriji, i dat mu je indeks
i. Odnosno, ako je od interesa 2-tockasta fermionska (kvarkovska) korelacijska funkcija:

- I DIy Alexpli [ d*xzLoop ] (21)¢(x2)
OIT{%(21)d(x2) }10) = il — ] (10)
I Dl Alexpli [ d*zLaon)]
Postaje jasna potreba za uvodenjem generirajuéeg funkcionala: do Greenovih funkcija jed-
nostavo se dolazi funkcionalnom derivacijom po odgovarajuéim strujama koje se zatim
posalju u nulu.

= iSF(QL‘l — 1‘2) (11)

(_i)Z 622[7757770}
0, 1=1=0

[0,0,0] 67(21)8(=n(x2))

Jos je potreban jedan entitet za razumijevanje Dyson-Schwingerovih jednadzbi (pomodu
kojih ¢e biti modeliran efekt dinamickog slamanja kiralne simetrije), generirajuéi funkcional
za "spojene” Greenove funkcije W (Z ukljucuje i nepovezane dijagrame):

Z[n,7,J] =exp(Wn, 1, J])

Win, 7, J] =Ty, ¢, J] + i / d*z [hn + Y + Ju AL

O ()o@ }0) = 5

(12)

Efektivna akcija (ili pravi, puni verteks) I'[), 1, J] veli¢ina je iz koje se mogu izvuéi jednoces-
ti¢ne ireducibilne Greenove funkcije. Odnosno, treba primjetiti da se inverz kvarkovskog
propagatora moze zapisati kao:

_ 0T, J]

Sp(e=y) = W(fﬂ)fh/_}(y)‘w:w:t)

(13)



Iduéa primjedba tice se definicije funkcionalne derivacije/integrala. Kao posljedica toga da
je integral suma doprinosa svih konfiguracija polja u svim tockama (pa kada se polju doda
mala perturbacija d¢ vrijednost integrala se ne mijenja), integral potpunog diferencijala
iS€ezava:

/D[(j)]% =0 (14)

Odnosno zahvaljujuéi tome, na primjeru QCD-a, moze se pogledati integral funkcije derivi-
rane po :

0= / DwA] (;;exp [1S0D (Aws 6, 8) + 61 + 6 + Ju A, ]

[[8Sqen( .8 6 .6 ]
/|: 51[) (ZM,Z&Z,ZM>+U(I):|ZM?”;J]

Ovdje Sqcp = [ d*zLqep nije nista doli QCD akcije. Derivira li se (15) jo§ jednom po
(jer je od interesa kvarkovski propagator), podijeli sa Z i upotrijebi Ward-Green-Takahashi
identitet, te prijede Fourierovim transformatom u impulsni prostor, dobiva se famozna Dyson
Schwingerova jednadzba (DSE) za puni kvarkovski propagator S,(p) okusa ¢ (tj. njegov
inverz):

(15)

o N d4l . A .
Sq(p) ™" =ip -~ +my +/ @) g*D(p — D Sa (T (L p)

— d4l 2 eff A” a
Zq = (271_)49 D[U/(p - Z)WMESQ(Z)FV(LP)

Koristena je euklidska konvencija p - v = p,v,. Masa my je lagranzijanska, strujna
masa kvarka okusa q. Jakost vezanja opisana je konstantom g, Dfﬁ(p — 1) je puni gluonski

(16)

propagator, i I'%(l, p) puni kvark-gluon verteks teorije. Clan >4 je ustvari petljeni integral
fermionske samoenergije, pa se jednadzba moze prikazati shematski u maniri Feynmanovih
dijagrama, kao na slici (3). Ve¢ sada se vidi da ¢e zahvaljujuéi njemu kvarkovi generirati
masu ¢ak i u slu¢aju kada m, — 0, za razliku od perturbativnog slucaja (koji zapravo ionako
ne vrijedi na relevantnoj skali), u kojemu je masa uvijek proporcionalna onoj lagranzijanskoj:

Mq(pQ)pert ~ mq(l _ assrp2) In [%22] —+ ) (17)

—1 —1

M\ — —_—
o/

Slika 3: DSE jednadzba za puni kvarkovski propagator - on je jednak zbroju
slobodnog propagatora i dijela koji dolazi od oblacenja glunoskom interakcijom

2.1 "Ladder” aproksimacija

Navedena DSE, koja je kasnije izmodelirana jednostavnim separabilnim modelom, pred-
stavlja neku vrstu rekurzivne jednadzbe za puni propagator S;(p), u smislu da se sam puni
propagator zove kao ”"argument” funkcije. U tom smislu neizbjezno podsjec¢a na Lippman-
Schwinger jednadzbu u nerelativistickoj teoriji. Tako bi na prvi pogled mod rjesavanja
jednadzbe mogao biti neka vrsta iterativnog uvrsStavanja propagatora u integral (prvo slo-
bodni, pa prvo rjeSenje, pa drugo...). Medutim, stvar je mnogo slozenija. U integralu koji
predstavlja samoenergiju ¥, nalazi se puni verteks, koji takoder ima svoju Dyson-Schwinger
jednadzbu, simbolicki prikazanu slikom (4). Iz nje se jasno vidi da za rjeSenje dvotockaste
fermionske korelacijske funkcije trebamo rjesenje visetockastih korelacijskih funkcija. Da



stvar bude jo§ gora, za rjeSenje trebamo i puni gluonski propagator. Odnosno, DSE su
zapravo skup beskonatno mnogo funkcionalnih diferencijalnih jednadzbi, ponekad zvanih i
beskonacni toranj DSE. Zato se u fenomenoloskim studijama DSE ¢esto ”rezu” na nacine
koji su opravdani fizikalnim argumentima. Najpopularniji i najjednostavniji nacin na koji
se to moze napraviti jest takozvanom ”ladder” ili ”ljestvicastom” aproksimacijom. Ona se
tako naziva jer se, u ovom primjeru, puni verteks (interakcija) zamjenjuje tockastom QCD
interakcijom pomnozenom sa nekom funkcijskom ovisno$éu o impulsu, $to inace u dijagra-
matskom prikazu interakcija efektivno rezultira serijom izmjena bozona vezanih na fermione
tockastom interakcijom.

1A A

Slika 4: DSE jednadzba za puni kvark-gluon verteks

Iduca generacija modela ukljucivala bi tzv. ”next-to-ladder” interakcije, gdje bi se
tockastom verteksu jos dodala npr. izmjena gluona i tzv. ”cross term”, no kako inicijalna
metoda, barem fenomenoloski vrlo dobro opisuje proces generacije masa, oni nisu ovdje uzi-
mani u obzir. Dakle, kona¢na supstitucija u terminima DSE (16) bila bi I'%(l,p) — %’yu, i
nakon uzimanja u obzir kontrakcija Gell-Mannovih matrica (t*¢t* = 13—6), izraz za samoener-

giju postaje:

4 dfl 5 g
E’l = g/ (27‘(‘)49 D,uu(p - Z)VALSQ(Z)’YV (18)

Treba jos napomenuti i da ¢e bilo kakva funkcionalna ovisnost o impulsu koja mozebitno
stoji uz verteks biti upijena u model gluonskog propagatora.

2.2 Model gluonskog propagatora

Zahvaljujuéi bekonactnom broju vezanih jednadzbi, o¢ito je da za rjesenje DSE gluonski
propagator takoder zahtjeva model. Nametanjem Lorentz kovarijantnosti entitetu gluonskog
propagatora dobiva se njegov opceniti oblik. Za dva nezavisna momenta ocekuje se da ce
skalarne funkcije u propagatoru o njima ovisiti (za, recimo [, i p,,) preko p?, 12 ip-1. Kako se
ocekuje opis masa kvarkova i njihovih vezanih stanja na kona¢nim temperaturama, odabran
je separabilni model koji je za to pogodan, i to u ”Feynmanolikom” bazdarenju:

9* Dy (p = 1) = 8, D(p?, 1%, p - 1)

D(p*,1%,p-1) = DoFo(p*)Fo(1*) + DiFa(p*) (p - ) F1(1%)
2 2
Fo(p*) = exp{—/];} i Fl(p?) = exp{—/];}, za Ao = 0.814GeV A; = 1.035GeV
0 1

Do =217.3GeV~21i D; =99.5GeV

(19)

Mnogo je modela u povijesti koristeno u svrhe objasnjavanja raznih fenomena pri ni-
skim energijama u QCD-u. Mozda je najpoznatiji Nambu-Jona-Lasinio (tzv. NJL) model,
za koji je Yoichiro Nambu i nagraden Nobelovom nagradom 2008. godine zbog, po prvi
puta elegantnog objasnjavanja dinamickog slamanja kiralne simetrije. U njemu je ovisnost
o impulsu gluona naprosto konstanta D(p?,12,p - 1) — ﬁ%, no tada samoenergija di-
vergira i integral treba odrezati na nekoj karakteristi¢noj skali A, odnosno renormalizirati.
Poznat je i Munczek-Nemirovsky model u kojem je ovisnost o impulsu samo delta funkcija:
D(p?,12,p-1) — A?6*(p). On ne zahtjeva renormalizaciju i integral je rjesiv analiticki. Oba
od ovih modela imaju jednu zajednicku stvar, generiraju masu dinamicki na skali manjoj



od neke referente QCD skale cak i kada lagranzijanska masa ide u nulu m, — 0. Konaéno,
samoenergija izgleda kao:

%= 3 [ DGR + DFEGE VEOS Oy (@0

3 Mase u vakuumu

3.1 Kiralna simetrija QCD-a

Prije analize generacije efektivnih masa u odabranom modelu zgodno je prisjetiti se
znacenja kiralne simetrije u teoriji polja. Kiralna transformacija moze se definirati preko
projektora koji djeluju na fermionsko (u ovom slucaju kvarkovsko) polje:

Y= Pryp+ Prip = + R

1—95 1445 (21)
P = P =
r 2 O F 2
Maseni dio ¢e u lagranzijanu tako mijesati u kiralnoj bazi lijevi i desni dio:
Ly =mip D m(Yrr + YriL) (22)

To efektivno znaci da lagranzijan kiralne transformacije ne ostavljaju invarijantnim bag
zbog tog ¢lana. Drugim rijeCima, za nulmase lagranzijan je potpuno kiralno simetrican.
Na hadronskoj skali, strujne mase su prakticki zanemarive (GeV > MeV) pa lagranzijan
sadrzava aprosimativnu kiralnu simetriju ¢ije slamanje je demonstrirano u sljede¢em potpo-
glavlju.

3.2 Mase kvarkova

Fermionski propagator se, zahvaljujuci opet Lorentz kovarijantnosti moze opéenito zapisati
kao:
i(p-7)Aq(p*) + By(p®)
—i(p-7)Aq(0*) + By (p?) (23)
p*A5(p®) + B3 (p?)
Usporedi li se prvi izraz sa onim slobodnog propagatora: So(p)~! =i(p-7) + My, vidi se da
2
¢e efektivnom masom figurirati faktor M, (p?) = ﬁqg 23, pa se nakon uvrstavanja opéenitog
q
oblika u (16) dobije se:

Sq(p)il

= S4(p) =

a4
(2m)*

2i(1 - 7)Ag(I?) + 4B, (1%)
12AZ(1?) + BZ(1?)

D, 1%, p-1
3 (p=,1%,p-1)

. , . 4
ip - ¥Aq(p?) + By(p?) = ip -y + g + /
(24)
Ako se izvadi trag iz navedene matri¢ne jednadzbe dobije se rekurzivna jednadzba za
B,(p?), a ako se trag izvadi nakon mnoZenja jednadzbe sa —i(p - y) dobije se analogna za
Ay (p?

o(P°):

o 16D d4l F (lQ)Bq(IQ) B
Bq(Pz) — Mg = -7'—0(102) 3 d / (2m)3 ZQA;(ZQ) + 33(12) = bq}—o(pQ) o5)
B 2D, d4l 12}'1(l2)Aq(12) B
Aq(pz) -1= ]'—1(]92) 3 / (2m)3 ZQAg(ZZ) + Bg(lz) = aq}—l(ﬁz)

Ovdje su zbog parnosti redom iS¢eznuli dijelovi uz D, i Dy. Faktori aq i by ne ovise o
impulsu i to je prednost separabilnog modela, koja ¢e se pokazati posebno pogodna kada
se analiza proSiri na konacne temperature. Dobivene jednadzbe nazivaju se jednadzbama
procjepa (tzv. gap equations), jer govore o procjepu koji nastaje izmedu efektivnih masa na
visokim, i strujnih na niskim energijama (M, —m, =~ M,). Jednadzba se rjesava numericki
za ag i by metodom koja je kasnije ukratko pojasnjena, te se onda racunaju A,(p?) i B,(p?*)
za sve impulse.
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Slika 5: Rezultati numericke analize efektivne mase kvarkova za 3 sektora

Na slici (5) nalaze se funkcije M, (p?) = ﬁqggzg dobivene za tri sektora (strani, m, i laki

M.y, Mq) te kiralnu granicu (mq = 0), u navedenom separabilnom modelu. Jasno se vidi da
u ultrarelativisticCkom sluc¢aju funkcije masa poprimaju vrijednosti strujnih, lagranzijanskih
masa, dok se na niskim energijama generira velika efektivna masa koja rezultira slamanjem
kiralne simetrije. Cak i u slu¢aju u kojem se strujna masa posalje u nulu, efektivna masa je

reda velicine tre¢ine mase protona ~ =3%.

3.3 Mase mezona

Mase mezona u ovom radu rac¢unate su preko Bethe Salpeterove (BS) jednadzbe za am-
plitude vezanih stanja:

4 [ Ao,
~Tog(p, P) =3 / (271_)492DN€£(])—l)’yMSq(l+)Fq,j/(l,P)Sq/(l_)’yl, (26)

Uvedene su pokrate [+ =1 + g, gdje je odabrano da se svaki od kvarkova nosi po g

impulsa (pola ulazi, pola izlazi). Prakti¢no se s njome racuna tako da se iz svojstava simetrije
pretpostavi oblik amplitude i onda ju se tretira kao fiktivni problem svojstvenih vrijednosti:
kako se o¢ekuje da korelacijska funkcija mezonske struje ima pol za P2 = —M?, gdje je M
masa vezanog stanja, s lijeve se strane doda svojstvena vrijednost koja poprima jedinicu
upravo u tom slucaju, dakle:

NP0 P) = 5 [ G D = DS 0 (L PSy 0 (20)

Opéeniti oblik koji, redom skalarna i pseudoskalarna BS amplituda mogu imati za ovakav

separabilni model, nakon §to se uzmu u obzir simetrije u pitanju, jest:

Tp(l,P) =45 (iEp(P?) + (P - v)Fp(P?)) Fo(I*)
Ts(l, P) = Es(P*)Fo(1?)



Skalarna amplituda je rezana, koriSten je samo njen dominantni ¢lan. Uz poznavanje kvar-
kovskih A,(p?) i B,(p?) funkcija, sada se moze numericki odrediti i masa skalarnog o-mezona
te pseudoskalarnih K te m-mezona, kroz jednadzbu za svojstvenu vrijednost. Za skalar je
lako, nakon uzimanja traga:

AP = =3 Dot [ S P 4145y (-] (29)

Medutim, kako za pseudoskalare BS amplituda nije trivijano proporcionalna jedini¢noj ma-
trici, problem postaje:

K(P?)f = NP*)f (30)
Ovdje je svojstveni vektor f = < ?ﬁg?j; ), a matrica KC:
4D d4l .
Kig(P2) = =5%r, [ G PR 6800450 )] (31)

Opet su definirani pomoéni vektor-stupci ¢ = < W‘;’g,y > it= < s > . Od interesa
. —V55p2 ’75(p : ’7)
je:

_ Ki1 + Koo + \/’C%l + /C%2 — 211 K90 4+ 4K12K21
2
Mogu se crtati svojstvene vrijednosti kao funkcije od impulsa.

A(P?) (32)
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Slika 6: Svojstvene vrijednosti u ovisnosti o kvadratu impulsa

Dobivene mase tri mezona u pitanju su:

My, | M | Mg
rezultat (MeV) 654 | 128 | 433
stvarnost (MeV) 600 | 140 | 495

Podudarnost sa realnim masama mogla se povecati daljnjim alteriranjem parametara
modela, no uspjesno je pokazano kako se sa jednostavnim modelom mogu generirati mase u
isto vrijeme ¢ak i za strani sektor.



4 Mase na kona¢nim temperaturama

4.1 Matsubara formalizam

Ekstenzija modela na konacne temperature vrsi se pomocu takozvanog Matsubara forma-
lizma, koji izranja kao prirodna generalizacija uslijed funkcionalne podudarnosti integrala
po putevima iz kvantne teorije polja te particijskih funkcija iz statisticke fizike. Zamjenom
realne nulte varijable u koordinatnom prostoru (vremena) sa imaginarnom, korespodencija
postaje potpuna:

e PH o il * odgovara t = if3 (33)
Standardno, 5 = % Prijelazom na imaginarno vrijeme, zauzvrat su postavljeni rubni uvjeti
na polja u pitanju, zahvaljujuéi KMS [4] uvjetu, i to periodicki za bozonska, a antiperiodicki
za fermionska polja, odnosno u slu¢aju bazdarnih polja i polja tvari u QCD-u:
gluon — A, (Z, 7+ 5) = A,(Z,7)
kvark — (2,7 + ) = —¢(Z,7)
Ovdje je uvedeno najavljeno imaginarno vrijeme 7 = it. Jednostavan recept za prijelaz
na konacnu temperaturu tada postaje diskretiziranje cetvrte komponente impulsa:

(34)

gluon : py — w, = 2n+ 1)7T
kvark : py = w, = 2n7T

P—Pn= (Wmm (35)
+
/ dp4 N Z

4.2 Mase kvarkova

Poopéavanjem modela za kona¢ne temperature slama se O(4) simetrija i ¢etvrta kompo-
nenta impulsa postaje diskretna varijabla. Propagator zahtijeva redefiniciju iz istih argu-
menata simetrije kao prije:

Sy (e, T) = i(V- P)Aq(p5, T) + i(yawn)Cq(pp. T) + By(pp . T)
Bq(pna T) - 7’(’7 : @Aq(p%a T) - Z(W4Wn)cq(pi7 T)
dg(p2,T)

dg(pn, T) = PPA2(p2, T) + w2 C2(p2,T) + B2(p2,T)

Uvrstavanjem danog propagatora u Dyson-Schwinger jednadzbu i postupnog izvlacenja tra-
gova dobivaju se tri jednadzbe procjepa ovisne o temperaturi:

= Sq(pn, T) = (36)

ot = S0y [ S >W

3 m 9
by(T) = 16D0TZ/ d’p qzb(;m);o(pn) (37)
cg(T) = 8D1 d p wi Fi(p )W

Kao i u slucaju za vakuum, razliciti d1Je10V1 gluonskog propagatora propadaju za razlicite
koeficijente zbog parnosti funkcije unutar integrala. Definicije koeficijenata a,(T), by(T) 1
¢q(T) proizlaze iz koeficijenata iz jednadzbe (36) za propagator:

Bq(pi,T) =g+ bq(T)}—O(pi)
Ay, T) = 1 + ag(T)Fi(p}) (38)
Co(07,T) = 1 + ¢g(T)Fi(p})

Efektivna masa je i u ovom slu¢aju predstavljena odnosom M, = % no koeficijenti

sada ovise i o temperaturi. Koeficijenti se racunaju rekurzivno, numericki, i rezultat je
prikazan na slici (7), sa stranim kvarkom i bez njega.
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Rezultat opet svjedoci istom fenomenu, ispod neke kriti¢ne temperature efektivna masa
kvarkova pocinje naglo rasti sa svoje strujne vrijednosti, ali ovog puta u kiralnom slucaju
na kritiénoj temperaturi masa ide totno u nulu. Naravno, u ovom naivnom modelu, tem-
peratura prijelaza je razli¢ita za strani i laki sektor. Kao portret toga, daju se definirati
generalizirane susceptibilnosti:

_ dM,

Xa =47

Za maksimume susceptibilnosti pojedinih sektora se dobiva temperature prijelaza, koje se
vide na slici (9). Laki kvarkovi su udruzeni, pa je gledano samo m, = mg ~ m,,.

(39)
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Slika 9: Generalizirane susceptibilnosti

Kritiéna temperatura za strani kvark je u ovom modelu T, = 181 GeV, a za u kvark
T, = 132 GeV, i one su vidljivo razlicite, $to je nerealno, ocekuje se da se fazni prijelaz
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za sve sektore dogodi na istoj temperaturi. U kiralnom slucaju moze se razmatrati tzv.
pseudokriti¢na temperatura T, = 128 GeV.

Sinkroniziranje prijelaza za razne okuse moze se modelirati tzv. petljom Polyakova, kao §to
je ucinjeno u [2]. Definira se termodinamicki Landauov potencijal u kojem ulogu parametra
uredenja igra kiralni kvarkovski kondenzat, definiran kao:

(010010}, o = —NetroSo (o)

~ANTY / dp_bol pf?(jg)n) (40)

Time se efektivno u termodinamicki model ukljuc¢uje pozadinsko gluonsko polje. Potenci-
jal ¢ée tada takoder dozivljavati neki maksimum na temperaturi dekonfinacije T, no kriti¢ne
temperature se izjednacavaju za svaki sektor upravo na toj temperaturi i promatranjem
susceptibilnosti ustanovi se da vrijedi Tg =Ty, = Ts = Ty,.

4.3 Mase mezona

Analogno vakuumskom sluéaju, u korelacijskoj funkciji postoje za A(P2) — A(v2,, P2 T)
p010v1 gdje je imaginarna energetska os diskretizirana sa P = (v2, ]3) Nule funkcije
1-— /\( ,0; T) karakterizirat ¢e temporalne mase, a nule funkcije 1 — )\(O P2, T) spaci-
jalne - za samo priblizno slomljenu O(4) simetriju (niske temperature) one ée b1t1 gotovo
degenerirane, ocekivano barem do temperature ~ 100 MeV [3]. Iznad te temperature, tem-
poralne i spacijalne mase opisuju druge aspekte modova vezanih stanja. Ovdje su promatrani
prostorni modovi, i za njih BSE glasi:

~X0, P Ty (pm, P ¢>D (W, — wy, — 1%
(41)
X Pyusq((ln)Jr)qu' (ZM7ﬁ)Sq’((ln)f)’)’V
Predlosci za amplitude sada izgledaju kao:
FP(lnaﬁ) = 75(iEP(ﬁ2> + (ﬁ'V)FP(P'Q))]:O(li) (42)

Ts(ln, P) = Es(P*)Fo(12)

Korelacijska funkcija imat ée pol za 1 — X(O7 P? = —M?;T) = 0. Radi potpunosti, dan
je 1 konacan izgled funkcionalne ovisnosti svojstvene vrijednosti za lagani skalarni mezon:

16D,

. 3
30.P57)s = ST Y [ S B [whoe((l))oca((t)-)

- (43)
(rz _ 4)0A7u(<zn)+)aA,u<(zn)> ~ 05.u((ln) )7 5.u((12)-)]

Uvedene su pokrate:

oea((ln)s) = M (44)

Za pseudoskalarne mezone opet treba rjeSavati netrivijalan matriéni problem svojstve-
nih vrijednosti koji je dodatno zakompliciran slomljenom O(4) simetrijom, pa jednadzbe za
njihove svojstvene vrijednosti ovdje nisu eksplicitno navedene. Vektorski mezoni nisu raz-
matrani u ovom radu uopce, ali bi prosirenje modela bilo moguce uz predloske za vektorsku
BS amplitudu.

oag(tn)e) = 2aUE)2) )y =

11
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Slika 10: Mase mezona na kona¢noj temperaturi

Na slici (10) prikazane su dobivene mase pseudoskalarnih i skalarnih mezona uklju¢enih u
razmatranje. Otprilike nesto iznad kriti¢ne temperature T;, susrecu se linije efektivnih masa
piona, o-mezona i dva kvarka, te o i m postaju degenerirani. Tu se oc¢ekuje dekonfinacija i
stvaranje kvark-gluon plazme, ali je kriti¢na temperatura u koristenom modelu nerealisti¢no
niska. Takoder, 2¢q, o i 7 se ne susre¢u egzaktno u jednoj tocki. Oba efekta mogu se popraviti
uvodenjem pozadinskog gluonskog polja pomoc¢u petlje Polyakova. Svi mezoni daleko iznad
kriticne temperature teze u 27T, odnosno dinamicki generirana masa postaje zanemariva,
prostorna masa se priblizava termalnoj masi para bezmasenih kvarkova. Moze se zakljuciti
da je fenomenologija QCD-a na kona¢nim temperaturama ovim vrlo jednostavnim modelom
opisana zadivljuju¢e dobro za primjere koji su razmatrani.

5 Numericke metode

5.1 Integriranje

Tokom racuna trebalo je integrirati netrivijalne viSedimenzionalne funkcije. Kao najpo-
godniji na¢in za ra¢unanje integrala pokazalo se aproksimiranje integrala kvadraturom. Za
integrale po kutu izmedu impulsa koristila se Gauss-Legendre kvadratura:

1 n
[ = Y (@) (45)

Za sam impuls, Gauss-Laguerre kvadratura:
fove) n
[ e rotado 3 uigla (46)
0 i=1

Esencijalno, ova metoda izabere n tocaka koje su distribuirane u ovisnosti o kvadraturi (za
Laguerre kvadraturu gusée su blizu nule), te onda racuna vrijednosti funkcije u tim tockama
pomnozene sa odredenim tezinama. Open source programski jezik Julia, koji je koristen
prilikom ra¢unanja pokazao se kao jako spretan prilikom ovakvih racuna, a integrali relativno
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brzo konvergiraju u svoje prave vrijednosti. Trebalo je biti oprezan, doduse. Prilikom
trazenja nultocki funkcije 1— A(0, ﬁQ; T'), na primjer, integral jako sporo konvergira za velike
vrijednosti P2 [5] (odnosno treba uzeti dovoljno korijena za kvadraturu). Nule su trazene
pomocu funkcije ”fzero” iz paketa ”"Roots”, i rjeSenja najbrze konvergiraju sa zadanom
tocnoséu za Steffensenovu metodu reda 2 (nije racunata derivacija funkcije ¢ije se nule
traze). Metoda reda 8 je ponekad brza ali je za niske impulse u nekim slu¢ajevima odbijala
konvergirati.

5.2 Julia

Julia je novi programski jezik sa jezgrom koja namece vrlo malo, i brzo rastuc¢om zajed-
nicom koja entuzijasti¢no razvija knjiznice pisane u istom jeziku. Python, s druge strane
ima bezbroj paketa koji su napisani u raznim drugim jezicima, dok je jezgra samog jezika
sitna. Posljedica toga je da je nekad tesko vrsiti numericke racune brzo, jer se tokom in-
terpretiranja kompajliraju drugi jezici. Napravljena je stoga jednostavna usporedba brzine
integriranja jednadzbi procjepa za raspon temperatura od 0 do 0.1 GeV u 3 slucaja. Prvi
je vrsen u Pythonu pomoc¢u implementirane funkcije ”quad” iz paketa ”integrate” knjiznice
”scipy”, a druga dva u Juliji, jedna je rukom unesena metoda koja koristi Laguerre kva-
draturu generiranu paketom ” GaussQuadrature”, a druga koristi funkciju ”quadgk” iz same
jezgre.

14 T T T T T
— Julia_quad
1l — Julia_quadgk | |
— Python
10+ R
8L .
)
6L ]
4l ]
2k 4
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12

T (GeV)
Slika 11: Mase mezona na kona¢noj temperaturi

Rezultati su na slici (11) i vrlo su pristrani. Dok se na kriti¢nim mjestima u integralu
(tamo gdje je derivacija najveéa) Python mucio i po 15ak sekundi za datu temperaturu,
rukom radena kvadratura radila je u redovima veli¢ine desetinske sekunde. Implementirana
funkcija ”quadgk” radila je neSto sporije, ali svejedno oko 10 puta brze. Za konacan integral,
na datom rasponu od 0.1 GeV Juliji je u brzem sluc¢aju trebalo svega 5.5 sekundi, u sporijem
(zapisom jednostavnijem) 33.3 sekundi, dok je Pythonu trebalo sporih 7 minuta i 42 sekunde.
Julia se pokazala kao nezaobilazan alat u numeric¢kim ra¢unima, $to ova jednostavna analiza
pokazuje.
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