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Abstract

Kao model za prostor-vrijeme u kontekstu opée teorije rleativnosti koriste se
mnogostrukosti. Proucavamo uvjete koje na njih namecée zahtjev za kauzalnost u
razli¢itim ja¢inama. Pomoc¢u uvjeta kauzalne strukture, energijskih uvjeta iskazanih
preko operacija na tenzor energije i impulsa te ponaSanja kongruencije geodezika,
dolazimo do zakljucaka o postojanju singulariteta. Dodatno, proucavanjem struk-
ture kompaktnog skupa naruSene kronalnosti dolazimo do pojave singulariteta u
prostor-vremenu.

1 Uvod i pocetne definicije

Kauzalnost oznacava oznacava vremenski poredak i znacenjsku vezu izmedu dva do-
gadaja, u kojem jedan dogadaj zovemo uzrok, a drugi efekt. Ve¢ uvidima u specijalnu
teoriju relativnosti vidljiva je nedostatnost ovakve definicije - za razli¢ite promatrace,
dva dogadaja mogu i ne moraju biti istovremena. Kauzalni odnosi izmedu dogadaja
preciznije su definirani uporabom svjetlosnih stozaca: Efekt se uvijek nalazi unutar
buduénosne polovice svjetlosnog stoSca uzroka, odnosno, uzrok se uvijek nalazi unutar
proslosne polovice svjetlosnog stosca efekta, i takva definicija poopc¢ena je na opcu teoriju
relativnosti.

Definicija 1. Prostorvrijeme je vremenski orijentabilna povezana Hausdorfova C'* mno-
gostrukost (M, g) sa prebrojivom bazom, dimenzije m > 2, sa Lorentzovom metrikom g
predznaka (—,+, ..., +)

T M oznacava prostor svih tangentnih vektora na mnogostrukosti M. Vektorsko polje
X € TM moze biti:

e Prostornog tipa ("space-like"), ako je g(X(p), X(p)) > 0,Vp € M
e Vremenskog tipa ("time-like"), ako je g(X(p), X(p)) < 0,Vp € M

e Svjetlosnog tipa ("lightlike", "null"), ako je g(X(p), X(p)) =0,Vp € M



Neprekidna krivulja v : (a,b) — M je buduénosnog tipa ako je za svaku tocku krivulje
njen tangentni vektor buduénosnog tipa, i analogno za proslosni tip.
Za to¢ku p € M mozemo definirati:

e Kronoloska buduénost: I(p) =¢ge M :p < q
e Kronolosgka proslost: I7(p)=qe M :q<p

Kauzalna buduénost: JT =qge M :p<gq

e Kauzalna proslost: J=(p) =qe M :q<p
gdje p < ¢ (odnosno p < ¢) znadi da je moguce konstruirati glatku krivulju vremenskog
(odnosno svjetlosnog) tipa od p prema q.
1.1 Uvjeti kauzanosti

¢ Kronolosko prostorvrijeme je ono prostorvrijeme koje ne sadrzi nijednu zatvorenu
krivulju vremenskog tipa, to jest, p & I (p),Vp € M

e Kauzalno prostorvrijeme je ono prostorvrijeme koje ne sadrzi nijednu zatvorenu
krivulju kauzalnog tipa (ni vremenskog i svjetlosnog tipa), to jest ne postoji par
razli¢itih tocaka p i ¢, tako da vrijedi p < ¢ <p

e Prostorvrijeme je jako kauzalno ako u svakoj tocki p, p ima proizvoljno male
kauzalno konveksne okoline (otvoreni skup U € M je kazalno konveksan ako je
za svaku putanju v vremenskog ili svjetlosnog tipa v N U povezan skup, odnosno,
putanja 7 se ne "namata" i ne sjece vise puta isti skup)

Definicija 2. Za S zatvoren, akronalan skup, moguée (ali ne nuzino) sa rubom, buduéa
domena ovisnosti od S je

DT (S) = (p € M|Svaka proslosna beskrajna kauzalna krivulja kroz p presjeca S)

Analogno tome definira se i proslosna domena ovisnosti D~ (.S). Potpuna (cijela) domena
ovisnosti je unija proslosne i buduénosne domene ovisnosti

D(S) = D~ (S)UD*(S)

D(S) predstavlja potpun skup dogadaja ¢ije je uvjete moguce odrediti poznavajuéi uvjete
na S.

Definicija 3. Zatvoren akronalni skup ¥ zove se Cauchyjeva ploha ako vrijedi D(X) =
M

e Prostorvrijeme (M, g,5) je globalno hiperbolno ako posjeduje Cauchyjevu plohu
3.



1.2 Granicne krivulje

Za {An}, niz krivulja vremenskog ili svjetlosnog (zajedno - kauzalnog) tipa tocka p € M
je toc¢ka konvergencije ako za bilo koju otvorenu okolinu O od p postoji N takav da
An N O # 0 za svaki n > N. Krivulja A zove se krivulja konvergencije za {)\,} ako je
svaki p € A totka konvergencije. Totka p je grani¢na toc¢ka od {\,} ako svaka otvorena
okolina od p sjefe bekonaéno mnogo A,. Krivulja A je grani¢na krivulja niza {\,}
ako postoji podniz {\]} za koji je A konvergencijska krivulja.

Sljedeca propozicija povezuje kovergencijske tocke i grani¢ne krivulje, a bit ¢e potrebna
u dokazivanju veze izmedu kompaktnog skupa naruSenja kronalnosti i singulariteta.
Razni autori ovu prpoziciju koriste u razli¢itim oblicima, no opcenito je poznata kao
"limit curve theorem".

Propozicija 1. Neka je 7, niz ne-prostornih beskrajnih krivulja u (M, gap). Ako tocka
p tocka konvergencije ovog niza, tada postoji ne-prostorna granicna krivulja v niza vy,
takva da je p € 7y, © vrijedi da je 7y beskrajna.

1.3 Einsteinova jednadzba

Neprekidana distribucija materije u prostorvremenu je opisana simetri¢nim tenzorom
Tu - Tenzor tlaka energije i impulsa. Za promatraca sa 4-brzinom v?, komponentu
Tpv™® interpretiramo kao gustoéu energije koju taj promatraé mjeri. Za vektor z®
ortogonalan na v® veli¢ina —T,v% predstavlja gustoéu impulsa u 2% smjeru. Iako i u
opcoj teoriji relativnosti vrijedi uvjet:

Ve =0

on ne povladi jednoznac¢no, kao u specijalnoj teoriji relativnosti, strogo o¢uvanje energije,
no upucuje na to u dijelovima prostorvremena malim u usporedbi sa referentim radijusom
zakrivljenosti.

Einsteinova jednadzba povezuje zakrivljenost prostor-vremena sa njegovim energet-
skim sadrzajem. Dana je sljedeéim izrazom.

1
Rab - §Rgab = 87TTab (1)

R, je Riccijev tenzor, R Riccijev skalar, g, metrika. Uzimajuéi trag Einsteinove
jednadzbe dolazimo do
R=-87T

odnosno,

1
Rab = 87T(Tab - anbT) (2)

1.4 Energijski uvjeti

U kontekstu opée relativnosti, na tenzor energije i impulsa postavljamo neke uvjete koje
smatramo fizikalno opravdanima. u nastavku su navedeni oni uvjeti koji su vazni u
kasnijim teoremima.



1.4.1 Slabi energijski uvjet i svjetlosni energijski uvjet

Uvjet koji postavljamo je da je gustoc¢a energije koju mjeri bilo koji promatrac¢ u svemiru
ne-negativna.

Tpv®® >0 (3)
Vektor v* predstavlja 4-brzinu promatraca koji mjeri gustocu energije. Ako je taj vek-
tor vremenski, tada uvjet zovemo slabi, dok za vektor svjetlosnog tipa, uvjet zovemo
svjetlosni. Za ilustraciju, promotrimo moguéu dekompoziciju tenzora energije i impulsa

T = pefel + prefel + paesel + psesel (4)

Za savrSeni fluid vrijedilo bi p; = p2 = p3 = p, pa bi tenzor energije i impulsa poprimio
oblik 7% = (p—l—p)6868 +pg®. Proizvoljni normirani, vremenski, buduénosno orijentirani
vektor v® moZemo zapisati u sljedeéoj dekompoziciji

v = (el + aef +bed +ced), v=(1—a*—b*— 02)*%

gdje su a, b, ¢ proizvoljne konstante ograni¢ene uvjetom a? + b+ c? < 1. Kad bi se radilo
o svjetlosnom vektoru k%, njega moZemo zapisati u proizvoljnoj dekompoziciji

k* =ef +d'ef +bey+ el
gdje su o/, b, ¢ proizvoljne konstante ogranicene uvjetom a’? + b2 + 2 = 1.

U sljedeéem koraku mozemo pogledati §to bi slabi energijski uvjet znacio za konkretan
model tenzora energije i impulsa. Ako u (4) uvrstimo izraz za v, i slobodno odaberemo
a =b = c = 0, slabi energijski uvjet postaje p > 0, dok uz odabir b = ¢ = 0 (ili
a=b=0,a=c=0) uvjet glasi p+ p; > 0. Jednaki postupkom, za svjetlosni energijski
uvjet dobivamo p + p; > 0.

1.4.2 Jaki energijski uvjet

Veoma vazan uvjet u veéini teorema o singularitetima je jaki energijski uvjet. Motivacija
za njegovo uvodenje je definiranje gravitacije kao privlacne u svim smjerovima, §to ¢e
biti vidljivo kasnije iz rjeSenja Raychaudhurijeve jednadzbe. 1z tog razloga jaki energijski
uvjet zove se i uvjet vremenske konvergencije (ako se radi o vremenskim geodezicima).

1
(Tab - §gabT)Uavb >0 (5)

Iz jednakosti (2) vidljivo je da je ovaj uvjet ujedno i uvjet na Riccijev tenzor, odnosno,
na zakrivljenost. Zanimljivo je primjetiti kako je jaki energetski uvjet, kada se odnosi na
svjetlosne vektore, ekvivalentan slabom svjetlosnom energijskom uvjetu.

1
<Tab - 29abT> kakb >0

1
Tk k® — §gaka‘“kb >0

Bududi da je gepk®k? = k%4 =0
Topkk> >0



1.4.3 Narusenja energijskih uvjeta

Ocekivano je da navedeni uvjeti vrijede za materiju klasi¢ne fizike, no ve¢ jednostavne
demonstracije poput Casimirovog efekta pokazuju da kvantni efekti mogu dovesti do
narusenja slabog energijskog uvjeta. Buduéi da je opcéa teorija relativnosti jos uvijek
klasi¢na teorija, za koju o¢ekujemo da bude klasi¢ni limes neke buduée kvantne teorije,
takva se naruSenja aproksimativno mogu izbjeéi koristenjem uprosjecenih verzija istih
uvjeta, poput fﬂ/ Tk®kbd\ > 0, integracije svetlosnog energijskog uvjeta uzduz nekog
svjetlosnog geodezika.

Vecu tezinu ima problem opravdavanja jakog energijskog uvjeta, buduéi da je on u
srediStu teorema o singularitetima, a po nekim modelima inflacije koje koriste skalarna
polja kao pogon za inflaciju i ¢ak trenutnim mjerenjima ekspanzije svemira, u kojima je
ona ubrzana, taj je uvjet narusen [5|. Ipak, u kotekstu ovoga rada, pretpostavljeno je
kako je prostor-vrijeme popunjeno samo klasi¢nom materijom, i pretpostavka je da jaki
energijski uvjet vrijedi. Ostaje za istrazivanje vrijede li isti ili sli¢ni zakljucci u sluc¢aju
u kojem jaki energijski uvjet nije zadovoljen.

2 Kongruencije geodezika

Neka je O otvorena okolina u prostor-vremenu (M, g). Kongruencijom nazivamo familiju
krivulja takvu da kroz svaku toc¢ku sadrzanu u O prolazi to¢no jedna krivulja, i one se
medusobno ne presjecaju. Cilj nam je naéi ponaSanje vektora devijacije £* u vremenu,
odnosno, uzduz geodezika u ovisnosti o afinom parametru. Konstrukcijom skalara 6
kojega ¢emo interpretirati kao skalar ekspanzije, zelimo pokazati da ¢e uz jaki energijski
uvjet svaka kongruencija geodezika konvergirati ka istoj tocki.

2.1 Kongruencije vremenskih geodezika

Neka je u® = % tangentan vektor na vremenski geodezik . Neka je £% vektor devijacije
izmedu dva susjedna geodezika u kongruenciji, ovisan o vlastitom vremenu geodezika 7.
Sljedec¢e jednakosti vrijede:

ulu, = —1 uflbub =0 u%,=0

i oznacavaju redom: normiranost tangentnog vektora, jednadzbu geodezika, ortogonal-
nost vektora devijacije i tangetnog vektora. Oznakom u podrazumijevamo kovarijantnu
derivaciju uf, = Vyu® 7

Neka je 775 familija susjednih geodezika, s € [0,1]. Vektor (okomit na u®) devijacije

izmedu dva geodezika tada je £* = %. Tangentan vektor je u® = %. Ako vektor
devijacije parcijalno deriviramo po t, a tangentan vektor po parametru s, vidljivo je da
vrijedi jednakost da%: = %7 odnosno vrijedi i

ufe” = Ehu’ (6)

Definiramo novi tenzor - transverzalnu metriku hqp = gap + uqtp (transverzalnu u smislu
da je okomita na u®) i uvodimo novo tenzorsko polje Bgy = uq:p, @ bududi da vrijedi (6)



dobivamo jednadzbu koja mjeri odstupamnje vektora devijacije da bude paralelno trans-
portiran uzduz u®

hu’ = B¢’ (7)
Trag tenzora je B¢, = 0. By, moZemo rastaviti u simetri¢ni dio koji uklju¢uje samo trag

%Hhab, simetri¢ni dio bez traga oqp = B(ap) — %Ghab 1 antisimetri¢ni dio wap = Blgp)-

1
Bab = gehab + Oab + Wab (8)

Oqp j€ tenzor smicanja, wyp je tenzor rotacije geodezika, a 6 je skalar ekspanzije. Inter-
pretaciju skalara ekspanzije dodatno ¢emo pojasniti kasnije. Po Frobeniusovom teoremu,
ako je kongruencija ortogonalna na familiju prostornih hiperpovrsina, tada je wg = 0.

2.1.1 Raychaudhurijeva jednadzba

Cilj nam je doé do jednadzbe za evoluciju skalara ekspanzije 6. Pocinjemo jednadzbom
za evoluciju tenzora Bygp.

c c
Bab;cu = Uq;bcW

dy, c

= (ua;cb - Radbcu )’LL

d
- (Ua;cuc);b - ua;cuc;b — Rogpeu u’

= —BueB% — Ragpeuu® (9)
Izraéunajmo trag prethodne jednadzbe
d db
b
ha Bab;cuc = %Baa = %

— —B,.B* — Ry.uu’

Drugi ¢lan sa desne strane je jednostavan, kontrakcijom Riemmanovog tenzora dobijamo
Riccijev tenzor. Pogledajmo prvi ¢lan:

1 1 )
BaeB = (50hac + 0ac + wae) (305 + 0" + )

1 1 1 1
—0%haeh® = =0%h,h® = =62 x 3 = =6
9 9 9" X273

jer je h*¢ simetri¢an tenzor.
ca (ca) 1 ac 1
hacO' :hac(B —geh ):9—§9X3:0
haew =0
jer je hge simetrican, a w® antisimetri¢an tenzor. Sve zajedno, dolazimo do kona¢nog
izraza za Raychaudhurijevu jednadzZbu
dg 1

- 2 a
dr 39 + Oap0

Vazno je primijetiti da su oqo® > 01 wepw® > 0.

b — Wapw® (10)



2.1.2 Interpretacije 6 kao skalara ekspanzije

Dokazujemo tvrdnju

1 d
- 5VE5V

Skalar ekspanzije opisuje normiranu promjenu komada volumena popre¢nog presjeka kon-
gruencije. Uvodimo pojmove poprec¢nog presjeka i njegovog volumena. Odaberemo neki
geodezik v iz kongruencije, na njemu odaberemo toc¢ku P u kojoj vrijedi 7 = 7p. U malo]
okolini oko P konstruiramo mali skup 0X(7p) to¢aka P’ tako da kroz svaku P’ prolazi
tocno jedan drugi geodezik iz kongruencije i vrijedi 7pr = 7p.

0% (7p) zovemo poprecni presjek kongruencije. Namjera nam je izra¢unati promjenu
njegovog volumena u odnosu na susjednu tocku @) € 7.

Neka su y*, i = 1,2,3 koordinate na 6% (7p). Svaka tocka P’ dobija svoju koordinatu
. Istoznaéno, mozemo svaki geodezik iz kongruencije oznaciti sa 3*. Time smo omogudili
koristenje istih koordinata i na §3(7g).

Sada imamo konstruirani koordinatni sustav (7, ') u okolini geodezika v. Moguca je
koordinatna transformacija izmedu novog sustava, i originalnog sustava % = z%(7,y").
Buduéi da je y* konstanta uzduz geodezika, vrijedi relaija:

u® = (%Jf)yi (11)

o Ox®
1 8yZ i

su tangentni na poprecni presjek. Uvodimo novi tenzor dimenzije d = 3, koji ¢e nam
sluziti kao metricki tenzor na poprecnom presjeku,

0

S druge strane, vektori

hi; = gabe?e?»
Za pomake po 6%(7p) (ogranicene na dr = 0) vrijedi:
ds® = gapda®dz®

oz® . oxb .
Jab <3yi dy) (ayjd >

= gapeleldy'dy’
= hy;dy'dy’

3D element volumena je 6V = y/det[h;;]. Buduéi da su y® konstantne uzduz jednog
geodezika, d3y ostaje isti od 6X(7p) — 65 (7). Prema tome, promjena volumena dolazi
samo od promjene y/det[h;;].

1 d 1 d

1 ——

1 ..
det[hi]’] = 5}113 dr

(12)



dhy;

J a, b c
_ a ,c\ b a b c
= gab (€f.:u%) €5 + gape; (ej;cu )

b b ¢
= Gab (uflcezc) €; + gabe? (u;ce§>

a b a_b
= Up;a€; € + Ug;hC; €5

= (Bpq + Buap) €'} (13)

ij Ahij ij a_b

h ‘]? = (Bb(l "‘ B(lb) h Jei ej

= 2Buh® = 2Bug™
=20 (14)

Prema tome, slijedi da je
1 d 1 d

6 detlh;;]| = ——0V 15
€ [ ]] 5V dT ( )

- fdetlhy] dr

0, skalar ekspanzije, jednak frakcionalnoj promjeni volumena poprec¢nog presjeka kongru-
encije geodezika.

2.2 Kongruencija svjetlosnih geodezika

Za razliku od vremenskih geodezika, tangentni vektor svjetlosnog geodezika je okomit
sam na sebe, pa ga moramo promotriti zasebno. Vrijede sljedece relacije

Kika =0, kGk® =0, k=0, kje® =ik (16)

Ponovo trazimo dio metrike koji je isklju¢ivo transverzalan, no u slu¢aju svjetlosnih
geodezika, problem nije toliko trivijalan. Ranije rjeSenje h!, = gq + kokp nije zadovol-
javajuce jer h:lbk;b = ks # 0. RjeSenje trazimo u odabiru pomoénog svjetlosnog vek-
torskog polja N¢, takve normalizacije da je k*N, = —1. Transverzalna metrika tada je
dana izrazom:

hap = Gab + kaNp + Noky (17)

Odabir svjetlosnog vektorskog polja N, nije jedinstven, no kasnije ¢e se pokazati da su
zakljuéci o skalaru ekspanizije neovisni o konkretnom odabiru N,. Nastavljamo kao i
ranije

ERk" = kGE" = B¢ (18)
Bududi da bi £* mogao imati komponentu koja nije transverzalna, pocinjemo izolacijom
onog dijela koji je transverzalan.

£a = hOLC = €9 4 (N£°) k@ (19)



A njegovo je ponaSanje dano sa

gc;bk;b — hcd;bgdkb + thBdbfb
— hchdbéb + (Nd;bfdkb> k€
iz Cega je jasna komponenta uzduz k¢, koje se rjeSavamo projekcijom na h®,
(éa;bk?b)~5 hac <éc;bk'b) — hachdfd
- hachdEd
= 1By e
= (ga;bkb>~: Babgb (20)
Gdje je B’ab = hcahdecd potpuno transverzalni dio od B_;. Vektor B“bgb oznacava

transverzalnu relativnu brzinu izmedu dva susjedna geodezika. Tenzor B, moZemo
ponovo zapisati u dekompoziciji

~ 1
By, = §9hab + Oap + Wab (21)
gdje vrijedi jednaka interpretacija komponenata kao i ranije. Skalar ekspanzije
0= gabéab = a;a

§to je moguce i provjeriti, a vidljivo je kako ne ovisi o odabiru pomoénog polja N¢

2.2.1 Raychaudhurijeva jednadzba za svjetlosne geodezike

Izvod Raychaudhurijeve jednadzbe za svjetlosne geodezike slijedi iste korake kao i za
vremelike. Ona glasi:
dé

1
ar —502 — 00 qh + WPy — Ropk®k® (22)

2.3 Teorem o fokusiranju

Demonstrirat ¢éemo znacaj Raychadhurijeve jednadzbe i prikazati motivaciju za odrza-
vanje jakog energijskog uvjeta. Kre¢emo sa vremenskim geodezicima.

Teorem 1. Neka je kongruencija vremenskih geodezika okomita na familiju prostornih
povrdina (way, = 0) 1 neka vrijedi jaki energijski uvjet

Rapuub =0

. Tada Raychaudhurijeva jednadzba povlaci:

do 1
i —592 — 0%, — Rapulu® <0
-



Zakljucak je da se ekspanzija smanjuje tijekom evolucije kongruencije. Pocetno di-
vergiraju¢a kongruencija (f > 0) ¢e u buduénosti manje divergirati, dok ¢e pocetno
konvergirajuc¢a kongruencija (# < 0) naglije konvergirati. Fizikalna interpretacija ovog
teorema je "Gravitacija je privlacna sila kada vrijedi jaki energijski uvjet". Iz ove je tvrd-
nje transparentno vidljiva motivacija za uvodenje jakog energijskog uvjeta. Gravitacija
kao sila privla¢na u svim smjerovima koncept je ¢ak i intuitivno poznat iz klasi¢ne fizike.
Otvoreno je pitanje moze li se jaki energijski uvjet pomiriti sa ubrzanom ekspanzijom
svemira, ili je taj zahtjev pogresno formuliran.
Takoder je vazno kako je Raychaudhurijeva jednadzba izvedena na otvorenoj okolini
O koja ne mora predstavljati cijeli svemir, odnosno Raychaudhurijeva jednadzba opisuje
samo dobro ponagajuca podrudja vremensgkih i svjetlosnih geodezika. Singulariteti, rupe
ili drukéije deformacije nisu uklju¢ene u podruéje koje Raychaudhurijeva jednadzba
opisuje, pa i to treba uzeti u obzir prije odbacivanja jakog energijskog uvjeta kao globalno
vazecteg.
Iz Raychaudhurijeve jednadzbe i teorema o fokusiranju (jer su 0®oq, > 0, Rgpu®ub >
0) moguce je zakljuditi i
do 1
— <
dr — 3

To je moguée odmah integrirati, $to daje

-

01 (1) >0, + 3

gdje je 6y = 0(0). To pokazuje da ¢e poletno konvergirajuca kongruencija (6y < 0)
u konafnom vremenu (7 < 3/|0y) razviti kaustik (6(7) — —o0), tocku u kojoj se neki
geodezici spajaju. Ta je tocka singularitet kongruencije, pa prethodne jednadzbe za
kongruenciju tu gube svoj smisao.

Jednak oblik ima i teorem o fokusiranju za svjetlosne geodezike:

Teorem 2. Neka je kongruencija svjetlosnih geodezika ortogonalna na familiju pros-
tornolikih hiperpovrsina (wqp = 0) i neka vrijedi jaki energijski uwvjet ili slabi svjetlosni
energijski uvjet (za svjetlosne vektore, ovi su uvjeti ekvivalentni)

Rupk®k® >0

Tada Raychaudhurijeva jednadzba polvadi:

% = —%02 —0%a,, — Rapk®k < 0
Ponovo, moguée je zakljuéiti % < —%02 To je moguée odmah integrirati, Sto daje
6=1(\) > 90_1 + % gdje je 6y = 0(0). Pocetno konvergirajuc¢a kongruencija svjetlosnih
geodezika (fp < 0) u kona¢noj duljini afinog parametra (A < 2/|6y) bit ¢e fokusirana u
istu tocku (A(\) = —o0).
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3 Teoremi o singularitetima

Definiranje singulariteta je samo po sebi nedovrieno i nedorefeno podrudje istrazivanja.

Poznata nam je ideja singulariteta kao tocke u prostoru u kojoj neka veli¢ina divergira

(npr. gustoca energije). Postoje rjeSenja Einsteinovih jednadzbi (poput Schwarzschildovog
rjeSenja u r — 0) koje ukazuju na divergencije zakrivljenosti i postojanje singulariteta

kao tocke koja zbog divergencije ne pripada samom rjesenju.

Definirati singularitet preko divergencije zakrivljenosti je problemati¢no. Moguce je
da je divergencija prisutna samo kao odlika odabranog koordinatnog sustava, ili da za-
krivljenost divergira tek u beskonacnosti. Takoder, problemati¢no je definirati singular-
itet kao nesto Sto postoji, kada oéekujemo pojavu koja zbog divergencije nije definirana
u modelu prostor-vremena koji koristimo.

Ideja je definirati singularitete preko ideje rupe u prostor-vremenu, nepostojece tocke.
Potrebno je izbjedi definicije koje bi mogle biti ponistene jednostavnom ekstenzijom mod-
ela prostor-vremena dodavanjem takvih tocaka u model. Trenutno najprihvaéenija defini-
cija trenutno odnosi se na potpunost (odnosno nepotpunost) vremenskih ili svjetlosnih
geodezika.

Definicija 4. Neka postoji barem jedan geodezik koji je beskrajan barem u jednom smgjeru.
Ako je njegova afina duljina konacéna, prostor-vrijeme je singularno

Prethodna definicija obuhvaca ideju singulariteta kao "rupe" u prostorvremenu i
istodobno podrazumijeva da je rupu nemoguce popuniti jednostavnom ekstenzijom prostor-
vremena. Cestica koja se giba po takvom geodeziku u konacénom ¢e vremenu is¢eznuti
iz postojanja. Ta je definicija koriStena u veéini teorema o singularitetima, pa tako i u
teoremima koji slijede - opéeniti postupak u teoremima o singularitetima je dokazati, uz
navedene uvjete, postojanje nepotpunog (ili nepotpunih) geodezika.

3.1 Konjugirane tocke

Neka je u® tangentan vektor na geodezik v, a n® vektor devijacije. Oznac¢imo sa v® =
n“.bub vektor koji mjeri promjenu vektora devijacije uzduz geodezika. Analogno tome,
a? = v u predstavlja mjeru akceleracije prema infinitezimalno susjednom geodeziku.
U drugom obliku zapisano, ta se jednadzba zove "jednadzba devijacije geodezika" i glasi

0 = v = () qu® = — R ucu (23)
Neka je M mnogostrukost sa koneksijom, i neka je v geodezik sa tangentnim vektorom u?.
Rjesenje jednadzbe devijacije geodezika se zove Jacobi polje nad . Par tocaka p,q € ~
su konjugirane tocke ako postoji takvo Jacobi polje koje nije identi¢no nula, ali is¢ezava
iupiugq. Prisutnost konjugiranih tocaka u geodeziku ima viSe znacaja: ono oznacava
¢injenicu da taj geodezik nije maksimum udaljenosti izmedu tocaka p i g, i vrijedi da ako
je q totka konjugirana tocki p, tada u tocki g skalar ekspanzije § — —oo. 3], odnosno, ako
vrijedi jaki energijski uvjet, i konvergencija u nekoj tocki poprimi negativnu vrijednost
skalara eskpanzije, po teoremu o fokusiranju znamo da ¢e u kona¢no vrijeme 7 < 3/|6y,
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0 — —o0, §to je ekvivalentno tome da ¢e unutar vlastitog vremena 7 < 3/|0y postojati
tocak ¢ konjugirana tocki p.

Mogucée je definirati i tocku konjugiranu hiperpovrsini. Neka je v geodezik ortogo-
nalan na hiperpovr§inu . Toc¢ka p € . konjugirana je hiperpovrgini ¥ uzduz ~ ako
postoji Jacobijevo polje koje je neisGezavajuée na X, a isCezava u tocki p.

3.2 Ekstrinzi¢na zakrivljenost

Neka je ¥ glatka (ili barem C?) prostorna hiperpovrsina (uronjena trodimenzionalna pod-
mnogostrukost). Neka je u® jedini¢no tangentno polje kongruencije vremenskih geodezika
ortogonalnih na X.

Koy = Moo = By, (24)

Buduéi da je kongruencija po konstrukciji ortogonalna na hiperpovrsinu, vrijedi wgp =
—wpe = 0 = Ky je simetrican tenzor. Za Liejevu derivaciju vrijedi £,g4p = Vpa + Vasps
tako da tenzor ekstrinzi¢ne zakrivljenosti mozemo zapisati:

1

Kab = §£ugab

1
= §£u(hab - uaub)

1
= §£uhab
K je tenzor ekstrinzi¢ne zakrivljenosti koji mjeri promjenu prostorne metrike hyp uzduz
kongruencije ortogonalne na 3. Njegov trag jednak je skalaru ekspanzije K = K%, =
h K., = 6.

3.3 Granicne krivulje u globalna hiperbolnom prostor-vremenu

Buduéi da je jedna od glavnih pretpostavki prvog teorema o singularitetima kojega ¢emo
dokazati globalna hiperbolnost, potrebno nam je opisati ponasanje kauzalnih krivulja u
takvom prostor-vremenu i njihovih grani¢nih krivulja.

Skup neprekidnih, buduénosnih kauzalnih krivulja od p do ¢, gdje krivulje koje se ra-
zlikuju samo u prametrizaciji smatramo istim oznacavamo sa C(p, q). Na C(p,q) defini-
ramo topologiju, na nacin da za otvoreni skup U C M definiramo otvorene skupove

O(U)=M\eC(p,g)]ACU)

koji ¢ine topologiju T za C(p,q). Budu¢i da u globalno hiperbolnom prostor-vremenu
nema zatvorenih kauzalnih krivulja, vrijedi da za razli¢ite kauzalne krivulje A\, N € C(p, q)
A C M ne moze sadrzavati niti biti sadrzana u X' C M. Iz svojstva topoloskog prostora
M zaklju¢ujemo da je i topoloski prostor 7 za C(p, q) C M Hausdorffov te ima prebrojivu
bazu.

Teorem 3. Za globalno hiperbolno prostorvrijeme C(p,q) je kompaktan skup.
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Dokaz Bududi da topologija na C(p, q) ima prebrojivu bazu, po Bolzano-Weierstrass
teoremu, potrebno je pokazati samo da beskona¢an niz {\,} ima gomiliste (odnosno
grani¢nu krivulju) A € C(p, q).

1) Pogledajmo slu¢aj p,q € D7(X) i {\,} niz u C(p,q). takav da svaki ¢lan \; € {\,}
podinje u p i zavrSava u ¢q. Ako privremeno odstranimo toc¢ku ¢ iz M, {\,} postaje
niz buduce beskrajnih kauzalnih krivulja. Po teoremu o grani¢nim krivuljama 1, [2],
[1], postoji buduce beskrajna grani¢na krivulja A koja poé¢inje u tocki p. Nijedna \; ne
presjeca ¥, odnosno, ne ulazi u I (X), pa tako ni A. Ako sada vratimo tocku ¢, tada
¢e u M ili (i) X ostati beskrajna, no buduéi da se radi o globalno hiperbolnom prostor-
vrementi, ta je moguénost iskljucena, jer svaka beskrajna kauzalna krivulja presjeca X,
IT(X)iI(%),ili (i) q ¢e biti krajnja tocka krivulje A. Prema tome A je traZena grani¢na
krivulja.

2) U slucaju kada p,q € D' (X), argumentacija je ista i moguce je naci grani¢nu krivulju.
3) Pogledajmo slucaj p € D™ (X), a ¢ € DT(X). Za niz {\,} € C(p,q) po prethodnom
postupku moZemo stvoriti grani¢nu krivulju A koja ulazi u I'7(X). Sada, kada bi vratili
tocku ¢, grani¢na krivulja A mogla bi ostati beskrajna, jer sjee X, I~ (X) i IT(X), pa joj
globalna hiperbolnost prostor-vremena to ne onemogucuje, a time viSe ne bi pripadala
skupu C(p,q), i ne bi bila traZena grani¢na krivulja. Zato odaberemo r € AN IT(X)
i odaberemo podniz {)\]} takav da je svaka tocka na segmentu A izmedu p i r tocka
konvergencije za ovaj podniz. Sada okrenemo postupak, ostavimo toCku ¢ na mjestu,
a maknemo tocku p, i gledamo niz proslosnih beskrajnih krivulja {A),} koje pocinju
u ¢, ponovo (po "limit curve theorem") dobijamo grani¢nu krivulju A koja pocinje u
q. Vratimo totku p i dobijamo krivulju koja sjete ¥, I~ (%) i IT(Z), pa jos uvijek
zadrZava mogucénost da ostane beskrajna. \' mora prolaziti kroz r, buduéi da je r tocka
konvergencije za {\,}. Spajanjem segmenta krivulje A od p do r i X od r do ¢ dobili
smo trazenu grani¢nu krivulju. O

Podskup skupa C(p, ) koji sadrzi samo glatke vremenske krivulje oznacimo sa C(p, q).
Duljinu krivulje zovemo gornje polu-neprekidnom na C(p, q) ako za svaku X € C(p,q) i
zadani € > 0 postoji otvorena okolina O C é(p, q) od X tako da za svaku X € O vrijedi
T(N) < 7(X) + e. Ovu je konstrukciju moguce progititi i na cijeli C(p, q).

Teorem 4. Neka je (M, gqp) globalno hiperbolno prostor-vrijeme. Neka je p € M, i ¥
Cauchyjeva ploha. Tada postoji krivulja v € C(X,p) za koju T (duljina kauzalne krivulje)
postiZe svoj maksimum na C(X,p)

Dokaz Neprekidno preslikavanje sa kompaktog topologkog prostora u IR je omedeno
i postize svoje minimalne i maksimalne vrijednosti [4] C(%,q) je kompaktan skup, i uz
navedeno progirenje 7(\) = f(—u“ua)l/zdt je gornje polu-neprekidna, prema tome, 7 je
omedena i postize svoj maksimum na C(X, q) O

3.4 Teorem o singularitetima u globalno hiperbolnom prostor-vremenu

Sljededi teorem pokazuje da ako je svemir globalno hiperbolan, i u nekom trenutku ima
ekspanziju svugdje veéu od nule, tada je morao poceti iz singularnog stanja.
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Teorem 5. Neka je (M, gqp) globalno hiperbolno prostor-vrijeme u kojem vrijedi jaki
energijski uvjet (Rgpu®ub > 0 Yu® vremenskog tipa). Pretpostavimo da postoji glatka (ili
barem C?) prostorna Cauchyjeva ploha Y takva da za ortogonalnu proslosno orjentiranu
kongruenciju od 3 vrijedi K < C' < 0 svugdje na 3. Tada niti jedan proslosno orjentirani
geodezik od ¥ nema duljinu veéu od 3/|C|, odnosno, svi proslosno orjentirani vremenski
geodezici su nepotpumni.

Dokaz Prepostavimo da postoji proslosno orjentirana vremenska krivulja A od ¥ sa
duljnom ve¢om od 3/|C|. Neka je p tocka na A na duljini veéoj od 3/|C| od 3. Po
prethodnom teoremu (4), postoji krivulja sa maksimalnom duljinom od p do 3, koja
tada isto mora imati duljinu vecu od 3/|C|. NuZan uvjet da geodezik ima maksimalnu
duljinu izmedu hiperpovrgine X i tocke p je da ne posjeduje konjugirane tocke izmedu
¥ i p. No, po teoremu o fokusiranju (1), ako kongruencija u nekoj tocki ima negativan
skalar ekspanzije, u konatnom vremenu manjem od 3/|6y (8to je u ovom slucaju jednako
3/|C|), divergirati ¢e u —oo, odnosno razviti tocku konjugiranu povrgini ¥, $to dovodi
do kontradikcije. Prema tome, sve su proslosno orjentirane vremenske krivulje A od X
duljine manje od 3/|C|.

Navedeni teorem ima dva veoma jaka uvjeta: jaki energijski uvjet ¢iju smo prob-
lemati¢nost veé analizirali, i uvjet globalne hiperbolnosti, koji je najja¢i uvjet na kauzalnu
strukturu i zasigurno je nezeljen pri demonstraciji postojanja singulariteta, gdje trazimo
Sto manje specificnih uvjeta. Ipak, ovaj je teorem dobra polazisna tocka za mehanizam
funkcioniranja ostalih teorema o singularitetima, i na dobar nacin pokazuje singularnost
svemira kao nepotpunost vremenskih geodezika.

3.5 Narusenje kronalnosti i pojava singulariteta

U ovom dijelu pokazujemo vezu izmedu skupa u kojem je naruSen kronoloski uvjet i
postojanja singulariteta. Skup narusene kronalnosti

vI={peMlpel*(p)pel (p)}

je skup tocaka koje ¢ine zatvorene vremenske krivulje. Teorem koji povezuje ta dva
fenomena dokazao je M. Kriele 1989. na tehnicki veoma zahtjevan nacin. Ovdje je
iznesen pojednostavljen dokaz po radu E. Minguzzija, za koji nam je potreban i sljedeci
teorem koji ne¢emo dokazivati.

Teorem 6. Ako prostorvrijeme koje je potpuno po svjetlosnim geodezicima zadovoljava
svjetlosni energijski uvjet (Rapk®k® > 0) i uvjet svjetlosne genericnosti (kckdk[aRb]Cd[enf]),
tada svaki geodezik ima par konjugiranih tocaka, sto je indikacijo da ta putanja nije akro-
nalna, odnosno, krivulja nije svjetlosni geodezik.

Teorem 7. Neka je (M, gqp) prostorvrijeme koje zadovoljava svjetlosni energijski uvjet
i uvjet svjetlosne generiénosti. Ako je povezana komponenta ruba skupa sa povredom
kronalnosti vl kompaktna, tada je M nepotpuno po svjetlosnim geodezicima.
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Dokaz Neka je b € vI, i neka [b] oznacava klasu svih totaka koje pripadaju istoj
zatvorenoj vremenskoj krivulji. Postoji niz zatvorenih vremenskih krivulja kojima je
akumulacijska tocka r € 9[b]. Svaki element niza je beskrajna krivulja (Proizvoljno dugo
se mozemo vrtiti po zatvorenoj vremenskoj krivulji "u krug"). Za dokaz potrebna nam
je i sljedeéa propozicija:

Propozicija 2. Kroz svaeku toéku ruba vl prolazi svjetlosna krivuljo p koja generira
d(vl), i sadrzana je u O(vl).

Dokaz propozicije Neka je p € O(vl) i neka niz p; € vl konvergira u p. Za svaki i tada
postoji zatvorena vremenska krivulja u; kroz p;. Tada po teoremu o grani¢nim krivuljama
postoji beskrajna ne prostorna krivulja u kroz p. Ako u ne bi bila svjetlosna krvivulja,
tada bi presjecala i I (p) i I~ (p), i postojala bi krivulja u; koja presjeca oba skupa, a
buduéi da je p; zatovrena vremnska krivulja to bi dovelo do kontradikcije. Prema tome
u je beksrajna svjetlosna krivulja, i buduéi da je ova konstrukcija mogucéa kroz svaku
totku ruba, krivulja sadrzana je u 9(vI).

Koristeéi prethodnu propoziciju, kroz to¢ku r prolazi beskrajna svjetlosna krivulja p,
sadrzana u 9[b]. Ako je 0[b] kompaktan skup (Sto je zahtjev teorema), tada krivulja p
ima krivulju konvergencije u aﬂ, koja je beskrajna i kauzalna. Mora biti svjetlosna jer
obratno dovodi do kontradikcije. Prema teoremu (7), a buduéi da vrijede uvjeti svjetlosne
genericnosti i svjetlosni energijski uvjet, ta je krivulja nepotpuna. O

Postoje neki modeli prostor-vremena u kojima se pojavljuju zatvorene vremenske
krivulje, koje mogu postojati u kompaktnom dijelu prostor-vremena. Radi se o prouca-
vanju modela brzo rotiraju¢e materije koje bi mogle generirati takve pojave, i u tom je
kontekstu fizikalno zanimljivo prou¢avati njihovu strukturu.

Navedeni teorem koji povezuje zatvorene vremenske krivulje i singularitete ovisi o
uvjetu svjetlosne generi¢nosti koji osigurava da metrika opisuje dovoljno opéenitu ma-
teriju, no 1 taj je uvjet svakako podloZzan provjeri.

4 Zakljucak

Prikazani su osnovni alati potrebni za rad sa teoremima o singularitetima i prikazan
je jedan od jednostavnijih teorema o singularitetima. Pokazana je i veza izmedu kom-
paktnog skupa narusene kronalnosti i singulariteta. Za daljnju diskusiju svakako ostaje
jaki energijski uvjet iz ve¢ navedenih razloga. Kasniji teoremi o singularitetima na svoje
nacine zaobilaze poteskoce u nametanju jakog energijskog uvjeta i specificnog zahtjeva
globalne hiperbolnosti svemira, i jedan od buduéih ciljeva je proucavanje opcenitijih i
druk¢ijih teorema o singularitetima.

Veza izmedu skupa narusenja kronalnosti i singulariteta veoma je zanimljiva i daljnji
je cilj naéi transparentniji dokaz njegove tvrdnje i prouciti u kojoj je mjeri uvjet svjetlosne
generic¢nosti vazan za njegov dokaz.
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