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Sazetak

Infracrveni efekti su pojave koje imaju vrlo malu energiju i zbog toga se ne mogu lagano detektirati u
eksperimentima. Pokazalo se da se tri infracrvene pojave mogu povezati matematickim relacijama, to su
asimptotske simetrije, teorem o infracrvenom rasprienju i memorijski efekt. U ovom radu ¢emo saZeti svaku
od tih pojava u slu¢aju gravitacije i pokazati kako se one mogu matematicki povezati.
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1 Uvod

Infracrveni efekti (IC) su pojave koje imaju vrlo malu energiju i zbog toga se ne mogu lagano detektirati u
eksperimentima. U ovom seminaru proucavat ¢emo tri gravitacijska infracrvena efekta (GIC) i njihove relacije
kao Sto je prikazano na Slici 1. Svaka od tih pojava je prou¢avana neovisno i nije se smatralo da su povezane, sve
dok se u zadnjih par godina nije uvela ista notacija i primijenile se matematicke operacije te se tako pokazalo
da se moze povuéi relacija medu njima. Relacije koje ée biti iskazane mogu se prosiriti na sve fizikalne teorije s
bezmasenim ¢esticama [1].
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Slika 1: IC trokut za sve bezmasene Cestice.

Objasnimo najprije Sliku 1 koja pokazuje IC trokut za sve bezmasene Cestice. U donjem lijevom kutu se
nalazi teorem o mekanom rasprenju (engleski naziv je soft theorem, ovdje je nadalje TMR). Generiliziran je
na gravitaciju 1965. godine od strane Weinberga[2]. TMR karakterizira univerzalno svojstvo Feynmanovih
dijagrama i amplituda rasprSivanja kada vanjska Cestica bez mase postaje "mekana", tj. njezina energija tezi
nuli. Teorem kaZe da se jako velik (beskonacan) broj mekih Cestica proizvodi u bilo kojem fizi¢kom procesu, ali
u kontroliranim nacinom koji je sredisnji za konzistentnost teorije kvantnog polja.

U donjem desnom kutu su asimptotske simetrije, koje proucavaju netrivijalne egzaktne simetrije ili o¢uvane
naboje (veli¢ine) bilo kojeg sistema s asimptoskom granicom, tj. granicom u beskona¢nosti. Dobili su takav naziv
jer obi¢no dobivaju jednostavan oblik kada ih proucavamo u asimptotskim podruéjima. Jedan od najranijih
primjera pojavljuje se u pionirskom radu Bondi, van der Burg, Metzner i Sachs (BMS) [3, 4], koji su 1962. godine
pokusavali dobiti Poincarovu grupu specijalne relativnosti kao simetri¢nu grupu u asimptotskom ravnom prostor-
vremenu (nadalje prostor) u op¢oj relativnosti (OTR). Umjesto toga otkrili su u beskona¢no-dimenzionalnu BMS
grupu, koja sadrzi kona¢énu Poincareovu grupu kao podgrupu, ¢ija se duboka implikacija jo§ uvijek istrazuje.
Analogne asimptotske simetrije u QED i ne-abelskim baZdarenim teorijama su otkrivene tek nedavno [5] i
predmet su tekucih istrazivanja.

U gornjem kutu je memorijska pojava, prvi su je istrazili, 1977. godine, Zeldovich i Polnarev [6] u kontekstu
gravitacijske fizike , a znatno su je razvijali Christodoulou i drugi [7]. Ovo je suptilna trajna pojava, u kojoj
prolaz gravitacijskih valova proizvodi trajni pomak u relativnim polozajima parova inercijskih detektora. Od
otkri¢a gravitacijskih valova [8] ova pojava se aktivno trazi u LIGO-u[9]. Opet, analogni primjer u bazdarenoj
teoriji se pojavio tek nedavno [10]. Memorijska pojava igra vaznu ulogu u fizickoj realizaciji apstraktno for-
muliranih rezultata od ostala dva efekta, dajuéi izravne opservacijske posljedice velikog broja simetrija i zakona
ocuvanja.

Slika 1 takoder prikazuje matematicke ekvivalentne odnose koji povezuju te tri pojave, koje ¢emo pokazivati
pri gravitacijskom sluc¢aju. Najjednostavnija je veza izmedu TMR i memorijske pojave [11]. Prvi govori o
polovima u impulsnom prostoru u amplitudama rasprsSenja, dok se potonji odnosi na trajni pomak u asimptot-
skim podacima izmedu proglog i buduceg vremena. Te pojave su ista stvar jer je Fourierova transformacija pola
u frekvencijskom prostoru step-funkcija u vremenu. Step-funkcija moze se shvatiti kao granica koja povezuje
dva nejednaka vakuumska stanja koja su povezana asimptotskom simetrijom [11]. Stoga se memorijska pojava
se 1 fizicki manifestira kao asimptotske simetrije i izravno mjeri njihovo djelovanje. Trokut je zatvoren tako §to
je primjeéeno da svaka simetrija ima Wardov identitet koji izjednac¢ava amplitude rasprostiranja sa stanjima
povezanim sa simetrijom. Ovi Wardovi identiteti su postali nista drugo osim TMR-a, koji se odnose na am-
plitude s i bez mekih ¢estica, u preruSenju [5,12,13]. Tako mozemo poceti od bilo koje pojave pocet ¢emo od
asiptotskih pojava. Raditi ¢emosc=h=1



2 Asimptotske simetrije

2.1 Penroseov dijagram i Bondi koordinate

Prilikom diskusije o beskona¢nosti korisno je uvesti Penroseov dijagram. Na Slici (2) je prikazan Penroseov
dijagram za 4D Minkowskijev prostor. Svojstvo Penrose dijagrama je da moze prikazati cijeli prostor na
kona¢noj povrsini pomocéu konformalne transformacije "(eng. conformal transformation)" koja divergira na
rubovima. Udaljenost medu tockama nije dobro prikazana, ali je o¢uvana kauzalna struktura i kretanje svjet-
losti se prikazuje ravnom linijom pod 45°, kao i u Minkowskijem dijagramu.

Slika 2: Penrose dijagram Minkowskijeveg prostora. Crvene linije predstavljaju povrSine konstantnog t, dok
plave linije predstavljaju povrSine konstantnog r. Puna siva linija je svjetska linija masivne Cestice koja se
kreée pri konstantnoj brzini, a puna valovita siva linija je svjetska linija svjetlosne zrake. Svaka S? konstantog
(r > 0;t) prikazana je s dvije tocke, jedna s lijeve strane i druga s desne strane, koje se razmjenjuju antipodalnim
preslikavanjem. Beskona¢na buduénost i proslost svjetlosnog tipa su oznacene s Z* ,a njihove Cetiri S? grani¢ne
komponente s Ij Tocke i* su beskona¢na proslost i buduénost u "vremenskoj buduénosti", dok je tocka i°
prostorna beskonac¢nost.

Svaki lijevo-desni par tocaka na Slici (2) na istom (r,t),gdje je t vrijeme, a r radijalna koordinata, odgovara
52 (osim r = 0, §to je tocka) i par se zamjenjuje antipodalnim preslikavanjem na S?. Bududi da svjetska linija
svjetlost "krece" pod 45° i prestiéi ¢e svaku masivnu Cesticu koja se kre¢e manje od brzine ¢, one ne mogu doseci
r = 00, tj. svaka masivna Cestica ¢e uvijek zavr§iti u tocki koja se naziva beskona¢na buduénost vremenskog tipa
i oznadava se s i". Iz istog razloga svjetska linija masivne &estice poéinje u beskona¢noj proglosti vremenskog
tipa (7). Podrudje gdje zavrSava svjetska linija svjetlosti nazivamo beskona¢na buduénost svjetlosnog tipa
(Z1), a pocinje u beskona¢noj proslosti svjetlosnog tipa (Z~). Obje beskonaénsti (ZF) su nastale produktom
S? s null linijom (svjetlosna linija). Prostorna beskonacnost se oznacava s i°. S T ozna¢avamo proglost od Z+,
a buduénost od Z= s Z,". Oba podrucja su blizu tocke i%, ali se razlikuju od nje. Takoder imamo Z_ koja je
blizu totke i~ i imamo jo§ Z koja je blizu i*.

Vratimo se problemu rasprsivanja u Minkowskijem prostoru. Bilo da govorimo o klasi¢noj ili kvantnoj grav-
itaciji , pocinje se navodeci pocetne podatke u Z—. Ako postoje stabilne masivne Cestice, pocetni podaci u
i~ su takoder potrebni, ali to zanemarujemo jer gravitoni, ¢estice odgovorne za gravitacijsku silu, smatraju se
Cesticama bez mase. Dolazne Cestice (ili valni paketi) evoluiraju jedne prema drugima, medusobno djeluju na
vrlo slozen nacin i kona¢no izlaze na II. Pretpostavlja se da u dalekoj proslosti Cestice i polja slabo interea-
giraju. U klasi¢noj verziji problema rasprsivanja trazi se preslikavanje iz faznog prostora definiranog na Z— do
faznog prostora definiranog na Z*. U kvantnoj verziji problema rasprsivanja cilj je da se pronade S matrica
koju evoluira pocetna stanja definiranog na Z~ do konaénih stanja definiranog na Z*. Jasno je da je ono &§to se
dogada blizu 7° je vrlo vazno jer moramo znati kako se ponasaju kona¢ni podaci na Z+ ako su nam dani podetni
podaii na Z~. Specifino, moramo razumjeti koji su odgovarajuci uvjeti koji povezuju polja na Z," s poljima
naZ”.



Mozemo pokuSati koristiti uobicajeni (¢;7;2), gdje je & jedini¢ni vektor koji oznatava tocku na sferi, ali taj
izbor nije dobar jer su ¢ i r beskona¢ni na Z. Medutim, ako pratimo svjetske null linije unatrag u vremenu,
t + r je konac¢no, i ako ih pratimo prema naprijed u vremenu, ¢ — r je takoder kona¢no. Dakle, ZT je prirodno
parametriziran s (v = ¢t — r,7;&), a Z~ je prirodno parametriziran pomocu (v =t + r,r, &), gdje u nazivamo
retardirano vrijeme, a v nazivamo napredno vrijeme.

Slika 3: Z% je parametriziran retardiranim vremenom w i sfernim koordinatama (z, Z) u retardiranim Bondijevim
koordinatama (lijevo), dok je Z— parametriziran naprednim vremenom v i sferi¢nim koordinatama (z,Z) u
naprednim Bondijevim koordinatama. Napredne i retardirane koordinate su izabrane tako da su povezane
antipodalnim preslikavanjem na sferi.

Uzevii to u obzir uvodimo sljedeée transformacije koordinata iz Kartezijevog koordinatnog sustava (¢, z!, 2, 2%)
u sustav retardiranih koordinata (u,r, z, 2):

2rz 3 1—22
— x° =7 —.
1+ 22 1+ 22

(1)

T=r, t=u+r z'+iz®=
Gdje je z kompleksna koordinata na jedini¢noj sferi $? koja ima metriku:

2

T 1422 @

Vzz
z moze imati bilo koji iznos u kompleksnoj ravnini: sjeverni pol je z = 0, a juzni z = oo, ekvator jeu zzZ =11
z— —% je antipodalna tocka.
Inverzna transformacija je:

!+ ix?
=t—r, = 3
U r, Z P (3)
Standardna metrika Minkowskog prostora:
ds* = —dt? + (d7)?, (4)
prelazi u
ds* = —du® — 2dudr + 2r?~y,:dzd3. (5)

U ovakvoj metrici ako zadrzimo (u, z, Z) fiksnima i uzmemo limes r — 0o, krenuli smo po nul-liniji (ds® = 0)
prema ZT. Retardirane koordinate (u,r,z,%) ne moZemo koristiti u blizini Z% jer je tamo u = —oo. Zato



uvodimo napredne koordinate (v, r, z, Z) pomoc¢u transformacija:

- . 1.9 2rz 3 1—-2z
r=—-rx t=v—r, = +i2°=—7-—, T =-—T——,
1422 1+ 22

s sli¢nim inverznim transformacijama. Metrika (4) tada prelazi u:
ds® = —dv? + 2dvdr + 22, :dzd?. (7

Bitni predznak uveden u zadnja dva uvjeta (6) podrazumijeva da z u naprednim koordinatama oznacava an-
tipodalnu tocku na sferi na z u retardiranim koordinatama (predznak se promijeni pri pod z — —é) Ako
uzmemo svjetlosnu zraku koja prelazi Minkowskijev prostor, tada vrijednost z-a na kojoj svjetlost pocinje u
naprednim koordinatama bit ¢e ista kao i vrijednost z na kojoj zavrSava u retardiranim koordinatama. Takoder,
2z je konstantna duZ nul generatora na Z~ dok prolaze kroz i° do Z.

2.2 Asimptotsko ravni prostor

Proucimo teorije gravitacije ¢ija je metrika asimptotska, ali nije ekzaktno jednaka ravnoj metrici kao u (7) i
(9). Opcenita Lorentzianova metrika se moze lokalno zapisati u retardiranim Bondi koordinatama:

U4 Ub
ds®> = —~Udu® — 2¢*P dudr + gap (dxA + Tdu) (d:rB + Tdu), (8)
uz Bondijevo bazdarenje:
ardet(g:TB> =0, gr=9ra=0. (9)

U ovom radu koristimo A, B = z, Z. Pri prora¢unima koristimo generalne A i B, a kasnije uvrstimo z i Z . Ako
piSemo A i/ili B egzaktno u jednadzbama tada naglasavamo da moze biti z i/ili Z. Lijeva strana baZdarenja
(11) implicira da je r luminozitetna udaljenost. Desnu stranu bazdarenja (11) dobivamo tako da zahtijevamo
da su hiperpovrsine konstantnog u, A i B null [4]. . Razvijamo metriku (8) oko Z* (kada r — o0) i iz toga
odredimo komponente metrike:

Guu = —1 + O(ril) + O(riz)v Jur =~ —1+ O(riz)a 9ra=9grr =0

(10)

gua = O(1)O(™), gap=r*vap+O(r) +O(1)
O(r") predstavlja veli¢inu koja je manja od g(u, z, 2)r"™, za neku funkciju g(u, z, Z) i dovoljno veliki . Nema
a priori preferirani nain utvrdivanja onoga §to te komponente moraju biti. Obi¢no su odabrane kako bi bile
dovoljno slabe da dopustaju sva zanimljiva rjeSenja koja ukljuc¢uju gravitacijske valove, ali dovoljno jaka da se
iskljuce nefizicka rjeSenja kao ona s beskona¢nim energijama. Za uvjet da dobijemo gravitacijske valove [1,12]
metrika je oblika:

ds? = —du® — 2dudr + 2r~.:dzdz+

2 i 11
+ 2B 2 4 r O d2? + rCssd3? + DPC.ududz + D*Casduds + ki + . .. (an
,

gdje je D 4 kovarijantna derivacija s obzirom metrike na jedini¢noj sferi v45', indeksi A, B se podizu i spustaju
pomocéu yap2. Caa i mp ovise o (u,z,Z). Velicina mp je poznata kao Bondijeva gustoéa mase. Za Kerrov
prostor, mp je konstantna i proporcionalna masi (mp = GM), ali u generickom prostoru ovisi o (u,z, 2).
Integral Bondijeve gustoce mase po sferi je ukupna Bondijeva masa. Cap opisuje gravitacijske valove. Moze
pokazati iz lijevog uvjeta iz (11) da je C'ap tenzor bez traga. Bondijev tenzor je definiran kao:

Nap = 8,Cap. (12)

N 4 p opisuje gravitacijsko zradenje koji prolazi kroz ZT (njegov kvadrat je proporcionalan s tokom energije koje
prolazi). Prvi red u metrici (11) je ravan Mikovski prostor (7), dok je drugi red vodeéa korekcija na ravni
prostor. Tocke "..." uklju¢uju ¢lanove razvoja koje ne doprinose ra¢unima.

TPrimjer: TZ, = —22/(1 + 23)
2Primjer: y4gDADP = D2



Pretpostavljamo da je metrika vodena Einstenovom jednadzbom:
1 M
R, — ig,“,R = 8rGT,,. (13)

Gdje je T;% tenzor energije i momenta (kratko tenzor stresa), G gravitacijska konstanta, R,, Riccijev tenzor
i R riccijev skalar. Ako uzmemo u obzir kuglu na velikom r, njezina povrgina raste kao 72. Integral T po
povrsini te kugle dobivamo tok energije, tako da ako Zelimo iskljuciti rjesenja s beskona¢nim energijama moramo
postivati :

™™ ~ 0(r2) (14)
Iz (13) i (14) dobivamo ograni¢enja na mpg :
1 .
au"nB = Z[DiNZZ + D,%NZZ] - Tuua (15)
gdje je :
1
Ty = ENZZN“ + 47 lim [F2TM. (16)
r—00

Izraz T, sadrzi korekcije iz tenzora stresa za linearizirane gravitacijske valove. Pretpostavimo da je u blizini
Iti Ijrr Bodnijev tenzor pada brze od ﬁ . Ovaj (i ja¢i) asimptoti¢ni rubni uvjet su dokazali Christodoulou
i Klainerman [14] da se drzi u kona¢nom susjedstvu ravnog prostora. Ovdje ¢emo razmotriti prostor s ovim
asimptotskim ponaSanjem. N, tada trivijalno odreduje C4p do integrirane funkcije integrirajuci (12). Takoder,
uz uvjet da je u vakuumu Nyp =0, T% = 01iz (16) dobivamo:

C..|z+ = —2D2C, (17)

gdje je C(z,2) neka funkcija na Z*. Sa zadanim Bodnijevim tenzorom i pocetnim podacima (19) na Z*,
ogranicenja (15) mogu biti integrirana za dobivanje gustoée mase mp na ZT. Stoga Cauchyjevi podaci na Z+
ukljucuju:

{Nap(u,z2),0(z, 2)|Ij ,mp(2, 2)|Ij ,Cap(u, 2, g)lIf 2 (18)

Cauchyevi podaci (18) transformiraju se netrivijalno pod BMS™? podgrupom [3,4] difemomorfizama djelujuci
blizu ZT, §to ukljucuje boostove, rotacije i supertranslacije (formule za koje se nalaze u sljede¢em odjeljku).

Slican skup jednadzbi primjenjuje se blizu Z~, gdje primjenjujemo napredne Bondi koordinate (6) (v,r, z, Z)
u kojem metrika ima asimptotsku ekspanziju:

2m

ds? = —dv? + 2dvdr + 2r?~.:dzdz + B + rCL.dz% +rCs:d3% + .. ., (19)

T

gdje sada mp i Cap sada ovise o (v, 2, Z). Analog Cauchyjevim podacima (18) za Z~ je:

{NAB(U’ Z, 2)7 C(Z, 2)'1_7_ ) mB('z? 2)|I_: ) CAB(”» Z, 2)|I_T_ } (20)

2.3 Supertranslacije

Prema definiciji prostor ima simetrije opisane pomoc¢u Kilingovog vektorskog polja &, ako Liejeva derivacija
metrike gqp, kojom je opisan prostor dan, iCezava:

££gab = V& + Vila =0, (21)

gdje je V, kovarijantna derivacija. U asimptotskim simetrijama Liejeva derivacija metrike sadrzi ¢lanove koje
opadaju u beskonac¢nostima:
£egab= O™ ) + O ) +.... (22)

Za neko polje F' kazemo da je naslijedilo simetriju prostora ako njegova derivacija po tom isto Killingovom polju
takoder iS¢ezava:
LeF =0 (23)

30péenito BMSE je grupa na Z£



Ako uzmemo da Kilingovo polje ima sljedeca ograni¢enja skrac¢ujemo si rac¢un:

("~ 0(1), ¢P~Oo@Th (24)

Ovaj uvjet eliminira 6 Lorentzovih generatora (boostove i rotacije), koji rastu s r u beskonacnosti. Pomocu
(22) i gornjih uvjeta dobivamo Kilingov vektor oblika:

(s =dd, + D*D,f0, — %(szﬁz +D*f05)+ ..., (25)

gdje je f bilo koja funkcija koja ovisi o (z,Z). Transformacije generirane s (25) se zovu supertranslacije.
Supertranslacije su generalizacija Cetiri translacije u Minkowskom prostoru. Na primjer, ako uzmemo f(z,2) =
konst (25) generira u translaciju. Ako uzmemo da je f(z,Z) = Y. (I = 1 harmonik) na sferi dobivamo
tri prostorne translacije [1]. Kompletna BMS™ grupu dobivamo poluproduktom supetranslacija i Lorentzove
grupe.

Supertranslacije transformiraju jednu geometriju u novu fizikalno drugaciju geometriju, unato¢ ¢injenici da su
one simetrije. Na primjer, promotrimo rjeSenje gdje odlazni puls gravitacijskih valova prelazi na juzni pol Z7, i
drugi puls prelazi sjeverni pol Z*, oboje u retardiranom vremenu u = ug. Sada supertranslatiramo ovo rjeSenje
s funkcijom f(z, Z) koje ima svojstvo da f(juzni pol) = f1 i f(sjeverni pol) = 0. Nova rjeSenja sada imaju jedan
odlazni puls na sjevernom polu samo na u = ug i jedan na juznom polu samo na u = ug + f1 , tj. pojavljuju se
proizvoljno velika relativna kagnjena. Cauchy Z* podaci su se mjerljivi promijenili supertranslacijama.

Djelovanjem supertranslacija na ZT polja mp , Nag, C'i C4p dobivamo:

LeNap = fOuNap 26

1
Lemp = fOump + Z(NABDADBJC +2DAfDpN*P), 27

£:Cap = fNap —2D*f,
£:C = f.

28

)
)
)
29)

(
(
(
(

Implikacije jednazbe (28) su zanimljive. Pretpostavimo da supertransliramo ravni Minkowski prostor opisan s
mp = Nzz = Czz = 0 i wmemo [ = C, tada (26-27) podrazumjeva da ¢e supertranslatirani prostor i dalje
imati Bondi masu i Bondijev tenzor jednake nuli. To je u skladu s ¢injenicom da diomorfizam (simetrije) ne moze
promijeniti fizikalnu masu ili stvoriti gravitacijske valove. Medutim, supertranslatirani prostor ima Csp # 0. Tj.
Cap na IT nije invarijantna pod supertranslacijama. Drugim rijefima, supertranslacijska simetrija spontano
je slomljena i mijenja fizikalno (u kantnom sluc¢aju kvantno) stanje sustava. Izraz (29) nam govori da je C pri
izboru f = C Goldstoneov bozon spontano razbijene supertranslacijske simetrije, koji parametrizira klasi¢no
nejednaki gravitacijski vakuum. Postoji beskonaan broj degeneriranih klasi¢nih vakuuma obiljezenih funkcijom
C|7+ , od kojih je svaka oCuvana razli¢itom Poincare podskupinom BMS +*. Ovi vakuumi imaju razli¢ite kutne

momente. Ovo se ponekad naziva i 'problem kutnoga momenta’ u OTR-u.

Djelovanjem supetranslacija na Z— dobivamo sli¢ne jednadzbe.

2.4 Problem rasprSenja i o¢uvani naboji

Problem rasprgivanja u klasi¢noj opc¢oj relativnosti je, kako je veé¢ reeno u odjeljku 2.2, pronaci preslikavanje
od Cauchyjevih podataka na Z~ do onih na Z* . Takvo preslikavanje nije formalno odredeno niti maksimalnim
Cauchyevem razvojem Z— podataka (20) s Einsteinovom jednadzbom|1]. Ovo odreduje podatke na Z* najvise
do BMS™ transformacije. Potreban je recept da bismo prilozili Z, odabrali BMS™ grupu (Cauchyjeve podatke)
i odredili po¢etne vrijednosti za integraciju mpg i N4 duz ZT pomocu ograni¢enja (15-16). Bez takvog recepta,
problem rasprsivanja u OTR-u nije definiran. U [12], predloZeno je da se grupa BMS™-a odredi pomo¢u grani¢nih
uvjeta koji su Lorentz i CPT invarijantni :

m3(2,2)|1; = mB(ZvENIja C(ng”I; = C(ng)|zfa f(z,Z)\I; = f(z,Z)\If (30)

Ovi uvjeti razbijaju kombiniranu BMSTxBMS™ akciju na Z* i Z~ na dijagonalnu podgrupu koja ¢uva te
uvjete. Drugim rijecim, ostaje kao simetrija gravitacijskog rasprsivanja. S nasim konvencijama (30) antipodalno
izjednacava prosla i buduéa polja u blizini prostorne beskona¢nosti i°.

Za grani¢ne uvjete (30) je dokazano [1,13] da bude implicitan u svim ¢lanovima razvoja u standardnoj slaboj
teoriji perturbacije pokazujuéi njegovu ekvivalenciju Weinbergovom TMR [2], §to nas motivira da su ¢lanovi u
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(30) ) dio definicije problema rasprsenja kada su polja dovoljno slaba blizu prostorne beskonac¢nosti, ¢ak i ako
unutrasnjost sadrzi crnu rupu.

Grani¢ni uvjeti (30) impliciraju da postoji beskonafan broj o¢uvanih naboja u OTR rasprSenju. Obitelj
oCuvanih naboja su supertranslatirani naboji:

1 1
T=—— d 2 2z y = d 2 2z 31
Qj el - 2%y.zfmp, Qf el /I+ 2"V2zfmp ( )

Grani¢ni uvjeti (32) podrazumijevaju zakone o¢uvanja:
Qf =qQ; (32)

Slu¢aj f = 1 je samo o¢uvanje ukupne , a [ = 1 harmonik (f = ¥,}) daje dobro poznato o¢uvanje momenta. Op¢i
slucaj (32) daje a beskonacan broj novih generalizacija ovih ¢etiri zakona. Odabir da f bude delta funkcija, (32)
izjednacava ulazni tok energije u nekoj tocki (ukljuc¢ujuéi linearne gravitacijske ¢lanove) s ukupnim odlaznim
tokom energije u antipodalnoj toc¢ki. Prema tome, zakon ofuvanja (32) kaZe da je energija o¢uvana u svakom
kutu.

U kvantoj mehanici simetrije se odreduju iz komutatora, koji su srodni s Possionovim zagradama (pomnoZzimo
ih faktorom 7), a koji su jednaki Liejevoj derivacijom po Kilingovim vektorima. Drugim rije¢ima, ako neki naboj
uzrokuje (infinitezimanlu) simetriju na nekom polju, tada je komutator izmedu naboja i polja jednak Liejevoj
derivaciji, pomnoZen s i. Primjenom komutatora s Q? s Cap, C, mp ina Cyp dobivamo:

[QF,Cap] =i£:Cag, (33)
[QF,Cl=i£C, (34)
[QF, Nag] = i£¢Nap, (35)
[QF,mp] =ifemp (36)

Kao §to smo i ocekivali supertranslatirani naboji generiraju simetrije na poljima Cap,C, mp i na C4p, iako
mijenjaju fizikalno stanje sustava. Sli¢no dobivamo i za Q-

3 Teorem o mekanom rasprSenju

3.1 Simetrije S matrice

Kvantne amplitude rasprivanja se mogu napisati pomoc¢u S matrice na sljedeéi nacin:

(f1S1d) (37)

Iskoristimo li ofuvanja naboja (32),¢injenicu da je S konstruirana od eksponencijala Hamiltonijana [16] i svo-
jstvo:
[QF,QL] =0, (38)

slijedi da infinitezimalna BMS transforamcija komutira s S matricom, tj. [ij, S] = 0. odavde slijedi izraz za
infinitezimalnu BMSY invarijantnost S matrice:

(fH(QF S = 5Q;) i) =0. (39)

Integrirajmo jednadzbe (31) po dijelovima, iskoristimo jednadZbu ogranicenja (15) (kako je veé receno za Z—
dobivamo sli¢ne jednadzbe) i pretpostavimo da mp is¢ezava u t — oo dobivamo:

1 1 .
Q= oo . dud® 2= f {Tw - J(DIN* 4 DgNzZ)]
(40)
— 1 zz ZZ
=G ) dvdzzvzzf[Tuu +7(DIN** + DIN )}



Ubacimo li taj izraz u (39) i ozna¢imo n dolaznih (m odlaznih) Cestica na u tocku zj (z,’:) koji nose energiju
E; (E,{) gdje vrijedi zakon ofuvanja energije® d:

> B => El (41)
dobivamo:
()| PSi(a [ZEkf ZEff } ()] Si(x)) (42)
edje je
o 81G o D2 f[ /I duN.. - / _vazz}, (43)

struja mekanog gravitona. Ovdje koristimo oznaku (z, ) ako smo u prostornoj bazii (p,p’) ako smo u impulsnoj
bazi. Jednadzba (42) nam daje beskonatno mnogo Wardovih identiteta, jedan za svaku funkciju f. Sada treba

pokazati da je TMR moze dobiti preko o¢uvanja energije. Uvrstimo f = L i koristimo 8; 21— = 276%(z — w)
dobivamo oblik koji éemo kasnije koristiti:
(f@)| P.Sli(x)) = | > —E= =) 7| (f(@)] Si(2)) . (44)
=17 T Pk k=1 2T Rk

Pokazat ¢emo da je to Wardov identitet u odjeljku 3.3.

3.2 Pregled TMR-a

Radi jednostavnosti promotrit éemo TMR na skalarnoj teoriji slobodnih bezmasenih ¢estica s danim Lan-
grazijanom [13]:
2R 1 v
=20y 04006 — S (0,000 — S0P 60,0), (45)
gdje je k? = 327G, hyw = (9w — M) [k grav1t0nsk0 polje koje se veze za materiju i normalizirano tako da nema
konstante G u kinetickom ¢lanu. Graviton ima 4-moment ¢* i polarizacijski tenzor €., koji zadovoljavaju:

ewd" =0, €1, =0, ¢>=0 (46)

Na Slici 4. su prikazana Feynmanova pravila za danu teoriju.

X

mrm" = iMV

—_—— = =
g

% -
,O s
= l_?_k_ (P,Msz'fPNfiM“QW Py-4)
N ol

Slika 4: Feynmmanovi dijagrami za graviton.

2 d
U tom slutaju Taa ~ 47G Y, Edé(a — ak)@, gdje su a = u,v; d= f,i



Promotrimo n dolaznih (s momentima pi,...,p,) i m odlaznih (s momentima p},...,p]) bezmasivnih
skalarnih Cestica predstavljenih na dijagramu na Slici 5. Promotrimo realni (virtualni ne pridonose polu)
mekani graviton (¢* — 0) koji se raspriuje od odlaznih ili dolaznih ¢estica. Dijagrami koji najvise doprinose su
prikazan na Slici 6.

P i

Slika 5: Rasprsenje n dolaznih (sa momentima p,...,p,) i m odlaznih (sa momentima p},...,p!) bezmasivnih
skalarnih cestica.

Nakon raspisa dobivamo izraz za rasprsivanje gravitona na skalarnim bezmasenim Cesticama:

m

, k PrpPhr v ) Y /
M(q,p,p)=7[z kpcky N\ Db ]6“ Mo(p',p) = My e™ Mo(p', p), (47)

.
2l e o ped

gdje smo uvrstili ¢ = 0. Predfaktor u uglatim zagradama je jedinstven i ne ovisi o spinu Cestica. U [2] je
napravljen slucaj sa spinom. Iz Wardovog identiteta:

qVMuV =0, (48)
slijedi da je izraz (46) invarijatan na transformaciju:
e — e + B*(q)q". (49)

Ako ubacimo tu transformaciju u (47) dobivamo zakon o¢uvanja 4-momenta iz Wardovog identiteta (48):
5" M, = kB"(q) [Z P — Y pk#} My =0 (50)
k=1 k=1

Ovime smo pokazali da iz Wardovog identiteta mozemo dobiti zakone ocuvanja.

Slika 6: Dominanti dijagrami pri rasprienju mekanih gravitona.
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3.3 0Od simetrija do TMR-a

Sada ¢emo dokazati da je izraz (42), koji dolazi od o¢uvanje naboja povezan s TMR, (47). Problem je $to je
izraz (44) u koordinatnoj bazi, a izraz (52) u impulsnoj bazi. Da poveZemo te jednazbe moramo naéi operatore
u istoj bazi. To ¢emo uéini tako da operatore u (44) raspiSemo u bazi ravnih valova, koji se rade u Kartezijevim
koordinatama u ravnom prostoru (4). Blizu ZT gravitacijsko polje h;w postaje slobodno i moze se aproksimirati
ekspanzijom po modovima:

d3g 1 . .
/ _ *o / iq-x o / T,—iqx
o) = 3 [ o @@ + G Dl (@', (1)
gdje su w, = ¢° = |q], a su dva heliciteta, a/,(q) i vrijedi:

i

[t (@), a3 (4)1] = (20q)(27)° 8056 (7~ ). (52)

Pri velikim ¢ i  valni paket bezmasene ¢estice momentom centriranog oko § postaje lokaliziran na sferi S? blizu
tocke:

P=wi=w (z+2,—iz+1,1—22), (53)

RS

T 1422
Stoga, moZemo moment bezmasene ¢estice parametrizirati s (w, z, 2). Tako moZemo parametrizirati momente s
P4 (z,f) u jednadzbi (47). Ako uvrstimo z = 0 (sjeverni pol), tada je ¢* = w(1,0,0,1),tj. 4-moment je usmjeren
prema x> osi.

U retardiranim Bondijevim koordinatama (11) mozemo uociti:

/!
Cap(u,z,2) =k llm hﬁB (u,r, 22). (54)

Parametrizirajmo 4-moment gravitona:

¢ = 1iqz2(1+z£,z+2,7iz+i,1 — 23). (55)
Dok polarizacijski tenzor gravitona mozemo zapisati et# = ettet? gdje su:
1
€+H((7) = ﬁ(éa 17 71‘7 72)’
| (56)
e Q) = —=(»,1,—1i,—2),
(@) \/i( )
gdje vrijedi e**¥q, = 0. Definirajmo sada sljedece veli¢ine:
o .
NZ.(z,2) E/ due™*0,Cz |7+,
— 0o
MZ,(z,2) E/ dve™*9,C..|7-,
= (57)
N%(z,2) = lim —[M¥ + N_*
ZZ(Z’ Z) wi{gﬂ» 2[ zZZz + zZz ]
1
M2, (2,2) = lim —[MZ + M_*
ZZ(Z7 z) wi)rIO1+ 2[ zZZz + zZz ]
Uvrstimo (57) u (54) da dobivamo sljedece izraze:
k
0 ~ . A A
Neer3) =~ S (00) 4 (w2)')
. (59)
M2 (2,2) = "It ) wlirg1+ [wa (wE) + wa_ (wi)']
Struja mekanog gravitona (43) se moZe pisati:
P.= 0"0.0.., 0..=N°+ MO (59)
z 4G z zzy zz zz zz*

Promotrimo sada element (f(2')] O..S |i(z)). Ubacimo u njega izraz (58) i iskoristimo ¢injenicu da @’ (w2)' (a (wi))
anhilira kona¢no (pocetno) stanje za w — 0 i da su amplitude za odlaznim gravitonom s pozitivnim helicitetom
i za dolazni gravitonom s negativnog heliciteta istog iznosa [13] dobivamo:

11



{(f(Z]0=:51i(2)) = 5 - m [w (f(2)] d (wiS)[i(2))] (60)

g
(14 22)? w0+

Definiramo TMR (47) na sljedeci nacin:

lim [ (f()] !, (w2S) i(2))] = & tim [Z‘M— M} GES)E). 6

w—0t 2 w—ot ;

k=1 P-4 1 Pk q

Koristec¢i ve¢ zadano parametriziranje 4-momenta impulsa (55) i tenzora polarizacije (gornja jednadzba iz (56))
i jo§ parametrizaciju impulsa Cestica py 1 pj, na slican nacin:

iy A —Gh-E) 1- 4
Py = Ei| 1, @500 izi 0 iz )
T+252;0 14212, 1+ 2,7 (62)

p‘,éz(Ei%E,{, z,i—)zf)
i vratimo sve to u jednadzbu (60) dobivamo:
m n

f(z— 3 i(5 5
(081 = T | Y b oS | el ()

V422 | &= (-2 Q1+ 22) Z -2 +2z

Preklopimo 1i lijevi izraz u (59) za pocetnim i kona¢im stanjem u z notaciji i iskoristimo li gorni izraz i o¢u-
vanje momenta dobivamo isti izraz kao u (44). Ovime smo dokazali da je desna strana (44) zaista Wardov
identitet, samo u drukéijoj notaciji. MoZemo i¢i i unatrag ovom notacijom. Pocevsi s definicijom TMR (61)
parametriziramo momente kao u (55),(62) i tenzore polarizacije kao u (56). Zatim obrnutim postupkom i War-
dovim identitetom na desnoj strani jednadZbe (44), dobivamo zakone o¢uvanja (tj. simetrije). Ovime smo
pokazali da su asimtotske simetrije i TMR matematicki povezani s Wardovim identitetom.

4 Gravitacijski memorijski efekt

4.1 Memorijski efekt kao posljedica supertranslacije

Pretpostavimo da su na sferi postavljena dva detektora koji su istom r = rg,ali su udaljena medusobno za dz
u vremenskom periodu v < u;. Njihovu vlastitu udaljenost éemo oznagciti s L i ona je dana pomocu:

L:/w/gl’;udm“dﬂc”. (64)

gdje je gfw pocetna metrika parametrizirana s (11) . U vremenskom periodu u; < w < uy prolazi gravitacijski
val koji mijenja metriku u gl{,j . Nakon prolaska gravitacijskog vala detektori su opet u vakuumu ostavivsi
promijenjenu metriku i njihova medusobna kutna udaljenost se promijenila zbog te razlike u metrici (Slika 7),
ta promjena medusobne udaljenosti se naziva gravitacijski memorijski efekt. Promjenu u medusobnoj udaljenosti

AL je dana s:
AL = / \ g dardzy — / \ 9Ly dzrda . (65)

Iskoristimo gornje jednadzbe, razvijemo u red i zadrzimo se na najveéim ¢lanovima, dobivamo da je promjena

u udaljenosti:
T

~ 2
AL~ 570C:2(02)" + k& (66)

Dakle, promjena u udaljenosti izmedu detektora je inducirana s promjenom u Cy4 4, koja se prema (26-29) javlja
ako supertranslacije mijenjaju vakuumsko stanje. Ovime smo pokazali da su asimptotske simetrije povezane s
gravitacijskim memorijskim efektom, preciznije re¢eno supertranslacije induciraju memorijski efekt.
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Slika 7: Memorijski efekt. Prolazak gravitacijskog zracenja kroz dva inercijalna detektora, koji se nalaze u Z+,
u vremenskom periodu uy — u; uzrokuje promjenu u njihovoj relativnoj udaljenosti za AL.

4.2 Memorijski efekt i TMR

Prouc¢imo rezultat koji su razmatrali Braginky i Thorne [17], kada su prouc¢avali sudare masivnih objekata poput
neutronskih zvijezda ili crnih rupa. Pronagli su da ée se nakon sudara pojaviti promijena u metrici na ZT. Ta

razlika u metrici Ah(Z),,, nakon prolaska gravitacijskog vala u vremenu u = uy je dana s:

n

G m DinPiv p/ p/,y
A — _ ~ ipPiv. ) _
O N O S r SL IR (67)

gdje su p, (p!,) 4- momenti od m (n) odlaznih (dolaznih) objekata u sudaru, 6 je step funkcija, £ = (1, %) je
4-vektor koji gleda od mjesta sudara (u centru Penrose dijagram) do udaljenog promatraca na Z*. Dakle razlika
izmedu gornje razlike u metrici i M,,, predfaktora amplitude rasprienja (47):

m

p?v l,p;{,‘y - PkuPrkv
M, = SWG[ wky * } (68)
: g;p“q Z; pq

je u faktoru 1 (zato jer je ¢“w(1.%))). Da dobijemo (67) iz (68) primjenimo Fourijerov tranformat ffooo due™ty

na gornju jednadzbu i iskoristimo da vrijedi:

/ h duei:u — inf(u). (69)

—0o0

Dakle, razlika u metrici (tj. memorijski efekt) i TMR medusobno su povezani Fourijerovom transformacijom do
na konstanu. Ovaj rezultat nam govori da se crne rupe (ili neutronske zvijezde) i elementarne ¢estice na velikim
udaljenostima ponasaju kao tocke. Izvod u opéenitom slucaju je dan u [11].

5 Zakljucak

Proucavali smo tri IC pojave koje su na prvi pogled nepovezane. Prvo smo proucavali asimptotske simetrije.
Poceli smo od definiranja metrike u Bondijevom bazdarenju i razvili danu metriku oko r = oco. Oblik ¢lanova smo
odredili tako da smo postavili uvjete da nam metrika daje gravitacijske valove, da rjesenja ne daju beskonacne
energije i da nam geometrija je oblikovana Einsteinovom jednazbom polja. Odredili smo Kilingova vektorska
polja na metrici, koje smo nazvali supertranslacije , i provjeravali kako ona djeluju na danim ¢lanovima. Rezul-
tati nam govore da su dva prostora povezana supertranslacijama fizikalno nejednaka. Zatim smo definirali obitelj
o¢uvanih naboja i pokazali da one jesu generatori simetrija danim poljima (¢lanovima u razvoju). Napravili smo
pregled izvoda TMR i pokazali da Wardov identitet vodi na oCuvanje energije, sto je u asimptotskom slucaju
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jedan dio simetrija. Kada smo krenuli od asimptotskih simetrija pokazali smo da mozemo do¢i do TMR-a, ali u
drugacijoj notaciji i pritom smo dosli do rezultata koji kaze da postoji potencijalno beskona¢no mnogo Wardovih
identiteta. Stoga, Wardovi identiteti mogu biti skrivene simetrije u kvantnim poljima. Krenuvsi od memorijskog
efekta dogli smo do toga da su one uzrok tomu da supertranslacije mijenjaju fizikalno stanje vakuuma, §to nam
daje da mjerenjem gravitacijskog efekta moZzemo proucavati asimptotske simetrije. Isto tako, ako primjenimo
Fourijevov transformat na predfaktor u TMR-a, dobivamo memorijski efekt. U zakljucku, tri dane IC pojave
su medusobno povezane i ako napravimo pomak u jednoj od pojava mozemo odmah na¢i rezultate i za druge
dvije. Takoder, povezanost izmedu memorijskog efekta i ostale dvije pojave nam daje alate za eksperimentalno
proucavanje tih dviju pojava.
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