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Nekomutativni prostori predstavljaju generalizaciju pojma prostorvremena na Planckovoj skali.
Kao takvi, predvidaju pojave koje se ne mogu opaziti u komutativnim prostorima, kao §to je lom
Lorentzove simetrije. U ovom seminaru konstruirat ¢emo simetriju nekomutativnih prostora Moya-
lovog tipa deforimiranjem Poincaréove grupe. Taj rezultat odrazit ¢e se i na Cesti¢ne statistike te
¢e se pokazati da se i valne funkcije sustava fermiona ili bozona moraju deformirati. Na kraju ¢emo
spomenuti teorijska predvidanja teorije polja na nekomutativnim prostorima nastala na temelju

deformiranih statistika.
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1. UVOD

Motivacija za nekomutativne prostore javlja se na vise
mjesta u teorijskoj fizici. Veé¢ prve naznake vidimo u
kvantnoj mehanici, gdje se pojavljuju komutacijske rela-
cije izmedu kanonskih koordinata i impulsa, tj. dolazi
do razmazivanja toCaka u faznom prostoru. Prvi koji je
konstruirao takav prostor bio je Snyder, koji je predlozio,
izmedu ostalog, to da bi nekomutativni prostori mogli
ukloniti divergencije iz teorije polja.

Dodatni argument za razmazivanje tocaka prostorvre-
mena nalazimo u ¢injenici da ispitivanjem prostorvre-
mena na Planckovoj skali moramo korsititi ¢estice velike
energije, ¢ime im se lokalizira valna duljina. U nekom
trenutku valna duljina postaje manja od Schwarzschil-
dovog radijusa i Cestica kolabira u crnu rupu, a unutar
tog radijusa ne mozemo ispitivati prostorvrijeme. Kako
bi se taj problem uzeo u obzir, namecée se minimalni vo-
lumen prostorvremena s komutacijskim relacijama, koje
daju relacije neodredenosti oblika [1]

AZFARY > 12, (1.1)
gdje je I, = \/hG/c® ~ 10733 cm Planckova duljina.

Uz to, mozda i najvazniji argument zbog kojeg su ne-
komutativni prostori dobili na popularnosti jest teorija
struna, u kojoj se isti pojavljuju kao niskoenergetski li-
mes.

Pri izgradnji teorije polja, kako na obi¢nom prostor-
vremenu, tako i na nekomutativnom, treba voditi racuna
o fizikalnosti teorije. To osiguravaju tzv. Wightmanovi
aksiomi, kao i Coleman-Mandula teorem, koji govori da
se unutarnje simetrije teorije polja i simetrije prostor-
vremena mogu kombinirati samo na trivijalan na¢in. Za
sada nije pokazano, postuju¢i Wightmanove aksiome, da
postoji zadovoljavajuca teorija s interakcijom u 4 dimen-
zije, no na nekomutativnom prostoru je nadena egzaktno
rjesiva ¢* teorija [10]. Takoder su neka istrazivanja po-
kazala da teorije na nekomutativnim prostorvremenima
zaobilaze Coleman-Mandula teorem, uz veé¢ postojeéu te-
oriju supersimetrija [11].

U ovom seminaru bazirat ¢emo se na Moyalovom ne-
komutativnom prostoru, koji je dan s nekomutativnim
relacijama oblika

gdje su 8;; komponente konstantnog antisimetri¢énog ten-
zora ranga dva. Evidentno je da ova relacija ne postuje
Lorentzovu simetriju, barem ako pretpostavimo da se ne-
komutativne koordinate transformiraju kao obi¢ne. Cilj
ovog seminara je nacéi simetriju ovog prostora, Sto ¢emo
postié¢i deformacijom Poincaréove algebre. Kako bismo to
napravili, uvest ¢emo prvo neke matematicke pojmove,
od kojih je najvazniji Hopfova algebra te pojmove za-
kretanja i x-produkta. Hopfova algebra predstavlja naj-
jednostavnije poopéenje pojma Liejeve algebre koje jos
uvijek omogucéava opis deformirane strukture prostorvre-
mena. Nadalje, pogledat ¢emo kako se u ovom prostoru
ponasaju Cesti¢ne statistike, odnosno, kako se mijenjaju
valne funkcije sustava identi¢nih Cestica, kao i komuta-
cijske relacije izmedu operatora stvaranja i poniStenja.
Pokazat ¢emo kako se taj rezultat moze dovesti u vezu s
eksperimentom koji bi mogao potvrditi postojanje neko-
mutativnih prostora.



2. HOPFOVE ALGEBRE

U ovom poglavlju definiramo matematicke alate po-
trebne za nalazenje simetrije Moyalovog prostora. Prvi
korak u konstrukciji nekomutativnih prostora je opisiva-
nje obi¢nog prostorvremena algebrom glatkih funkcija.
Zato definiramo pojam algebre i koalgebre na nacin po-
godan za takvu konstrukciju.

Definicija 1. Asocijativha algebra s jedinicom
je vektorski prostor A s dva linearna preslikavanja,
mnozenjem m : A® A — A i jedinicom n : C — A
koja zadovoljavaju

m(m®1) =m(l®m)
mne1)=m(l®n) =id

(asocijativnost),
(postojanje identitete).

Ovdje A ® A oznacava tenzorski produkt algebri, 1 je-
dini¢ni element, a id identitetu na A.

Njoj dualnu strukturu posjeduje koalgebra, $to znaci
da se formalna definicija dobije okretanjem strelica u defi-
niciji algebre i dodavanjem prefiksa ko- na preslikavanja.

Definicija 2. Koalgebra je vektorski prostor A s dva
linearna preslikavanja, komnozenjem (koproduktom) A :
A— A® Aikojedinicom ¢ : A — C koja zadovoljavaju

(A®id)o A= (id® A)o A
(e®id)oA=(id®e)oA=1id

(koasocijativnost),

(postojanje identitete).

Definicija 3. Bialgebra (A, m,A,n,¢) je vektorski
prostor A sa strukturnim preslikavanjima algebre i koal-
gebre koja zadovoljavaju prethodno definirana svojstva i
koja su medusobno kompatibilna, tj.

A(ab) = A(a)A(D), A(1)=1®1,
e(ab) = e(a)e(b), €(1)=1.

Za definiciju Hopfove algebre potreban nam je jos po-
jam inverza u koalgebri, tzv. antipoda.

Definicija 4. Hopfova algebra je bialgebra s line-
arnim preslikavanjem S : 4 — A kojeg nazivamo antipo-
dom (ili koinverzom) sa svojstvom

m(S®id) o A=m(id® S)oA=noe.

Iz svojstva antipoda slijedi da je antihomomorfizam, t;j.
S(ab) = S(b)S(a), za razliku od koprodukta i kojedinice
koji su homomorfizmi.

2.1. Univerzalna omotacka algebra

Jedan primjer Hopfove algebre s kojim ¢emo dalje ra-
diti je univerzalna omotacka algebra U(P) Liejeve alge-
bre P, koja se definira kao algebra razapeta polinomima
generatora P modulo komutacijske relacije [X;, X;] =
clvijk, gdje su X; generatori P. Ona je pogodna za
rad s tenzorskim produktima te ¢e nam omoguéiti da
definiramo deformaciju Poincaréove algebre. Kako bi-
smo definirali strukturu Hopfove algebre za univerzalnu

omotacku algebru, definiramo kostrukture na generato-
rima Liejeve algebre

AX)=Xiol+10X, Ad) =10l (21)
i) =0, el)=1;
S(X;) = —X;, S(1)=1.

Kostrukture definirane na ovaj nac¢in nazivaju se primi-
tivnima. Djelovanje kostruktura prirodno se poopcéuje na
sve elemente U (P) zahtjevima da su A i e homomorfizmi,
a S antihomomorfizam, dakle da imaju svojstva dana u
definicijama bialgebre i Hopfove algebre.

Trebalo bi jos provjeriti da je konstrukcija Hopfove al-
gebre U(P) dobro definirana, tj. da su kostrukture dobro
definirane. Buduéi da se svi dokazi provode na analogan
nacin, pokazat ¢emo da je A dobro definiran. Zbog line-
arnosti [X;, X;| vrijedi

a zbog ¢injenice da je A homomorfizam, slijedi
A([Xi, X)) = AX)A(X;) — AX;)A(XG).

Kako bismo pokazali da su ta dva izraza jednaka, a i kako
bismo ubuduce lakse racunali sli¢ne izraze, uvodimo tzv.
Sweedlerovu notaciju, koja glasi

Alg) =) eWrged, cep. (24)

Ova notacija pogodna je za rad s tenzorskim produktima
algebri, gdje je produkt dan kao (a ® b)(c® d) = ac ® bd.
Cesto se u izrazima oblika (2.4) podrazumijeva sumacija
pa se i ne pise. Ovako konstruirana Hopfova algebra je
kokomutativna, tj. vrijedi A(¢) = M @e?) = @ e,

3. ZAKRETANJE POINCAREOVE ALGEBRE

Poincaréova algebra P dana je generatorima transla-
cija P, i Lorentzovim generatorima M,,,, koji zadovolja-
vaju komutacijske relacije

[le Pl/} =0,
[P Myp) = i(NopPp — MppPo),
(M, Moyl = i(MupMue + Nvoe Mpup — Muo Myp — Nup Mo ).

(3.1)

Djelovanje reprezentacija U (P) na tenzorski produkt A®
A dano je primitivnim koproduktom (2.1), kojeg ¢emo u
ovom slucaju oznacavati s Ay kako bi se razlikovao od
deformiranog. Kako bi djelovanje koprodukta bilo dobro
definirano, mora biti kompatibilno s mnozenjem m, tj.

Pyemo(fi ® fa) = moAo(Pu)(f1 @ f2), (3.2)



gdje mg takoder oznacava nedeformirano mnozenje'.

Deformaciju U(P), to¢nije strukturnih preslikavanja
povodimo s tzv. zakretanjem (eng. twist) F € U(P) ®
U(P), koji zadovoljava relacije kocikliénosti i kounitar-
nosti, respektivno

(FR1L)(A®id)F =1 F)(id® A)F, (3.3)
(e®id)F = (id®e)F = 1. (3.4)

Deformacija koprodukta dana je transformacijom
slicnosti
Ag(X) = FA(X)F 1, (3.5)
gdje Ay oznacava deformirani koprodukt, a X generator
P. Pri ovakvoj deformaciji, samo djelovanje generatora
ostaje isto. Takoder, u ovom slu¢aju ne mijenjaju se ni
kojedinica, ni antipod.
Za operator zakretanja uzimamo da je oblika
F= exp(%@‘“’PH 2 P,). (3.6)
Bududi da generatori translacija P, medusobno komuti-
raju, koprodukt Ag(P,) ostaje nepromijenjen, tj.
Ag(P,) =A¢(P,)=1® P, +P,®1. (3.7)
Ono §to se mijenja jest Ag(Map) pa deformirani kopro-
dukt glasi

No(Mog) = €20 Pu®Pe Ao (Mog)e @O P8P (3.8)
Kako bismo to izrac¢unali, koristimo BCH lemu
eBe=A =Y L [A,[A, .. [A, B], iz tega slijedi

n  \—
Ag(Mapg) = Map @1+ 1@ Mg (3.9)

1 174
_§9H [(nuaPB - nuﬁPa) ®@P,+PF,® (NvaPs — nuﬁpa)] .

Vrijedi napomenuti da deformirana koalgebra u ovom
slucaju vise nije kokomutativna.

3.1. *-produkt

Uzmimo da nedeformirana Poincaréova algebra P ima
reprezentaciju na komutativnoj algebri glatkih funkcija
Ay, u kojoj je produkt dan kao produkt po tockama

m(f(x) ® g(z)) = f(z)g(z) = (fg)(x). (3.10)

1 Ovdje > simbolizira tzv. lijevo djelovanje algebre Ag na vektorski
prostor funkcija V. Formalno je definirano kao linearno preslika-
vanje Ao @V — V, takvo da (a1a2)>f = a1b(az>f)ilef = f,
ai,az € Ao, f V.

Reprezentacija Poincaréove algebre na A dana je dje-
lovanjem generatora kao

Buv f(x) =0, f(x),
My, > f(x) =i(x,0, — x,0,) f(2).

Spomenuli smo veé da je djelovanje Hopfove algebre na
tenzorski produkt algebri A dano s koproduktom

(3.11)

mo (Ao(§) > (f®g)=mEW > fec®byg)

U slucaju deformirane algebre U(P) koristimo deformi-
rani koprodukt i kako bi djelovanje na A® A bilo konzis-
tentno, sam produkt funkcija mora se promijeniti. Uvo-
dimo tzv. x-produkt

(3.12)

mg(f(z) @ g(x)) = frg=moF > (f(x)®g(x)).
(3.13)

Time dobivamo nekomutativnu algebru funkcija koju
¢emo oznacavati s Ay.

Pogledajmo sada kako izgleda komutator koordinata
koristec¢i prethodnu formulu

my(Ty ® Ty) = Ty * Ty =mo (e%’eaﬁaa@@;; (zu ® xu))

i
=mo (2u ® 2y + 500y © 115,

=x,T, + %HW; (3.14)

me(z, @ x,) = xy * T, = T2, + %Gw; (3.15)
iz ¢ega, zbog antisimetri¢nost tenzora 0, slijedi

[, 2u]e = 0,0, (3.16)

Sto i jest Moyalova zagrada s kojom smo krenuli. Dakle,
algebre Ay i Ay su izomorfne.

3.2. Teorija polja i reprezentacije deformirane
Poincaréove algebre

Usporedujuéi (1.2) i (3.16) vidimo da nekomutativnu
teoriju mozemo izgraditi redefinirajué¢i produkt funkcija
tako da bude kompatibilan s deformiranim koproduktom.
Kvantna teorija polja dobivena na taj na¢in je invari-
jantna na deformiranu Poincaréovu algebru. Kako bismo
to provjerili, uzmimo za primjer funkciju f,o = z,%s
i usporedimo djelovanje nedeformiranih i deformiranih
Lorentzovih generatora na f. U nedeformiranom slucaju
imamo

M > foo = (2,00 — 2,0,) foo

= i(fuanl/p - fl/anup + fpl/"]mf - fp;muo)’ (3.17)



§to je odlika opcenitog Lorentzovog tenzora ranga dva.
U deformiranom slucaju za funkciju oblika f,; =z, * x5
ne dobijemo isti izraz, $to i nije neocekivano. No, za
simetrizirani oblik fgg =Tk To) = 2 (Tp* Ty + To ¥ Tp)
dobije se prethodni oblik

1
Mgu p‘ga =mgo (AQ(MW) (Q(xp R Ty + Ty ®mp)))

= i(fganup - fﬁanup + fg,/lua - fgunucr)7 (3.18)

¢ime smo potvrdili kovarijantnost s obzirom na deformi-
ranu Poncaréovu algebru. Ovaj argument vrijedi za bilo
koji simetrizirani tenzor izgraden od x-produkata koordi-
nata. Primjerice, pomnozimo li prethodnu relaciju s n°7,
dobijemo da je duzina Minkowskog x,, * z* invarijantna
na djelovanje M},

Uz to, radi konzistentnosti, mozemo provjeriti inva-
rijantnost tenzora 6,, na djelovanje Mgl, tako da

izratunamo Mﬁu([xp,xg]*) koriste¢i (3.9)

Mﬁl/([xpa QZ‘U]*) = ([muvxo]* - Zﬂua)nyp
_([Ilnxo}* - iaua)nup - ([ﬂju,xp]* — i@W,)nW
+([x1/7$p]* - iel/p)nu(f =0. (319)

Bududi da je 0,0 = —i[x), 7o)y, slijedi Mf,(6,5) =0, tj.
slijedi da je 0,, invarijantan na deformiranu Poincaréovu
algebru.

Iz ovoga mozemo zakljuciti da bismo zamjenom svih
produkata polja u Lagrangijanu koji opisuje komuta-
tivnu teoriju sa x-produktom polja dobili odgovarajucu
teoriju na nekomutativhom prostoru. Vazan zakljucak
ove rasprave je da se reprezentacije Poncaréove algebre
nisu promijenile prilikom deformacije. Komutativna te-
orija ima Casimirove operatore P2 i W2, gdje je W, =
—%ealgw;Mﬁ'yP‘s tzv. Pauli-Ljubanski operator. Buduéi
da je zakretanje dano kao eksponent operatora transla-
cije, odmah vidimo da se P? ne mijenja, a za W, po-
gledajmo izraz (3.9). Vidimo da bi dodatni ¢lanovi nas-
tali zbog deformacije imali produkt tipa €,gys5PaF3, 5to
i8¢ezava jer operatori translacije komutiraju medusobno,
odnosno, njihov produkt je simetrican na zamjenu in-
deksa, a Levi-Civita tenzor je antisimetrican. Reprezen-
tacije u nekomutativnom sluc¢aju ¢e takoder biti labeli-
rane svojstvenim vrijednostima Casimirovih operatora,
m? i m?s(s + 1), respektivno.

4. DEFORMIRANE CESTICNE STATISTIKE

U ovom poglavlju pokazat ¢emo kako deformiranje ko-
produkta povla¢i deformiranje statistika za kvantni sus-
tav n Cestica i za kvantnu teoriju polja.

4.1. Kvantna mehanika

Radi jednostavnosti radimo s dvocesti¢nim sustavom.
Valna funkcija dvije Cestice u slucaju 6, = 0 je tenzorski

produkt jednocesti¢nih valnih funkcija, tj. zivi u Ag®Ap,
gdje je Ag veé spomenuta algebra glatkih funkcija s pro-
duktom po tockama. Lorentzove transformacije Ay ® Ag
uvode se preko primitivnog koprodukta Ag. U nekomu-
tativnom slucéaju valna funkcija je element Ay ® Ag i
transformira se preko deformiranog koprodukta Ag.
Uobi¢ajeno u fizici radimo sa simetri¢nim (bozoni) ili
antisimetriénim (fermioni) valnim funkcijama

¢®s><:%(¢®x+x®¢), (4.1)
¢®Ax=%(¢®x—x®¢), (4.2)

koje zadovoljavaju
¢ ®s X =+X®@s 9, (4.3)
PRAX=—X®a0 (4.4)

U Lorentz invarijantnoj teoriji, statistike moraju biti
jednake u bilo kojem referentnom sustavu. Matematicki
iskaz toga je da simetrizacija, odnosno, antisimetrizacija
moraju komutirati s Lorentzovim transformacijama.

U slu¢aju deformiranog koprodukta, o¢ekivano ne¢emo
imati takvo slaganje. Kako bismo to vidjeli, piSemo F i
F~1 u Sweedlerovoj notaciji

F=) Mol Fl=) jYef?, 45

tako da

FFl=191l= Z fDe F1)B g fl(lz)fg)
a,B

(4.6)

Djelovanje Lorentzovih transformacija na jednocesti¢na
stanja definira se sa

Av ¢ =p(A)> o,

gdje je p reprezentacija Lorentzove algebre na prostoru
funkcija Ag. Nadalje, djelovanje Lorentzove transforma-
cije na dvocesticno stanje, tj. na tenzorski produkt dva
jednocesti¢na stanja realizirano je putem koprodukta na
sljedeéi nacin

Av (@ x)=(p@p)AN)(¢® X).

Dakle, pomoc¢u koprodukta ta se definicija djelovanja
prosiruje na dvocesti¢na i opéenito na n-Cesti¢na stanja.
Lorentzova transformacija u deformiranom sluc¢aju tada
glasi

(4.7)

(4.8)

A:gp@x — (p@p)A(A)s(¢® X)

=" p(fONFD g @ p(FP AT )x
B

(4.9)

Provodeéi simetrizaciju/antisimetrizaciju prethodnog
izraza, dobivamo



> DUAFOR @ p(FEPAF)X
@.p

+p(fOAFOP)y @ p(FVAFM)o, (4.10)
dok s druge strane imamo
(p® P)A(A)o(¢ @54 X)
= > p(FOAFONG @ p(FPAFT )
ip(fﬁ)“/\f“)ﬂ)x @ p(fOAFP)o. (4.11)

Vidimo da se prethodna dva izraza ne poklapaju, sto je
posljedica toga da deformirani koprodukt nije kokomuta-
tivan.

Postoji i drugaciji nacin za prikazati ovo neslaganje.
Definiramo operator zamjene 7y kao

(6@ X) = X® ¢, (4.12)
U kvantnoj mehanici na ravnom prostoru taj operator
komutira sa svim ostalim opservablama, $to implicira da
nijedan operator u Hilbertovom prostoru ne moze promi-
jeniti statistiku. Hilbertov prostor tada mozemo izgraditi
od elemenata oblika

1+
( 270> $® . (4.13)
Iz relacija (4.10) i (4.11) slijedi da
ToAg 7& Ag’]’o. (414)

Logican sljede¢i korak je da deformiramo i operator 7y
kako bi bio kompatibilan s deformiranim koproduktom,
tj. kako bi Cesticne statistike bile kompatibilne s defor-
miranom Poincaréovom invarijantnoséu. Definiramo de-
formirani operator zamjene koji komutira s deformiranim
koproduktom

To = ]:'7'0]:_17 TGZ =1x®1. (415)
U skladu s time, definiramo stanja koja razapinju inva-
rijantne podprostore dvocesticnog Hilbertovog prostora,
koji respektivno opisuju generalizirane bozone, odnosno,
fermione. Ta stanja postuju deformirane Cesticne statis-

tike

1+
2

¢®Sex—( )¢®X7¢®A9X—<12TG>¢®X-

(4.16)

Promotrimo slucaj Cestica opisanih ravnim valovima
ep(r) = e~ i pronadimo kako izgledaju deformirane
statistike.

Prvo izrac¢unajmo par korisnih relacija

(4.17)

nF U (f@g) = (e 3 IO (f o))

i

—e 10" P,@P, <g ® f) _ e%‘g‘“'PM‘@PV (g ® f)

=Fro(f ®g) = 10F ' = Fry. (4.18)

Iz zadnje relacije slijedi svojstvo 79 = FroF ! = F21p.
Sada mozemo izracunati fazu pri zamjeni jednocesti¢nih
valnih funkcija u ukupnoj valnoj funkciji, dakle ra¢unamo
izraze oblika

(4.19)

koristeéi prethodno dobivene relacije.
dobije glasi

Rezultat koji se

(ep ® S, A6 eq) = ieiwwp“qu (eq ® S, A6 el))’ (4'20)

Sto se reducira na poznati slucaj kada 0** — 0.

4.2. Statistika kvantnih polja

Kvantno polje izvrijednjeno u tocki prostorvremena
daje operator koji djeluje na Hilbertovom prostoru. Ako
polje u tocki z1 djeluje na vakuum, dat ¢e jednocesticno
stanje centrirano oko tocke x;. Analogno tome tenzorski
produkt dva polja ®(z1)®(x2) djelovanjem na vakuum
daje dvocestitno stanje s jednom cCesticom centriranom
oko x1, a drugom oko x».

Ako uzmemo da je a, operator ponistenja, po analogiji
sa standardnom teorijom polja ocekujemo da vrijedi

010" ()al]0) = ¢, (421
302 (e afallo) = (157 (6 eo)(or,an)

= (eP ® 35,40 eq), (422)

qdje smo koristili standardni rastav polja po modovima,
a @~ (z) oznacava samo modove uz operator ponistenja.
Takoder primijetimo drugaciji poredak impulsa p i q s
lijeve i desne strane jednakosti (4.22), §to predstavlja ko-
nvenciju za uspostavljanje veze izmedu operatora stvara-
nja i poniStenja i jednocesti¢nih stanja.

U ovom formalizmu mijenjaju se komutacijske relacije
operatora stvaranja i poniStenja. Koriste¢i opet relaciju
(4.22), slijedi za stanja labelirana impulsom

D, @) 50,40 = £ PE% (g, p) 5, a4, (4.23)

§to povlaci komutacijske relacije
a;r)a}; = 40" Puds aga;), 4.24)
apay = £ Privg q,. 4.25)



Statistika kvantnih polja inducirana prethodnim rela-
cijama tada glasi

9"

O (21)0 (23) = 4e T IE B (2)8 (21). (4.26)

Bilo koja kvantizacija treba biti kompatibilna s pret-
hodno dobivenom statistikom, odnosno, treba biti kom-
patibilna s deformiranom Poincaréovom invarijantnoscu.

5. NE-PAULIJEVI PRIJELAZI NA
NEKOMUTATIVNOM PROSTORU

Na temelju prethodnog poglavlja, opravdano je preis-
pitati principe lokalne teorije polja, kao $to je na primjer
teorem o spinu i statistici i fizikalne implikacije koje on
ima. Konkretno, mozemo traziti atomske ili nuklearne
prijelaze koji bi na komutativnom prostoru bili zabra-
njeni Paulijevim principom iskljucenja.

Matematicka arena na kojoj se tipi¢no provode ovi
ra¢uni nije Moyalov prostor, buduéi da on ne posjeduje
sfernu simetriju koju imaju atomski i nuklearni procesi
pa se racun brzo zakomplicira. Umjesto toga, radimo s
algebrom koordinata prostorvremena koja se oznacava s
B, i dana je komutacijskim relacijama

[To, T3] = ixe€ijun; Tk,

[zi, 2] =0 (5.1)

gdje 1, j, k oznacavaju prostorne koordinate, xy je vre-
menska koordinata, y € R, a 7 je fiksni trodimenzionalni
vektor.

Hopfovu algebru koja predstavlja simetriju ovog pros-
tora opet nalazimo slicnom procedurom, ovaj put defor-
mirajuéi koprodukt grupne algebre? Poincaréove grupe
CP zakretanjem oblika

Gyr = eEX(Po®ii-J=7i-J&Po) (5.2)
gdje je operator Py operator vremenske translacije, a ope-
ratori J; operatori rotacije. Provodimo istu proceduru
deformacije kao i u prethodnim poglavljima, iz cega se
dobije novi koprodukt i novi operator zamjene. Zakre-
nuta antisimetrizacija inducira ovisnost svojstvenih sta-
nja Hamiltonijana elektrona (nukleona) o x7, sto korigira
vremena zivota atomskih (nuklearnih) procesa. Ocekuje
se da se te korekcije odvijaju na jako dugim vremenskim
skalama, tj. proporcionalno s x 2, a x je reda Planckove
duljine.

Ono s$to dovodi do zabranjenih prijelaza je ¢injenica da
se ti procesi odvijaju na Zemlji koja je rotirajuéi neiner-
cijalni sustav. U usporedbi s vremenskim skalama na ko-
jima se manifestiraju korekcije koje dolaze od nekomuta-
tivnosti, rotacija Zemlje je trenutni proces koji rezultira

2 Grupna algebra lokalno kompaktne grupe moze se konstruirati
pomocu kontinuiranih funkcija s kompaktnim nosa¢em i produk-
tom koji je dan konvolucijom tih funkcija.

—

promjenom osi rotacije generatora J;, tj. m(t) = R(t)7,
gdje je R(t) € SO(3) vremenski ovisna matrica rotacije.
Ono sto se dogada jest da se pri toj trenutnoj rotaciji ne
mijenjaju svojstvena stanja 7,5, ali ona sada nisu svoj-
stvena stanja novog operatora T, (). Razvoj starih sta-
nja po novima daje doprinose i simetri¢nih i antisime-
tri¢nih svojstvenih stanja novog operatora zamjene.

Konkretno, na primjeru berilija koji ima 4 valentna
elektrona, od kojih s 2 u osnovnom stanju, a 2 u
pobudenom, jedan iz pobudenog stanja moze prijeéi u
osnovno stanje, $to bi u komutativnom prostoru bio za-
branjen prijelaz, ali zbog prethodnog argumenta vise nije
zabranjen jer stanja pobudenog elektrona i elektrona u
osnovnom stanju nece biti ortogonalna. Dobije se da je
omjer grananja (eng. branching ratio) zabranjenog i do-
zvoljenog procesa

B, = 1[54— in?(XA
=3 cos(x E1)]sin (4 E), (5.3)
gdje je E' energija osnovnog stanja, a A FE razlika energija
pobudenog i osnovnog stanja.

Postoji nekoliko eksperimenata koji se bave nalazenjem
zabranjenih prijelaza ovog tipa ¢iji rezultati daju granice
na prostorne i energetske skale. Rezultati nekih od tih
eksperimenata nalaze se u tablici (1).

Slika 1. Granice na nekomutativni parametar x. Preuzeto iz
[7].

Experiment | Type |Bound on y (Length scales)|Bound on y (Energy scales)
Borexino |Nuclear <1078 m = 10 TeV
Kamiokande|Nuclear 1072 m 10% TeV
NEMO |Atomic 1072 m 10° eV
NEMO-2 |Nuclear 1074 m 102 TeV
Maryland | Atomic 107 m 10 TeV
VIP Atomic 1072 m 100 TeV

Vidimo iz tablice da su energijske skale mnogo vece
od Planckove energije. Takoder, vremena na kojima se
oc¢ituju ne-Paulijevi prijelazi su puno dulja od starosti
svemira, S§to opravdava omjere grananja reda veli¢ine
10758 — 10755,

6. ZAKLJUCAK

U ovom radu pokusali smo motivirati nekomutativne
prostore kao prikladan opis strukture prostorvremena na
Planckovoj skali. Konstruirali smo simetriju za jednu
vrstu nekomutativnog prostora, tzv. Moyalov pros-
tor, deformirajuéi Poincaréovu algebru koriste¢i forma-
lizam Hopfove algebre. Pokazali smo da ireducibilne re-
prezentacije ostaju iste, Sto opravdava eksperimentalno
potvrdene rezultate koji su dobiveni ne uzimajuéi u ob-
zir lom Lorentzove simetrije. Vidjeli smo da deformirana



Poncaréova algebra rezultira drugacijim statistikama sus-
tava identi¢nih cestica, $to je posljedica zahtjeva da se
statistika ne mijenja prelaskom u drugi inercijalni sustav.
Cinjenica da se mijenjaju oblici simetriénih i antisime-
triénih stanja rezultira u postojanju onoga sto bismo do
sada smatrali zabranjenim atomskim ili nuklearnim pri-
jelazima. Na kraju smo izlozili rezultate eksperimenata
koji su dali osjec¢aj za skale na kojima se odvijaju ovakvi
procesi, §to objasnjava ¢injenicu da ih u uobicajenim eks-
perimentima ne opazamo.
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