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Specijalna relativisticka teorija polja javlja se, zahvaljujuéi svojim uspjesima u objasnjavanju elektroslabih i
jakih interakcija, kao zanimljiv kandidat za opisivanje gravitacijskog medudjelovanja. U ovom smo seminaru
na njezinu temelju, uz koristenje rezultata eksperimenata vezanih za gravitaciju, izveli Hilbert-Einsteinovu

jednadzbu.
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I Uvod

Opca teorija relativnosti, koju je Albert Einstein
objavio 1916. godine u ¢lanku Osnove opée te-
orije relativnosti, pruza opis gravitacije kao geome-
trijskog svojstva prostora i vremena. Takva ge-
ometrijska predodzba medudjelovanja je u temelju
razli¢ita od one koja se javlja u specijalnoj relati-
vistickoj teoriji polja, koja prikazuje jaka i elektros-
laba medudjelovanja kao izmjenu kvanata medu
poljima. No, Zelja za unifikacijom sila rezultirala je
pokusajima interpretacije gravitacije kao specijalne
relativisticke teorije polja. Vazne doprinose tome
dali su Deser i Feynman [1] u svojim predavanjima
o gravitaciji. U seminaru ¢emo se ponajvise sluziti
raspravom T. Ortina koja je dana referencom [4].

Opéenito o gravitonu

Graviton je Cestica koja prenosi gravitacijsku in-
terakciju. Dugodoseznost gravitacijske interakcije
implicira da je graviton bezmaseno polje. Nada-
lje, spin gravitona je cjelobrojan jer je interakcija
staticka i paran zbog toga §to u gravitaciji nema

odbojne interakcije. Eksperimentalno opazeno za-
kretanje svjetlosti kraj zvijezda onemogucuje da je
graviton polje spina nula. Naime, propagator spina
0 bezmasene éestice je proporcionalan s k=2 i je-
dino vezanje mu je T’Lk;_QT’,’j. Medutim, u elek-
tromagnetizmu vrijedi 7%, = 0. To znaci da nema
medudjelovanja izmedu bezmasene cestice brzine
svjetlosti i bezmasenog gravitona, a to nije u skladu
s ogibom svjetlosti kraj zvijezda. Dakle, najmalji
spin koji graviton moze imati je spin 2. Prije nego
$to nastavimo s daljnjom raspravom o Cestici spina
2, proucit ¢emo kako se bazdarne simetrije, iden-
titeti i ocuvane struje ponasaju na jednostavnijem
primjeru spin-1 polja.

II Elektromagnetizam kao
specijalna relativisticka

teorija polja spina 1

Cestica spina 1 opisana je vektorskim poljem A,
Najjednostavnija valna jednadzba koju takvo bez-
maseno polje moze zadovoljavati je oblika 92 A* = 0
E Ako bezmasenu slobodnu teoriju zelimo vezati
na materiju, to opisujemo jednadzbom

92AF = i, (1)

pri ¢emu je j* vektorska struja. Medutim, gustoca
energije nije pozitivno definitna zbog nefizikalnih
stanja koja dolaze od viska komponenata polja A,,.
Bolje receno, polje A, ima ¢etiri komponente od ko-
jih samo dvije opisuju stanja heliciteta. Nezeljena
stanja mozemo ukloniti zadavanjem tzv. Lorent-
zovog uvjeta 9,A* = 0, koji zajedno s (1) daje
otuvanje struje

Iuj" =0. (2)

192 = 9,0, u =0, 1, 2, 3



Voljeli bismo konstruirati lagranzijan takav da iz
jednadzbi gibanja, koje su oblika

D#(A) = j*, (3)
slijedi o¢uvanje struje, odnosno
9,D"(A) = 0. (4)

Jednadzba (4) bi tada predstavljala bazdarni iden-
titet iz kojeg slijedi Lorentzov uvjet. Najopcéenitiji
Lorentz-invarijantni lagranzijan s kvadratnim
¢lanovima 0A je

L = a0,A,0"A" + $0,A,0" A" (5)
¢ija jednadzba gibanja glasi
D¥(A) = ad*A” + $9,0" A" = 0. (6)

Kad izraz (6) uvrstimo u bazdarni uvjet (4), dobi-
jemo a = —f. Lagranzijan (5) time postaje

L= _%aMAyaﬂA" + %aMAVaVA#
1 (7)
= szMVF'uV.

gdje je F, = 0,4, — 0, A, te vrijedi D¥ = 0, F*".
Iz bazdarne invarijantnosti slijedi

oL oL

— —0,———| 6A,

§A, O 5(9,A.) (8)
=0, F"6A, ~ 0,0,F'A.

oL =

Prva jednakost je rezultat opcenite varijacije la-
granzijana s obzirom na polje A,. Relacija u
drugom redu dolazi od toga $to ako J§A, uz-
memo kao bazdarnu transformaciju, onda varija-
cija lagranzijana s obzirom na nju mora biti pro-
porcionalna bazdarnom identitetu 0,0, F'*” do na
povrsinske ¢lanove. Integracija daje izraz

§A, = O,A. (9)

Posljednja jednakost predstavlja bazdarnu tran-
sformaciju polja A,,.

Vezanje na materiju

Slobodni lagranzijan koji opisuje materiju i bezma-
seno polje spina 1 ima sljedeci oblik

Lo=50,60"0 — (EwF™.  (10)

Jednadzbe gibanja su

8¢ =0, (11)
D*¢* =0, (12)
O F" = 0. (13)

Lagranzijan (10) je invarijantan na sljedece tran-
sformacije polja

§A, = 0,A, (14)
¢ = ier. (15)

Varijacija lagranzijana (10) s obzirom na parametar
A je dana izrazom

ie
OrLo = — DN (¢ — pO" 6"
ALo 2u(¢¢¢¢) (16)
:e)\aujfo),

pri ¢emu je j(%) Noetherina struja vezana uz para-
metar A

. ’L L | * *
Jiy = —5 @0"6" —6°0,0). (1)
Za struju j(‘g) vrijedi zakon ocuvana jer iz jed-
nadzbi (11) i (12) slijedi ﬁﬂjég) = 0. Medutim,
j(‘g) oc¢igledno nije izvor za F*. Stoga ¢emo la-
granzijanu (10) dodati ¢lan vezanja L ~ eAujéB)
jer on reproducira Maxwellovu jednadzbu 9, F*" =
~ioy’
L= L o 1F FH eA, 5" 18
1—5 o ¢_Z uv +e wJ(0) ( )
Jednadzbe gibanja sada postaju

¢ +ied, A'¢ + 2ieA,0"p = 0, (19)
D*¢* —ied, Ar¢* — 2ieA,0 " =0, (20)
OuF" = —ejfy).  (21)

No, javlja se problem da za struju j(”o) viSe ne vri-
jedi zakon ocuvanja:

0=0,0,F" = —e@ujé‘o) # 0! (22)
I
(0)
struju lagranzijana (10), a ne lagranzijana (18).
Ocuvana struja lagranzijana (18), s obzirom na pa-
rametar A\, dana je izrazom jé‘l) = jfo) +eA,p*o.
Problem nekonzistentnosti ¢emo pokusati rijesiti
Noetherinom metodom.

Razlog tome je to da j/,, predstavlja Noetherinu

Noetherina metoda

Noetherina metoda je iterativan nac¢in pronalaska
novih Noetherinih struja. Cilj nam je iz slobodne
akcije Sy = [ d*xL, invarijantne na pocetne tran-
sformacije g, dobiti novu akciju

S = /d4x(£0 +ely +e%Ly..) (23)
i nova pravila transformacije

S = o + b1 + £202¢0..., (24)

takva da je akcija (23) invarijantna na transforma-
ciju (24), pri ¢emu je £ parametar deformacije.



Noetherinu metodu ¢emo poblize prikazati na pro-
blemu vezanja u elektromagnetizmu, opisanom u
prethodnom poglavlju. Najprije ¢emo izjednaéiti
parametre transformacija danih u izrazima (14) i
(15) A = A te ¢emo ih smatrati lokalnima A =
Ax):

§A, = 0,A, (25)
5¢ = ieho. (26)

Za lagranzijan (10) sada vrijedi
0Ly = —eaﬂAj(%) # 0, (27)

pa ¢emo mu dodati ¢lan £ ~ eA,Lj(‘g). Varijacijom
novog lagranzijana dobivamo

0L, = —e@uAjﬁ)) + e(")MAjﬁ))
— €20, AA ¢* ¢ # 0.

Kako nam varijacija lagranzijana jos uvijek ne
iS¢ezava, dodat ¢emo ¢lan L ~ %62AHA“¢*¢> :

1 1
Lo = 3 QO P — ZF’“’FW
y (29)
+ eAij*O) + 3¢ A AP G .

Taj c¢lan ponistava preostali dio u varijaciji la-
granzijana (28):

6Ly = —e?0,AA ¢* ¢ + €20, AA $*¢ = 0. (30)

Time smo dosli do Zeljenog rezultata.

IIT Slobodno gravitacijsko po-
lje spina 2

Dosad smo zakljucili da graviton mora biti bezma-
seno polje te da mu najmanji iznos spina moze biti
2. Iz teorije reprezentacije se vidi da graviton mora
biti simetrican Lorentzov tenzor s dva indeksa h*”
¢iji se indeksi spustaju Minkowski metrikom 7,,,, te
da mu trag mora iSCezavati

h=nt, =0. (31)

Nadalje, izvor Newtonskog gravitacijskog polja je
gravitacijska masa, koja je jednaka inercijskog masi
materijalnih tijela. U specijalnoj relativistickoj te-
oriji polja inercijskoj masi je analogan tenzor ener-
gije i impulsa t*” te on predstavlja izvor gravita-
cijskog polja. To znali da se bezmaseni graviton
h*¥ spina 2 na materiju treba vezati putem tenzora
energije 1 impulsa materije th.,... Stoga, trazimo
lagranzijan takav da jednadzba gibanja ima oblik

D" (h) = thl’;tteﬂ (32)

pri ¢emu je D, (h) = 0 jednadzba gibanja za slo-
bodni graviton, a x je konstanta vezanja. Iz zakona

ocuvanja energije 9,th" .. = 0 1 izraza (32) slijedi
jednakost

0,D"" (h) = 0. (33)
Svojstvo (33) vrijedi i izvan masene ljuske, Sto znaci
da se ono moze smatrati bazdarnim identitetom te-
orije.
Sada zelimo pronaéi linearnu teoriju za slo-
¢lanove do drugog stupnja u 9,h,,. Najopcenitiji

takav Lorentz invarijantni lagranzijan dan je s
L = ad,h,,0"h"P 4 b0, h, ,0" h*? (34)
+ ¢0,h0,hH* + dO,, ho" h.

Jednadzba gibanja je
D*?(h) =2ad*h*? + 269, hP* + 9P h

35
+ en®P 9,00 + 2dn*P&?h = 0. (35)

Teoriji zelimo nametnuti bazdarni uvjet (33), iz
kojeg primjenom na izraz (35) slijede koeficijenti:
a= f%b = %c = —d. Uzimamo da je a = i, Cime
lagranzijan (34) postaje Fierz-Paulijev lagranzijan
[2):

1 1
L= L0y 1 = 500" W

1 wup L 3 (36)
+ 50uh0h — 2 8,hd"

a jednadzba gibanja poprima sljedeéi oblik

Duu(h) = 82huu - 28pa(uhu)p + mwaoeaﬁhaﬁ

+ 0,0,k — 1, 0°h = 0. (37)

Trebamo odrediti i bazdarnu invarijantnost Fierz-
Paulijevog lagranzijana:

oL oL
oL = -0 oh,
6hup G P (38)
= D""6hy,, ~ 0,D"’¢,,.

Prva jednakost je rezultat opcéenite varijacije la-
granzijana s obzirom na polje h*?. Relacija u dru-
gom redu dolazi od toga Sto ako dh,, uzmemo
kao bazdarnu transformaciju, onda varijacija la-
granzijana s obzirom na nju mora biti proporci-
onalna bazdarnom identitetu (33) do na povrsinske
¢lanove, pri ¢emu parametar €, mora biti lokalni
Lorentzov vektor. Integriranjem desne strane te
relacije dolazimo do konaé¢nog izraza za bazdarnu
transformaciju:

Ohyy = —0u€, — Oyep. (39)

Primjenom bazdarne simetrije mozemo ukloniti
osam nezeljenih stupnjeva slobode koji neodgova-
raju helicitetu bezmasenog polja h,, spina 2.
U transverznom bazdarenju s iS¢ezavaju¢im tragom
vrijedi

O h'"" =0=h, (40)
$to vodi na relaciju

Dy (h) = 0*hyy = 0. (41)



IV Problem nekonzistent-
nosti 1 Noetherina metoda

Vezanje na materiju

Kada teoriji zelimo dodati vezanje na materiju,
langrazijan (36) dobiva dodatni ¢lan koji dolazi
od materije Lmatter(®) = 3(9¢)? i ¢lan vezanja

%Xhuutﬁ;;ttcr(gb):
L(h,$) = Lrp + Lumatter(¢)
1 » (42)
+ gxh,ul/tmatter(qs)'

Ovakav lagranzijan vodi na jednadzbu (32), iz
koje, primjenom bazdarnog identiteta (33), slijedi
oc¢uvanje tenzora energije i impulsa materije

Outimatter (@) = 0. (43)
Dakle, tenzor th. .. (¢), koji se javlja u jed-

nadzbama (32) i (43), mora biti simetrican, zato
§to je DM simetric¢an, te mu divergencija mora biti
jednaka nuli. Ta dva svojstva se ostvaruju u Be-
linfante tenzoru energije i impulsa slobodne tvari,
kojeg nalazimo simetrizacijom kanonskog tenzora
energije i impulsa tako da mu dodajemo ¢lanove
koji is¢ezavaju na ljusci. Belinfante tenzor ener-
gije i impulsa je u sluc¢aju skalarnog, vektorskog i
simetri¢nog tenzora jednak Rosenfeldovom tenzoru
energije i impulsa, kojeg ¢emo u daljnjem tekstu
detaljnije predstaviti i koristiti u ra¢unu.

No, najprije trebamo provjeriti je li ocuvanje ten-
zora energije i impulsa (43) u skladu s jednadzbom
gibanja koju lagranzijan (42) daje za polje ¢. Nju
¢emo dobiti tako da izra¢unamo tenzor

0 so(8) = ~0"0076 4 S0 (06)° (44

te ga uvrstimo u lagranzijan (42), ¢ime dobivamo
izraz

1 _
‘C(ha QJ)) = 5 (nuu - Xhm/> 8H¢6V¢> (45)
- 1
huy = h;u/ - inuuha (46)

iz kojeg direktno slijedi jednadzba gibanja
9% = X0 (W 0, 0). (47)

Divergiranjem izraza (44) i uvrStavanjem jed-
nadzbe (47) dobivamo

6ut$;tter(¢) = _XaA(hkpap¢)aV¢7 (48)

sto o¢igledno nije u skladu s izrazom (43). Problem
je u tome §to vezanje dano lagranzijanom (42) mi-
jenja jednadzbu gibanja s lijeve strane izraza (32)
te bismo trebali takoder zamjeniti tenzor energije
i impulsa ¢4 ($) s tenzorom 57 .. (¢, h) dobi-

matter 1 ” matter
venim iz Liatter (@) +5 X thasier () kako bismo

spasili taj izraz. No, to neée funkcionirati jer bi-
smo za raCunanje novog tenzora 5. (¢ h) tre-
bali ukljuciti i Fierz-Paulijev dio lagranzijana (36)
zato Sto je jedino ukupni tenzor energije i impulsa
ocuvan, odnosno u skladu s jednadzbom (43). Tu
nekonzistentnost ¢emo pokusati ispraviti Noetheri-
nom metodom.

Newtonska granica

Prije primjene Noetherine metode, pogledat ¢emo
kako se teorija koju smo dosad izgradili ponasa u
Newtonskoj granici. Specijalno-relativisticka ak-
cija za Cesticu mase M, modificirana tako da
ukljucuje vezanje na gravitaciju i integrirana po
4-dimenzionalnoj Diracovoj -funkciji, ima sljedeéi
oblik

1
S:—M/dgi(n ,
SnpXexs

1 L
—i—§th(X))X”X"7 (49)

gdje je § opCeniti parametar putanje Cestice te vri-

jedi X# = %. Tenzor energije i impulsa tockaste

Cestice mase M se moze izraCunati iz rjeSenja jed-
nadzbi gibanja slobodne cestice P* = 0i P*P, =
M?. On iznosi

th = — M 6% 03 (). (50)

Uvrstavanjem (50) u (32) dobivamo jednadzbe gi-
banja za gravitacijsko polje

D (h) = —xM§®) (), (51)
D% (h) = 0. (52)

Kako bismo rijesili te jednadzbe, koristit ¢emo De
Donderovo bazdarenje

O hy, = 0. (53)
Time jednadzba gibanja (37) poprima oblik
Dy (h) = 0*hy. (54)

Sada, izjednacavajudi izraze (51) 1 (52) s (54), do-
bivamo rjesenje za gravitacijsko polje:

2
R = —¢, 55
N (55)
gdje za ¢ vrijedi
2
_X*M
o= Tonz| (56)

Vidimo da ¢ moze biti identificirano s Newtonskim
potencijalom. Da bismo to potvrdili, trebamo vi-
djeti kako ono utjete na gibanje probne cestice.



Stoga, uvrstavamo rjesenje (55) Cestice M u ak-
ciju (49) nove probne Cestice mase m te koristimo
staticko bazdarenje ¢ = X° = t. Rezultat je

S:—m/dt[ 1_v2+\/117v2(1+112)¢]

~ - L4 3 9
N/dt (va meo + va va ¢)+...>.
(57)

U donjoj jednakosti smo uzeli nerelativisticki limes
(v << 1). Prvi ¢lan predstavlja kineticku energiju
Cestice s inercijskom masom m, dok je drugi jednak
potencijalnoj energiji Cestice s gravitacijskom ma-
som m koja se kreée u potencijalu (56). Time smo
potvrdili definiciju potencijala ¢. Takoder, gravi-
tacijska i inercijalna masa su u ovoj teoriji jednake.
Druga dva ¢lana su, redom, relativisticka korekcija
kineticke energije slobodne cestice i korekcija zbog
doprinosa gravitacijskog medudjelovanja kinetickoj
energiji.

Ovaj model daje dobro slaganje s ogibanjem svje-
tlosti, vremenskom diletacijom i sl. Sa zakretom
perihela Merkura dolazi na 0.75 puta od opazene
vrijednosti.

Noetherina metoda

Sada ¢emo Noetherinu metodu primjeniti na
lagranzijan sastavljen od Fierz-Paulijevog la-
granzijana (36) i kinetickog ¢lana koji opisuje ma-
teriju

1 1
Lo = 70uhupd" B = S8,

1 1 1 (58)
+ ié)ﬂhaph”p — Zauha“h + gaﬂqba“q&,
s jednadzbama gibanja
D, (h) =0, (59)
0%¢ = 0. (60)

Lagranzijan (58) je invarijantan na sljedeée tran-
sformacije polja:

doxt = x X, (61)
Sohyw = —Ou€y — Opey — XS Oy, (62)
b0 = —xEH" 0o, (63)

pri ¢emu je ¥# parametar globalne simetrije. Ka-
nonski tenzor energije i impulsa materije ¢, (¢) je
dan izrazom (44), a kanonski gravitacijski tenzor
energije i impulsa ¢, (h) iznosi

1
tu(h) = —ia,ihma,,hﬂ7 + 0,0 dgh,,

1 1 1
= 30uh sy = 50°hDuhuy + 50uhDuh -t 1 Ly,
(64)

Za tenzore t,,(¢) i t,,(h) vrijede zakoni o¢uvanja,
odnosno

Mty () = =098, = 0, (65)
1
Mty (h) = —§thApDAP(h) =0. (66)
Tenzor t,,(¢) nije izvor za polje hy,, stoga ¢emo

lagranzijanu (58) dodati ¢lan £ ~ xh*t,,(¢), koji
predstavlja vezanje na materiju:

1
£1 = ['O + QXh#UtuV(gb)' (67)
Jednadzbe gibanja postaju:
D#V(h) = Xluv (¢)a (68)
1
0,0"¢ = x0, (h””[“),,qs _ 2h3“¢) ) (69)
Medutim, ¢, (¢) viSe nije otuvan:

0=0"D,, = x0"t,(¢) = —x0*¢0, ¢ # 0! (70)

Razlog tome, kao $to smo i prije spomenuli, lezi u
¢injenici da t,,,,(¢) nije Noetherina struja vezana uz
L4 dan izrazom (67), veé uz Ly dan s (58). O¢uvana
je ukupna energija sustava, a ne samo ona koja do-
lazi od materije. To zapravo znaci da ¢emo gravita-
ciju morati vezati samu na sebe. Dakle, gravitacija
¢e biti nelinarna teorija.

Ako lagranzijanu (67) pokusamo dodati ¢lan sa-
mointerakcije na slican nacin kao Sto smo ucinili
s tenzorom energije i impulsa materije, dobivamo

sljede¢i oblik
1 e 1 v 1P
Lo = Zauh,,pa h"P — ia#h,,pa h
1 1
+ iauhaph“” — Zaﬂha“h

1 1 1
+ §8u¢5“¢ + §thtw(¢) + §Xh’wtw(h)~

(71)

No, takvo vezanje ne daje jednadzbu gibanja
D;U/(h) = Xtuu (d)) + th/(h) (72)
kakvu zahtjevamo. Stoga, moramo potraziti

slozeniji ¢lan samomedudjelovanja. Trebamo ko-
rekciju oblika Loy = %Xh‘“’liu,, ~ xh(0h)(Oh)
takvu da lagranzijan

1 1
L3 = 70uhu 0" B = S0, 0 1
1 1
+ S0uhO " — < 8,hO"

1 1 1
+ 5@@8‘% + iXhWtw(@ + iXhWEW
(73)

i izraz za gravitacijski tenzor

sLPA
tlu‘y(h) == L/u/ - 8(,- <hp)\68hl“/> . (74)



vode na jednadzbu gibanja i zakon ocuvanja ener-
gije i impulsa sljedecih oblika:

Dy (h) = Xt () + Xty (), (75)
" (tuw () + tuw(h)) = 0. (76)

S obzirom na simetrije, konzistentnost teorije
mozemo posti¢i tako da izgradimo teoriju invari-
jantnu na lokalnu verziju simetrija polja ¢ i hy,
¢ije su transformacije dane izrazima (62) i (63).
To éemo pokusati posti¢i identifikacijom parame-
tara X# = €” te ¢emo ih smatrati lokalnima. Osim
toga, zahtjevamo da bazdarne transformacije ge-
neriraju jedno te istu algebru na ¢ i na h*”. To
znacCi da ako imamo dvije transformacije §; s in-
finitezimalnim parametrima €; i €2, komutator tih
transformacija primjenjen na ¢ i h,, mora takoder
dati transformaciju ¢; s nekim parametrom ez koji
je funkcija parametara €; i €3 :

(651, 652] = 5eelene) (77)

Postujuéi navedene uvjete dobivamo zahtjev da la-
granzijan (73) mora biti invarijantan do reda x? na
nove transformacije polja:

S1huy = —0u€, — Oyey — X Onhu
— Xaue)‘hl,)\ — X&,e)‘hw\, (78)

019 = —xe"0,¢. (79)

Transformacije (78) i (79) imaju algebru [07", 072] =
5:{61’62], gdje je [e1, €2] Lieva zagrada dva vektorska
polja. Izvodi se mogu naéi u referencama [3] i [5].

Najopceniti izraz za Leorm je

1
Leor = Hxh"" (0, hpr0u b + BOLRpNOPRY, + ...

(80)

On se sastoji od 20 ¢lanova sa 16 koeficijenata. Ko-
eficijente odredujemo iz bazdarnog uvjeta vezanog
uz invarijantnost na transformacije (78) i (79)

3ut" (h) = 7,5 "D (), (81)
1
Yo = 5 (aph)\z/ + a)\hup - 8uhp)\) ) (82)

koji je posljedica toga da je Noetherina struja
vektorskog polja vezana uz Belinfante-Rosenfeldov
tenzor, a ne uz kanonski tenzor energije i impulsa.
Konacan izraz za Leopr je

1 1
Leorr = 2thj< - iaﬂhp)\auhpk - 8ph#/\aph)\y
+ O*h{, phuyx + 200000y o
— 9\ Oh — Oy, 0P By
— My (uOuyh + Onhy O h

1
+ 58“}18,}1 + 7]/LV£FP> .

Kada uvrstimo korekciju (83) u lagranzijan (73) i
izratunamo jednadzbe gibanja, dobivamo:

Dy (h) = Xty (¢) + Xty (h), (84)

¢ = x0, <h’“’8y¢ — ;h@“qﬁ) . (85)

Zakon o¢uvanja energije i impulsa (76) takoder vri-
jedi.

Dobili smo rezultat koji je konzistetan u prvom
redu s obzirom na y. Izracuni za zakret peri-
hela Merkura se slazu s eksperimentalnim vrijed-
nostima. Dakle, vezanjem na materiju ispravili
smo prijasnje odstupanje. Medutim, racunanje
visih redova u x je vrlo komplicirano. Stoga ¢emo
predloziti elegantnije rjesenje.

V  Deserov argument

Uvodimo lagranzijan s dva nezavisna polja @"” i
I',,” koja su simetri¢na na zamjenu indekasa p 1 v:
£0 = X@HD (apr;u/p - aﬂrupp)
86)
v A A (
0 (T, T = T, T )

Lagranzijan Ly je invarijantan na sljedece transfor-
macije polja:

0Py = —20(u€0) + N 0pe’, (87)
or,," = —x0,0,¢€ . (88)
Jednadzbe gibanja za polja " i T',,7 su

9,T,," — 0L, =0, (89)

X0, — Xa,\so)‘(“(;”p) _ 2I‘p(‘“’)
+T06%) 4T N = 0. (90)
Djelujuéi redom s §,f i 1, na jednadzbu (90), do-
bivamo izraze
Lot = —%xf)p% o=k (91)
L7 = X097, (92)

koji, kad se ponovo uvrste u jednadzbu (90), daju
rezultat

1
L = X0, WY =gt — oo, (93)

Kombiniranjem jednadzbe (93) s permutacijama
F,f"p) i Fﬂ(up) dobivamo uvjet na 'y,

1
Lo = §X (Ophpw + Ophup — Ouhpp) - (94)

Vidimo da I',,,” 1 h,, zapravo nisu nezavisna polja.
Stoga, jednadzbu gibanja (89), koristenjem jedna-
kosti (94), mozemo zapisati na sljedeéi nacin:

1

= 5D - gnunsm) =0, (@9



gdje je D, (h) dan izrazom (37). Dakle, vidimo da
je Lo ekvivalentan Fierz-Paulijevom lagranzijanu
(36) jer daje istu jednadzbu gibanja.

Sada zelimo nadi korekciju na Ly koja dolazi zbog
samointerakcije polja h,,, odnosno zelimo da nam
jednadzba gibanja ima oblik

Dy (k) = xtuw- (96)

Za pronalazak tenzora energije i impulsa ¢,,, iz ak-
cije So = [ d*zLy koristimo Rosenfeldovu metodu.
Ona se provodi tako da najprije smjestimo polja
u zakrivljeni prostor tako Sto ¢emo metriku Min-
kowskog 1), zamjeniti opéenitom metrikom -, ,
parcijalne derivacije 0,, kovarijantnim derivacijama
V, vezanim uz Levi- ClVlta koneksiju C,,*(7) te
volumm element ravnog prostora d*z omm zakrlv—
ljenog prostora \M d*z. Zatim moramo odabrati
jesu li polja tenzori ili gustoce tenzora. Klju¢ De-
serovog argumenta je u pretpostavci da je ¥ ten-
zorska gustoca koja se transformira kao \/m Jia
gdje je f*¥ obican tenzor. Primjenom navedenog
dobivamo akciju

— 1 4 v p p
SO_F/d [w (28 +20,,°T .

v P A
~20,,/T,.° ) + VI 2T, /T,

(97)

iz koje nalazimo tenzor energije i impulsa ¢,,
pomocu formule:

P L
Ve

Nakon rac¢unanja tenzora energije i impulsa t,,,
zbrajanjem lagranzijana Ly i ¢lana koji daje jed-
nadzbu gibanja (96), dobivamo ukupni lagranzijan

(98)

Ypv=Npv

Ly = xe"20,,T P+ (" = xe™) ZFA[H Fp]

(99)
Korekcija nema ¢lan n#*¥ koji bi se trebao zamje-
niti za v#*¥, §to znac¢i da nema niti novog doprinosa
tenzoru energije i impulsa ¢,,, stoga nema potrebe
za dodatnim korekcijamal!
Jednadzbe gibanja sada postaju:

R,, (T)=0 (100)

— X0,0" + XaMOA(u(;Vp) + QFP(NV)
A v v v
-y (”53 -t Fp)\)‘ - 2X905(’Tp5 )
+x¢"'T,, 7 + XSDMFAU(M‘V;)) =0. (101)

gdje je R, Riccijev tenzor ovisan o koneksiji I'),,”
Kako bismo pronasli koneksiju, definiramo:

Y — xpt =g " (102)
guug = 6#/) (103)
9w = \/19' 19, (104)

Vidimo da je g,, beskonacni red od ¢,, te da se
ponasa kao metrika. Sada iz jednadzbe (101), na-
kon kontrahiranja s gl[’ i gW, koristenja izraza (104)
1 sredivanja, nalazimo da za T',,,* vrijedi

I‘puggo—y + pr 7 Jou = OpGuv- (105)

Dodavanjem permutacije I',,7 g5, 1 oduzimanjem
permutacije I', ,” g5, slijedi da je I',,, Levi-Civita
koneksija:

1
Lo = 3 (OpGpv + OuGup — Ougpp) (106)

te da je jednadzba (100) zapravo Einsteinova jed-
nadzba R, (I") = R, (g9) = 0.

Kako bismo pokazali svojstvo konzistentnosti kori-
giranog lagranzijanja £1, provodimo analogan pos-
tupak na jednadzbi (101), samo Sto je kontrahi-
ramo metrikama Minkowskog ¢,/ i 1, umjesto me-

trikama g;{’ i g;“,. Rezultat je

1
Lopw = §X (Ophyuw + Opuhup — Ovhpy) (107)

1
+§(fpuv+fuw*fwm)7
Four = 2X9° T psl) — T ,°
puv X¥ (| PS|V) XPuvl ps

1
= X (26705 = 0,5°%)
(108)
Nakon uvrstavanja jednakosti (107) u jednadzbu
(100), dobivamo izraz

1 1
Ryu0) = 33 (Do) = 500,01 )
1
A T T T
+2F>\[#FP] —257{‘“/—1—]‘”# o

T ) A 4
X7 ) (2%0 A5 — W\u)é) }
(109)

koji se slaze s prethodnim izrazima (96) i (98).
Kona¢no, =za postizanje invarijanstnost la-
granzijana L£; na generalne transformacije
koordinata, trebamo dodati ¢lanove s potpunom
derivacijom n#¥ [8HFVPF — 8PFW”]:

Lo = (x" =n"")20,,I

+(77W—X<P )2FA[,L r,’

9" (0uL0p" = 9T ,") (110)
+g" (PM’TVPA T, Tu?)
= QIWR/W (9)-

Time smo dobili Einstein-Hilbertov lagranzijan.

V1 Zakljucak

Na temelju opéih svojstava gravitacijske sile, za-
kljucili smo da je graviton bezmaseno polje spina 2,



odnosno da ga mozemo opisati simetri¢cnim Loren-
tzovim tenzorom s dva indeksa h,,. Nasli smo da
je najopcéenitiji lagranzijan takvog slobodnog polja
dan Fierz-Paulijevim lagranzijanom. Pri pokusaju
vezanja teorije na materiju, naisli smo na odredene
nekonzistentnosti koje smo najprije pokusali rijesiti
Noetherinom metodom. Noetherina je metoda, u
prvom redu s obzirom na parametar x, dala dobre
rezultate, izmedu ostalog i tocan izraz za Newtonov
potencijal. Medutim, zbog zahtjevnosti racuna,
nismo nastavili s procedurom u visim redovima.
Umjesto toga smo predlozili drugi pristup, tzv. De-
serov argument, koji se pokazao kao elegantno i
konzistentno rjesenje. Koriste¢i Deserov argument,
uspjeli smo reproducirati rezultate opce teorije re-
lativnosti, odnosno Hilbert-Einsteinovu jednadzbu.

Zahvale

Htjela bih zahvaliti mentorici L. Jonke na trudu i
vremenu koje je ulozila vodeéi me kroz ovaj rad.
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