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Sazetak

Krenuvsi od dubokog neelasti¢nog rasprsenja i partonskih distribucijskih funkcija ana-
lizirane su funkcije strukture protona. Uvedene su generalizirane partonske distribucije
te su objasnjena njihova svojstva. Nadalje, uvedeni su konformalni momenti, kao prak-
ti¢ni alat za rijeSavanje jednadzbe evolucije koja se namece radi renormalizacije. Izvedeni
su inverzi konformalnih momenata u raznim rezimima te je ukratko diskutirana njihova
problematika.

1 Uvod

Veza strukture i svojstava hadrona je i dan danas velika nepoznanica u fizici. Fundamentalni
problem lezi u neperturbativnosti kvantne kromodinamike na niskim energijama koja dovodi do
zatoCenja kvarkova. Unato¢ tome, mnoStvo toga se moze zakljuciti na temelju raznih procesa
koji ukljuc¢uju hadrone. Jedan takav proces je sudar elektrona i protona. Na niskim energi-
jama elektron ne moze "razluciti" mikroskopsku strukturu protona te je zato dovoljno proton
prikazati kao tockastu Diracovu cCesticu uz pripadne elektri¢ne i magnetske form faktore koji
opisuju njegovu raspodjelu naboja i struja. Nadalje, dovoljnim pove¢avanjem energije ulaznog
elektrona, nastaje mogucénost da se proton raspadne na mezone, jetove, itd. Ukoliko na izlaz-
nom kanalu mjerimo samo elektron, onda govorimo o duboko neelasti¢nom rasprsenju (DIS).
DIS je inkluzivni proces, buduéi da se sumira po svim fizikalno moguéim rezultatima procesa:
to omogucava koriStenje optickog teorema (vidi npr.[1]), koji pokazuje da se u vodeéem redu
DIS svodi na forward proces v*p — v*p (Slika [I)), gdje * oznacava virtualnost fotona.
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Slika 1: DIS se u vodeé¢em redu svodi na proces prikazan gornjim dijagramom. Preuzeto iz [2].

U Bjorkenovom limesu eksperimentalni rezultati ukazuju na to da se elektron rasprsuje
na tockastim Diracovim cesticama, odnosno kvarkovima. Raspodjela longitudinalnog impulsa



raznih kvarkova u protonu dana je partonskim distribucijskim funkcijama f,(z) (PDF). Izraz
za udarni presjek je onda dan sa:

d ep dAeq
da:ZQQ B qu(@ (dx2Q2> ' (1)

Dakle, proces se u odgovaraju¢em limesu faktorizira na perturbativni dio (sudar elektrona i
kvarka) te na neperturbativni dio (PDF).

Bitno je napomenuti da interpretacija PDF-ova kao gustoé¢e vjerojatnosti vrijedi samo u vo-
de¢em redu: u pric¢u treba uvesti i sve moguc¢e amplitude koje uklju¢uju emisiju i apsorpciju
gluona (Slika . Stoga PDF-ovi ovise i o skali; konkretna ovisnost dana je Altarelli-Parisi

jednadzbom.

Slika 2: DIS dijagrami u redu O(acay). Preuzeto iz [3].

2 Generalizirane partonske distribucije

U prethodnom odjeljku vidjeli smo kako iz eksperimenta pristupiti raspodjeli longitudinalnog
impulsa partona u protonu pomoc¢u PDF-ova. No, velik dio svojstava protona i dalje ostaje
nepoznat: raspodjela transverzalnog impulsa, angularnog momenta, tlaka itd. Tim svojstvima
moguce je pristupiti drugacijim hadronskim procesima, primjer ¢ega je duboko virtualno Comp-
tonovo rasprienje (DVCS) koje se svodi na proces v*p — ~p (Slika [3). Razlika u odnosu na
DIS je sto ovdje postoji kona¢na izmjena impulsa izmedu sudionika sudara (foton je na ulaz-
nom kanalu virtualan, a na izlaznom realan) i radi se o ekskluzivnom procesu (mjere se svi
produkti). Za opis neperturbativnog dijela takvih procesa, uvode se generalizirane partonske
distribucije (GPD). GPD-ovi o¢ito sadrze vise informacija od PDF-ova te stoga ovise o raznim
varijablama:
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o x =k 2;’1 , gdje k i k” oznacavaju impulse emitiranog i apsorbiranog kvarka: radi se dakle

o prosjec¢noj frakciji impulsa kvarkova

o= }Ap—i: izmjena impulsa; n = 0 odgovara forward limesu

e t = A% Mandelstanova varijabla,

gdje je P = %p, i A = p—p'. Varijable su izrazene preko lightcone komponenti ¢etverovektora
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Slika 3: DVCS dijagrami. Preuzeto iz [2].
GPD-ovi su definirani kao
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odnosno kao Fourierov transformat off-dijagonalnog matri¢nog elementa operatora koji stvara
i ponistava kvark na svjetlolikoj udaljenosti (pretpostavljamo da su kvarkovi bezmaseni); dru-
gim rije¢ima, GPD je proporcionalan amplitudi da proton prede iz stanja impulsa p u stanje
impulsa p’ putem emisije i reapsorpcije kvarka (Sto se dobro slaze s dijagramom na Slici .
Sli¢no, PDF-ovi se mogu definirati kao dijagonalni elementi gornjeg operatora (vidi [4]), $to se
ponovno slaZe s intuicijom da se DIS svodi na forward proces (emitirani i apsorbirani kvark
imaju jednake impulse). Treba napomenuti da definicija vrijedi isklju¢ivo u bazdarenju
A' = 0; u protivnhom treba dodati Wilsonovu liniju koja ¢ini izraz bazdarno invarijantnim.
Ukoliko se nalazimo u kinemati¢kom rezimu —n < z < 7, onda GPD interpretiramo kao emi-
siju para kvark-antikvark bez naknadne apsorpcije (Slika , dok ukoliko vrijedi —1 < x < —n
govorimo o emisiji i apsorpciji antikvarka.

Uz DVCS postoje i drugi ekskluzivni procesi iz kojih je moguée ekstrapolirati GPD-ove: pro-
dukcija mezona y*p — Mp, dvostruko virtualno Comptonovo rasprsenje v*p — etep, itd.
Konkretna esktrapolacija je veoma komplicirana: naime, u vode¢em redu potrebno je prosumi-
rati amplitude mnostva dijagrama izrazenih preko konvolucija GPD-ova sa raznim Kernelima.
U amplitudama se cesto javljaju izrazi poput:
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gdje je rastav na realni i imaginarni dio dobiven pomoc¢u Sokhotski-Plemelj teorema. To ukazuje
da crossover linija n = x ima najveci doprinos amplitudi te je s toga taj rezim eksperimentalno
najpristupacniji.

Kao primjer koristi GPD-ova za opis strukture protona navodimo tzv. Ji-jevo pravilo suma
koje vodi korak blize objasnjenju ukupnog spina protona preko angularnog momenta i spina
njegovih konstituenata. Ji je pokazao u [5] da se prosje¢na vrijednost angularnog momenta
pojedinog partona u protonu moze izraziti kao:

(J3) = / e (Y00 + Bz 0.0). (4)
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gdje su HY(xz,n,t) i E9(x,n,t) definirani tako da vrijedi

, 1 . B , n q — i0+aAa
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u(p) (5)
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Takav rastav GPD-a mogu¢ je zbog Lorentz invarijantnosti te je donekle analogan opéenitom
rastavu matri¢nih elemenata fermionskih struja na Diracove i Paulijeve form faktore.

2.1 Matematicka svojstva

GPD-ovi u sebi sadrze PDF-ove:
Hi(x,0,0) = f(x), (6)

1 form faktore:

/1 deH(xz,n,t) = F{(t)
. (7)
/_ deEY(x,n,t) = Fi(t).

1

Buduéi da je predznak od 7 jedino $to odreduje smjer procesa (odnosno §to je emisija a §to
apsorpcija), invarijantnost na inverziju vremena implicira

Fi(z,—n,t) = Fi(x,n,t). (8)

Nadalje, koriste¢i ekspanziju produkta operatora moze se pokazati da GPD-ovi zadovoljavaju
svojstvo polinomijalnosti (vidi npr.[6]):
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2.2 Evolucija

GPD-ove, kao i PDF-ove, treba korigirati perturbativnim korekcijama $to dovodi do ovisnosti o
skali, odnosno do ovisnosti o virtualnosti ulaznog fotona. U vodeéem redu jednadzba evolucije
glasi:
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dakle radi se o kompliciranoj konvoluciji GPD-a sa evolucijskim kernelom 7). Moze se pokazati
da je evolucijski kernel dijagonalan u bazi Gegenbauerovih polinoma: stoga, radi lakse provedbe
evolucije, prakti¢no je uvesti u pri¢u konformalne momente.



3 Konformalni momenti

Konformalni momenti GPD-ova su definirani kao

Rt = | dca(,n) (@, m,1),
L0+ (x) |

2rGEn)

(11)

cn(z,m) =1

gdje su 0]3/2(3;/7]) Gegenbauerovi polinomi. Jednadzba evolucije za konformalne momente sada

glasi:
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odnosno konvolucija u x-prostoru postaje obi¢no mnozenje u j-prostoru §to drasti¢no olaksava

rijeSavanje jednadzbe.

d
pagp 7 () = -

3.1 Nalazenje inverza

Jednom kad se prede u j-prostor te provede evolucija, potrebno je vratiti se u x-prostor, odnosno
potrebno je naci inverz formule . Ukoliko uvedemo

2T (3 + 1)

palw,m) =101 = | /nl) 5 OLET (1= (z/n)*) Cit (—x/n), (13)

relacija ortogonalnosti Gegenbauerovih polinoma implicira

/_ 02, ) (2,7) = (—1) o (14)

1

GPD se onda moze formalno izraziti preko njegovih momenata kao

o0

F@ﬂ?a t) = Z(_l)RPN(‘T}?n)Fn(nvt)' (15)

n=0

Dana suma nazalost ne konvergira pa nije korisna u praksi §to se vidi veé i iz forward limesa
n—0

F(z)=) - 5" (z)F,, (16)
n=0
Sto pokazuje da se izraz za PDF-ove svodi na razvoj po derivacijama delta funkcija.
Jedno moguce rijeSenje ovog problema je analiticko produljenje konformalnih momenata na
kompleksnu ravninu: indeks n promoviramo sa prirodnih na kompleksne brojeve. Uvodimo
Sommerfield-Watson reprezentaciju

Fan.0) = 3; § i) Fyn.1). a17)
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gdje je kontura integracije prikazana na Slici 4] Ukoliko su svi polovi funkcije p;(z,n)F;(n,t) s
lijeve strane konture, jedini polovi koji doprinose integralu dolaze od nazivnika i nalaze se na
j =n,n € N; primjenom Cauchijevog teorema o reziduumu izraz se svodi na ([L5]).

Slika 4: Kontura integracije Sommerfield-Watson reprezentacije. Preuzeto iz [7].

Carlsonov teorem osigurava jedinstvenost analitickog produljenja sa prirodnih na komplek-
sne brojeve ukoliko je funkcija asimptotski ogranic¢ena eksponencijalnom funkcijom (vidi [§]).
To nije trivijalan zahtjev, no mi ¢emo pretpostaviti da je on ispunjen za funkcije p;(z,n) i
F;(n,t). Takoder, pretpostavit ¢emo da je opravdano zanemariti doprinos lukova konture (od-
nosno da funkcije trnu dovoljno brzo za [j| — o0) §to rezultira Mellin-Barnes integralom (za
vise detalja vidi [7]).

1 c+1i00 1
F t) = — dj————p; Fi(n,t). 1
(1'7777 ) 22 \/Cloo jSiH(ﬂ'j)pj ($>77) ](777 ) ( 8)

Konstanta ¢ mora biti odabrana tako da svi singulariteti z konformalnih momenata i Ge-
genbauerovih polinoma zadovoljavaju Re(z) < c¢. Polovi konformalnih momenata mogu se
kvalitativno odrediti koriste¢i Reggeovu fenomenologiju ([9]) koja pretpostavlja da se polovi s
najveéim realnim dijelom nalaze u tockama j = a(t) — 1, dok se najdesniji pol funkcije p;(x,n)
nalazi na j = —5/2 (Sto ¢e se vidjeti u nadolaze¢im formulama); u obzir treba uzeti i evolucijski
kernel koji sadrzi pol na j = —1. Sve to zajedno govori da konstanta ¢ mora biti odabrana tako
da vrijedi ¢>Max(a(t)-1,-1), §to ¢esto rezultira optimalnim odabirom -1<c<0.

Nadalje, analiticko produljenje Gegenbauerovih polinoma, odnosno p;(z, n) prikazano je Schlif-
fli integralom:

LG/2+5) 1 1 (W= 1)+
1/2)0(2 + j) 2im }[1 )

gdje se integracija provodi po jedini¢noj kruZnici uz zaobilazenje rezova na +1 (Slika . Va-

pj(z,n) = T (19)



ljanost dane integralne reprezentacije moze se provjeriti racunom za j =n,n € N

foraem L'y, 08 =1
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(1= (x/n)*)CY*(—a/n),

$to se svodi na izraz . U prvoj jednakosti je ponovno koristena Cauchijeva formula, a u
drugoj je iskoriStena Rodriguesova formula za Gegenbauerove polinome.

Izvrijednjavanje integrala za opcenite j, x i 1 je dosta komplicirano pa ¢emo krenuti sa par
specifi¢nih slucajeva.

Slika 5: Kontura integracije Schléffli integrala . Preuzeto iz [7].

32 n==x

Kao $to je ve¢ napomenuto, crossover linija n = x je najzanimljivija jer je eksperimentalno
najpristupa¢nija. Izraz (18 se u tom kinematickom rezimu svodi na

o 0G/2+5) 1 5 j+1
pi(z,n=1x) = _F(I/Q)F(Q +]_)%x ]{du(u — 1) (21)

Buduéi da nema nikakvih polova, kontura integracije se moze slobodno spljostiti i svesti na
konturu koja ide tik iznad realne osi u jednom smjeru i tik ispod u drugom smjeru; rezultirajuéi
integral nije jednak 0 zbog reza izmedu -1 i 1 koji inducira razliku u fazi izmedu gornjeg i donjeg
integrala. Dakle,

I'(5/2 + 4 1 A o o 1 A
p](f,n — Qf) — (5/ +j) —j—l(_)(elﬂ(]+1) o e—zﬂ(j+1)>/ du(u o 1)]-‘1—1

TT(/2T2 + ) 2mi . (22)
_YPL(G/2+g)sinln(i+1)]
T T(3/2)T(3+) m ’




Sto ubacivanjem u Mellin-Barnes integral i uklju¢ivanjem evolucijskog kernela daje

21 2 2
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Analiticko produljenje za p; na crossover liniji moze se alternativno dobiti putem funkcije
izvodnice za Gegenbauerove polinome koja glasi:

1
(1 — 2zt 4 t2

= = > Cra. (24)

Za x=11 a=3/2 izraz se svodi na

= e 25)

Sto povlaci .

J gtdti (1 —1t)3 2

Ubacivanjem u definiciju dolazimo do jednakog izraza dobivenog Schliffli integralom (Sto
donekle "potvrduje" jedinstvenost analitickog produljenja Gegenbauerovih polinoma).

3.3 n=0

U forward limesu GPD-ovi se svode na PDF-ove. Sclaffli integral u tom rezimu glasi

I'G/2+5) 1 2 j+1
pi(x,n=0)= TAR2TE: ) 5% ]{du(u — 1)y (27)

Analogno prethodnom slu¢aju, deformiramo konturu te svodimo izraz na integral po realnoj

Posljednji integral je jednak ((1/2,j + 2); ubacivanjem u (18):

1 c+io0o )
F(z,n=0)= —/ djm’ﬂlej(n =0), (29)

270 i
Sto je zapravo inverz Mellinovog transformata
1 .
F; :/ djz’ F(x). (30)
0

Time je pokazano da se konformalni momenti u forward limesu svode na Mellinove momente
Sto je konzistentno s time da je opeator evolucije u DIS-u dijagonalan u bazi tih momenata.



3.4 Opceniti x1i7

Ponovno smijemo deformirati konturu Schlaffli integrala u razliku integrala po realnoj osi. Za
x< —n integral nema diskontinuitet (faze brojnika i nazivnika se krate) pa je razlika integrala
jednaka nuli. Za —n < = < n diskontinuitet postoji samo na intervalu [-x/n,1|, dok za x>n
diskontinuitet postoji na cijelom intervalu [-1,1|:

Ov r<<-—n
. _ T'(5/24j) sin(r[j+1]) fl d (1_u2)3+1 . g .
py(w,n) ) L(1/2)r(2+) T —a/n u—(ﬂu@?u n<x<n ( )
I'(5/244) sin(x[j+1]) 1 (1—u?)’
F(1/2)F(2j+j) Ea durswr, N <.

Izraz je ocCito kontinuiran na n = x te predstavlja integralnu reprezentaciju hipergeometrijskih
funkcija

pyCean) = 000~ ke =5 (£) 4 80 =m0 (), (3)

Pj(z)

2911 (5/2 + ) 1+
= 1 Fil—-1,7+22:——

o | | )
0,() = — ) i gy ((]+1) (+2) 5, . 1>'
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Zajedno s evolucijskim kernelom, formula moze se nadalje uvrstiti u Mellin-Barnes inte-
gral i dobiti kona¢ni izraz za inverz konformalnih momenata u opéenitom kinematickom rezimu.
No, u praksi treba detaljnije razmotriti jesu li pretpostavke ponasanja konformalnih momenata
zadovoljene: npr. je li stvarno opravdano zanemariti integral po luku u integralu te zado-
voljavaju li konformalni momenti uvjete valjanosti Carlsonovog teorema.

(e

4 Zakljucak

Ukratko smo opisali funkcije strukture protona te procese iz kojih se one mogu ekstrapolirati.
Fokusirali smo se na generalizirane partonske distribucije i naglasili njihvou korist i general-
nost. Nadalje, uveli smo konformalne momente i usredotocili se na nalazenje nacina koji bi
nam omogucio rekonstrukciju GPD-a iz njegovih momenata u raznim kinematickim rezimima;
dobiveni izrazi se oslanjaju na raznim matematickim pretpostavkama koje bi trebalo detaljnije
razmotriti. Iduéi instruktivni korak bio bi uzeti neki konkretan model GPD-a u x-prostoru
(npr.Radyushkin ansatz, vidi [6]), transformirati ga u j-prostor, provesti evoluciju, vratiti ga
nazad u x-prostor i usporediti sa GPD-om direktno evoluiranim u x-prostoru. Takoder, treba
razmisliti i o isplativosti cijelog procesa: ukoliko je invertiranje konformalnih momenata kom-
pleksnije od evolucije u x-prostoru, onda postupak nije koristan u praksi.

Zahvale

Srdac¢no se zahvaljujem profesoru Kresimiru Kumeri¢kom na pruzenoj pomoéi i na vodenju kroz
seminar.
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