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Sazetak

Veéinu prirodnih pojava opisujemo modelima, od kojih mnogi imaju velik broj slobodnih parametara. Parametre

modela mozemo odrediti postupkom prilagodbe teorijskih predvidanja modela empirijskim podacima, ali ¢esto ne

mozemo razluciti sve stupnjeve slobode modela te ¢e stoga neke kombinacije parametara modela biti slabo odredene.

Aproksimacijska metoda mnogostrukosti s rubom (MBAM) koristi metode diferencijalne geometrije kako bi eliminirala

slabo odredene stupnjeve slobode modela. Problem u prora¢unima MBAM metodom je u tome da zahtijeva numericke

derivacije po parametrima sustava, ¢iji je izra¢un kompliciran u slu¢ajevima kada su funkcije koje trebamo derivirati

rjeSenja diferencijalnih jednadzbi. Implementirali smo metodu algoritamske diferencijacije u generalizirani Eulerov

integrator kako bismo smanjili broj koraka integratora kemijske kinetike a-pinena. Kako bismo ocijenili pouzdanost

metode, koristili smo Markov Chain Monte Carlo algoritam. Razlike u derivacijama u odnosu na klasi¢ni odeint paket

pripisujemo osjetljivosti inverza metrike na male perturbacije.

1 Uvod

Opis veéine prirodnih pojava temelji se na modelima koji
uklju¢uju odredeni broj slobodnih parametara. Parame-
tre modela mozemo odrediti postupkom prilagodbe te-
orijskih predvidanja modela empirijskim podacima. Pri-
tom najceSCe nemamo na raspolaganju dovoljno poda-
taka da bismo mogli razluciti sve stupnjeve slobode mo-
dela te ¢e stoga neke kombinacije parametara modela
biti slabo odredene. Modele koji pokazuju eksponenci-
jalni raspon osjetljivosti predvidanja na promjene para-
metara zovemo aljkavi modeli'. Unatrag nekoliko go-
dina pokrenuta su sustavna istrazivanja mogucénost elimi-
niranja slabo odredenih stupnjeva slobode modela, ali uz
zadrzavanje odgovarajuce kvalitete opisa promatrane po-
jave. Ukoliko bi se ovakav postupak pokazao uspjesnim,
imao bi izrazito velik potencijal za primjene u raznim po-

dru¢jima, od prirodnih preko biomedicinskih pa sve do

drustvenih znanosti [1, 2, 3, 4].

leng. sloppy models

Aproksimacijska metoda mnogostrukosti s rubom?
(MBAM) [4] koristi se za razdvajanje onih parametara koji
su doista potrebni u modelu® od onih parametara koji ne
utjecu bitno na konaéne rezultate?. Model s manjim bro-
jem parametara opcenito ¢e biti pogodniji za numericke
proracune, a dat ¢e nam i bolji uvid u danu problematiku.

Problem u prora¢unima MBAM metodom je u tome da
zahtijeva prvu i drugu numericku derivaciju po parame-
trima sustava. Problem nalazenja derivacija po parame-
trima je kompliciran u slucajevima kada su funkcije koje
trebamo derivirati rjesenja diferencijalnih jednadzbi. Nu-
mericke metode integracije diferencijalnih jednadzbi zah-
tijevaju vrlo male korake integracije te viSestruka evalu-
acija u svrhu rac¢unanja derivacija po parametrima nije
prakti¢na za velike sustave. Razvili smo prosirenje Eule-
rovog integratora primjenom algoritamske diferencijacije
kako bi zaobisli problem viSestrukih rjesavanja diferenci-

jalnih jednadzbi za MBAM metodu.

2The Manifold Boundary Approzimation Method.
Stkv. stiff parameters.
4tkv. soft parameters.



2 Preciznije rjesavanje ODJ

Kako bismo povecali preciznost postupka rjeSavanja sus-
tava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, implementirali smo
metodu algoritamske diferencijacije, opisanu u poglavlju
2.1. Kod odredivanja Fisherove metrike i Christoffelovih
simbola, opisanih u poglavlju 2.3, primijenili smo genera-

liziranu Eulerovu metodu, opisanu u poglavlju 2.2.

2.1 Algoritamska diferencijacija

Svaku slozenu funkciju mozemo predstaviti kao kompo-
ziciju jednostavnih funkcija. Algoritamska diferencija-
cija primjenjuje racunanje derivacija jednostavnih funk-
cija kako bi se izracunala derivacija kompozicija. Algori-
tam dekomponira funkciju f : RM — RY u niz funkcija
a; i RYi-1 5 RNi € {l,---,k} kao

(1)

f= (k)ai:ako~~~oa1.
i=1
Svakoj funkciji a; je poznat njezin Jacobijan, tako da je
derivaciju funkcije f(z), * € RM, jednostavno odrediti
primjenjujuéi pravilo derivacije kompozicije. Koriste¢i za-
pis po komponentama Jacobijan a-te komponente funkcije

f, po B-toj komponenti, =, je

are o & att dap
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Tako je matematicki postupak kojime racunamo produkt

irelevantan, postoji razlika u kompleksnosti. Ako je M >

N, ra¢unajuéi unaprijed (N1 x M, Na x (N7 x M), ...)

racunalo mora viSe uzastopnih operacija izvrsiti s matri-

cama vec¢ih dimenzija nego u slu¢aju racunanja unatrag

(]V'X ]Vk,(]VVX ]Vk) X ]Vk_l,..).

Koristili smo ra¢unalnu implementaciju algoritamske
derivacije u paketu autograd®. Autograd je python imple-
mentacija reverzne algoritamske diferencijacije koristeci
overload operatora poput zbrajanja i mnozenja po ele-
mentima kako bi omoguéio deriviranje funkcija prisutnih

u paketu numpy.

Shttps://github.com/HIPS/autograd

2.2 Generalizacija Eulerove metode

Eulerova metoda rjesava problem sustava obi¢nih diferen-
cijalnih jednadzbi oblika
dy®

L — et

3)
razvijajuéi funkciju f u Taylorov red do prvog ¢lana. Eule-
rov algoritam dijeli vremenski interval [to, T'| na diskretne
dijelove duzine At i racuna vrijednost funkcije y© za svaki

pomak At na sljedeéi nacin
{07

d
Yi = Yi-1 + At%(ti—l) =yi1 + ALf(ti1),

(4)
uz pocetni uvjet y§ = y*(t = t9). Eulerovu metodu gene-
raliziramo ra¢unanjem N derivacija funkcije f
kdkfa
dtk

N
(0% (03 1
Yi =yi-1 AL (tio1) + Z E(At)
k=1

(ti-1), (5)

gdje su derivacije funkcije f izracunate algoritam-
skom diferencijacijom. Generalizirana Eulerova metoda
omogucava koriStenje duzih vremenskih intervala te time
olakSava racunanje u slucajevima kada je izvrjednjavanje

funkcije f dugotrajno.

2.3 Fisherova metrika i MBAM metoda

Uz sama rjeSenja sustava, kako bismo implementirali
generaliziranu Fulerovu metodu na MBAM problem,
rjeSavamo sustav diferencijalnih jednadzbi ¢ija su rjesenja
ovisna o parametrima. Potrebne veli¢ine su Fisherova in-
formacijska metrika te pripadni Christoffelovi simboli. U
ovom potpoglavlju dan je kratak opis Fisherove metrike i
metoda ra¢unanja Christoffelovih simbola

Za dati model koji ima [V,, parametara promatra se V-
dimenzionalni vektorski prostor pri ¢emu svaki parame-
tar p® predstavnja jednu dimenziju tog vektorskog pros-
tora. Taj prostor opéenito nije ravan, ve¢ je snabdjeven
metrikom koja ukljucuje i parametre modela i rezultate
koristenih mjerenja.

Ozna¢imo li sa Ny broj mjerenja, a vrijednosti izmje-
renih opservabli sa O;, mozemo konstruirati funkciju pro-

cjene kvalitete modela:
Ng ex
Cji D _'C)i P\2
v=Y (Oi(p) )

e (6)

pri ¢emu je O; teorijski predvidena vrijednost, O;"" eks-

perimentalno odredena vrijednost, a AO? = (AO{™)? +


https://github.com/HIPS/autograd

(AOM™)2 4 (AO€)? je rezultantna nepouzdanost uzro-
kovana eksperimentalnom, numerickom i teorijskom ne-
pouzdanosti. Kako bi prostoru parametara pridijelili me-
triku, koja je simetriéni tenzor reda dva, koristimo Taylo-
rov razvoj x? oko njezinog minimuma, odnosno tocke naj-
bolje prilagodbe (best-fit tocke). Okolina u kojoj funkcija
procjene ima prihvatljivu vrijednost odreduje se uvjetom
X2(p) < x%(po) + 1. Potom razvijemo x? do drugog reda,

koriste¢i Einsteinovu konvenciju o sumaciji:

X2(p) — X*(po) = 9ax*(po) (P — p§) +

1
~0asX> (00) (0™ — P (07 — pg) + ey

; (®)

iz ¢ega dobivamo Hessijan od x u tocki najbolje prilagodbe

)

1
Jop = §8aﬂx3(po)

Metriku mozemo pojednostaviti ako y? zapisemo pomoéu

reziduala

filp) = = (10)
U tom je slucaju metrika dana s
Ny
Jap = Z(aaflaﬁfz+fzaaﬁfz)a (11)

3

gdje su parcijalne derivacije derivacije po parametrima,

9
80‘:87

o Uzimajuéi u obzir da f; izvrjednjujemo u po,

dobivamo izraz

Ng
Gop =Y OufiDs fi- (12)
i
Vidimo da smo dobili simetri¢ni tenzor reda 2 koji je
odreden mjerenjima i teorijskim predvidanjima opserva-
bli. Pomoé¢u nje mozemo odrediti udaljenost izmedu dviju
infinitezimalno bliskih toc¢aka u prostoru parametara
ds® = gapdp™dp®, (13)
iz Cega vidimo da prostor parametara mozemo snabdjeti

Fisherovom metrikom.
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Slika 1: Rjesenja modela kemijske kinetike a-pinena dobi-
vena generaliziranim Eulerovim integratorom. Crne tocke pri-
kazuju mjerenja, pune linije rjeSenja dobivena integratorom za
parametre najbolje prilagodbe, a obojani intervali procjenu po-

greSaka dobivenu MCMC metodom.

Tablica 1: Popis funkcija prosirenog problema s derivacijama

po parametrima.

Yo=Yo Yop = 0:Y3 Yia = 0404Yy Yoo = 0102Y2  Ysg = 030473
Yi=M" Ya3 = 03Y3 Yi5 = 0000Y1 Yo7 = 0105Ys  Ygo = 0,043
Yo=Y, Yoy = 04Y3 Yie = 001 Yes = 0104Y2 Yoo = 0o00Ya
Y5=Y; Ya5 = 0pYa Yir = 0002Y1 Yo = 0202Y2  Yo1 = 0901 Yy
Yo=Y,y Yo = Yy Yis = 0003Y1 Y70 = 0203Y2 Yoo = 0p02Yy
Y5 =00Yo Yor =02Yy Yig = 0001Y1 Y71 = 0204Y> Yoz = 0903Yy
Yo =01Yy Yas =03V} Y50 = 0101Y1  Yr2 = 0303Y2  You = 0p04Yy
Y7 =0:Yy Yo =04Y4 Y51 =010:Y1  Yi3 = 030,Y2  Yo5 = 0101y
Ys =03Yy  Yao=0000Yo Ys2=0103Y1 Y74 =0104Ys Yoo =010y
Yo=04Yy Y31 =0001Yo Ys3=0104Y1 Y75 =0000Ys Yo7 =0103Yy
Yio=00Y1 Ya2 = 0002Yy Ysa=020:Y1 Y76 =0001Y3 Yos = 0104Yy
Yin =011 Y3 =0005Y0 Ys5=0203Y1 Y77 =0002Y3 Yg9 = 020:Yy
Yio =02Y1 Y34 =000sYo Y56 =0204Y1 Y7z =0003Y3 Yioo = 0205Y4
Yis =03Y1 Y35 =0101Y0 Ys7r = 0303Y1 Y79 = 00043 Yio1 = 0204V
Yia=04Y1 Y36 = 0102Y0 Y58 = 030.4Y1 Yso = 0101Y3 Yio2 = 0305V
Yis =00Ya Y37 =0105Yy Y59 =0404Y1 Ys1 = 0102Y3 Yios = 0304y
Yig =Ys Yz3=010:Yy Yo0=0000Y2 Ys2=0105Ys Yioa =0404Yy
Yir = 0aYs  Yag = 0002Yy Yo1 =0001Y2 Ys3=0104Ys Yios =00

Yis = 03Ys  Yio = 0203Yy Yoo =0002Y2 Ysa = 0202Y3  Yigs = 01

Yig=04Ys Y11 =004Yy Y3 =0003Y2 Ys5=0:05Ys Yior =0o

Yoo = 0oYs Yiz = 0303y  You =0001Y2 Yso = 02043 Yios =03

Yor =01Ys Yi3 = 03040 Yo5=0101Y2 Ys7 = 03033 Yigg =04

Kako bismo napravili paralelni transport u zakrivljenom
prostoru, potrebni su nam Christoffelovi simboli, objekti
po formi sli¢ni tenzoru sacinjeni od prvih derivacija me-
trike. Po geodeziku se gibamo sve dok metrika izvrijed-
njena u tockama geodezika ne postane singularna. Singu-
larnost metrike nam ukazuje na to da je geodezik dosao

do ruba mnogostrukosti. Buduéi da rjesavanje geodezij-



dYo/ar = —(0o + 61)Yo

/i = 0¥y

dYa/ar = 0,Yy — (02 + 03)Ys2 + 04y

AYs/ar = 05Yy

Aafar = 03Yy — 0,1

Wsfat = =Yy — (0o + 61)Y5

Yoo = —Yy — (6 + 01)Ys

Y/t = —(0y + 01) Vs

s/t = —(0y + 01) Vs

AYoar = — (0 + 0,) Y+

dYio/ar = Yy + 0pYs

aYirfar = 6pY

dYio/ar = 6y Y7

AYia/ae = 0y Ys

@Yisfar = 0pYs

aYisfar = 01Ys — (02 + 03)Y15 + 04Yo5
@Yisfar = Yo + 61 Y5 — (62 + 03)Yi + 04Ya6
Wizfar = =Y + 01Y7 — (02 + 03)Y17 + 04Yor
AVisfar = —Ys + 01 Ys — (03 + 03)Yig + 04 g
dYiofat = Yy + 01Yy — (02 + 03)Y1g + 04Ya9
dYao/at = 0Y75

dYaifas = 0,Y16

Tablica 2: Sustav diferencijalnih jednadzbi

dYezfar =Yy + 0217

dYasfar = 0,Y15

dYas/ar = 02Y19

dYas/at = 03Y35 — 04Ya5
dYae/dt = 03Y16 — 04Yos
Yo/t = 03Y17 — 04Yor
AVasfar = 03Y15 — 04Yos + Ya
Yoo/t = 03Y19 — 04Y29 — Yy
AYso/ar = —2Y5 — (01 + 0p)Yao
Yo/t = —2Y5 — (61 + 0p) Y31
Yazfar = —Y7 — (01 + 0p) Y32
Yas/ar = —Yg — (01 + 00) V33
Yaifar = —Yo — (01 + 00)Vaa
AYssfar = —2Yg — (0o + 61)Ya5
s/t = —Y7 — (01 + 09) Y36
AYsrfar = —Yg — (01 + 00)Yar
dYas/at = —Yo — (01 + 09) V3
d¥so/dr = —(0) + 0p) Y39
Yiofar = — (61 + 6p) Yo
Yafar = —(0y + 600)Yn1
Wi/t = —(01 + 0o)Yaz
Yisfat = —(0) + 0p)Yas

dYasfdr = —(0y + 6p)Yaa

aYisfar = 25 + 0 Y0

dYas/ar = Y + 0pYa1

Yar/ar = Y7 + 0 Y32

dYisfar = Yy + 0o Ys3

Yo/t = Yo + Yy

dYso/ar = 6 Y5

Y1/t = 0y Ys6

AYsafar = 0y Ysr

Y33/t = 0 Yas

AYas/at = 0 Y39

dYss/at = 0 Yyo

dYas/dt = O Ya1

AYsrfar = 0Yia

AYssfar = 0)Yy3

dYsofdt = 09Yy4

Aoofar = 6130 — (62 + 03) Yoo + 020
dYorfar = 0131 + Ys — (0 + 03) Yo + 04Yor
dYoo/dt = 01Y3s — Yi5 — (02 + 03) Yoo + 04 Yoo
a3/t = 01Ya3 — Y15 — (02 + 03) Yoz + 04Yo3
@Yos/at = 0y Yag — (02 + 03) Yo + 04Yos
AYos/at = 2Y5 + 61 Y35 — (02 + 03)Yes + 04Yo5

dYos/dt = Y7 + 0136 — (02 + 03)Ys6 + 04Yos

aYor/at = Yy + 01 Y37 — (02 + 03)Ys7 + 04Yor

AYosfar = Yy + 01Yas — (02 + 03)Yes + 04Yos

dYoo/at = —2Y17 + 01 Y39 — (02 + 03) Yoo + 04Yo9
AYroar = 61Y10 — (02 + 03) Y70 + 04Y100 — Yi7 — Yig
d¥nfar = 01V — (02 + 03)Y71 + 04101 — Yig + Yor
AYr2fir = 6, Yo — (62 + 63) Y72 + 01Y102 — 218
AYrs/at = 01Yyz — (02 4 03)Yr3 + 04Y103 + Y19 + Yog
Yrsfar = 01Ysa — (02 4 03)Yra + 04Y104 + 2Ya9
AYrs/ar = 05 Yg0

dYrs/dr = 0, Y,

dYrzfat = 63Yg0 + Yis

dYrsfdar = 05 Yg3

d¥ro/ar = 05Y54

A¥so/ar = 05 Y55

AYe1/at = 05Y56 + Yie

AYaoat = 0y Yy

(
(
(
(

Was/at = 05Y75

dYso/ar = 05Y74

A¥oo/ar = 03Y50 — 04Yoo

AYor/ar = 03Y51 — 04Yo1

AYoz/ar = 03Y59 — 04 Yoo

Yos/ar = 03Y53 — 04Yo3 + Y15
@Yorfar = 03Yp4 — 04Yo4 — Yo5
AYos/ar = 03Yes5 — 04Yo5

A¥oo/ar = 03Y56 — 04Yos

dYor/at = 03Ys7 — 04Yo7 + Yi6
AYos/ar = 03Y5s — 04Yos — Ya6
Yoo/t = 05Yao — 04Yo

@Yioo/at = 03Y70 — 04Yi00 + Y7
i1 /ar = 03Y71 — 04Y101 — Yor
AYioz/at = 03Y72 — 04Y102 + 2Y1
dYi0s/dt = O3Y73 — 04103 + Yis

8

— Yo

Aioa/ar = 03Y74 — 04 Y104 + 2Ya0

dYsafar = 05 Y5 dYi0s/de = 0
dYaafar = 2Y17 + 02 Y50 dYi06/dt = 0
dYss/at = Yi7 + 02Y70 dYior/at = 0
dYso/ar = 05 Y7, dYios/at = 0
AYsr/at = 0y Y7y AYios/ar = 0

ske jednadzbe znacajno opterecuje racunalne resurse, prvo
moramo naé¢i optimalni na¢in rac¢unanja Christoffelovih
simbola, Fﬁ,,, za metriku danu jednadzbom (12). Defi-
nicijski izraz za Christoffelove simbole glasi

1 «
Fﬁy =359 b (&/gua + a,ugva -

: (14)

OaYuv) -

Ovaj generalni izraz mozemo pojednostaviti koristeéi iz-

raz (12)

Ty = 435000 50u1) (15)
+0,,(0a fi0u f)
00,00 )
154 D 0,
;auufiaozfi
+0a fiOu fi + Opw fiOa fi

_aozufiaufi - aaufiapfi}a

iz ¢cega slijedi

Ng
0, = 900 fiOu fi (17)

Buduéi da ovdje izvedeni oblik Fisherove metrike sadrzi
Jacobijan, O, f;, 1 Hessijan, 0., f;, valja primijetiti da je
on jednostavniji za ra¢unalnu implementaciju od sekvenci-
jalne primjene prvih derivacija koje bi se rac¢unale ako bi-
smo koristili definicijski oblik Christoffelovih simbola dan

izrazom (14).

3 Testni model

Generaliziranu Eulerovu metodu testiramo na modelu ke-
mijske kinematike a-pinena. Molekula a-pinena se ter-
malno izomerizira u dipenten i alo-ocimen, « i S-pironen
te dimer a-pinena [5]. Nazovimo koncentraciju a-pinena
Y1, dipentena ys, alo-ocimena ys3, oba pironena y, te di-
mera y5. Model mozemo opisati sustavom od pet vezanih
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi koje uklju¢uju pet para-

metara modela (61,02, 60s,04 1 05):

W = (0 + 02)y (18)
dstQ = by (19)
Ws = Gy — (03 + 01)ys + O5ys (20)
% = b3y3 (21)
Yo = Oays — O5ys. (22)

Buduéi da nam za racunanje Christoffelovih simbola tre-
baju derivacije po parametrima, sustav prosirujemo pr-
vim (Y5 — Ya9) i drugim derivacijama (Y39 — Y104) po
parametrima (vidi tablicu (1)). Takoder, zbog poziva
unutar MCMC algoritma, dodajemo jednadzbe df;/dt
(Y105 — Y109)-

tablici (2).

Cjelokupni sustav jednadzbi nalazi se u

4 Diskusija

Koristili smo generaliziranu Eulerovu metodu kako bi-

smo smanjili broj koraka integratora kemijske kinetike
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Slika 2: MCMC procjena relativnog odstupanja parametara 6y — 64 od vrijednosti najbolje prilagodbe poznatih iz literature.
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Slika 3: Usporedba vrijednosti metrickog tenzora, njegovog inverza i Christoffelovih simbola dobivenih odeint metodom (pravo-
kutnici) i vrijednosti dobivene MCMC lancima pomoc¢u generalizirane Eulerove metode. Crni pravokutnici ozna¢avaju pozitivan,
a bijeli negativan predznak. Plave (crvene) tocke su one u kojima se MCMC predznak poklapa (ne poklapa) s onim iz tocke

najbolje prilagodbe.
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Slika 4: Ponasanje parametara i njihovih logaritamskih derivacija kao funkciju parametra geodezijske jednadzbe, 7. Desni okviri

prikazuju komponentne normiranog svojstvenog vektora koji odgovara najmanjoj svojstvenoj vrijednosti u tockama najbolje

prilagodbe (lijevo) i ruba mnogostrukosti (desno).
a-pinena. Na slici (1) punim linijama prikazano je
rjeSenje integratora koji je izvrijednjen samo u vremen-
skim tockama koje odgovaraju vremenima mjerenja uz
zadane parametre najbolje prilagodbe (poznate iz litera-
ture), bez ikakvih medukoraka, s preciznoséu do druge de-
rivacije. Kako bismo ocijenili pouzdanost metode, koristili
smo Markov Chain Monte Carlo algoritam (MCMC)°.

Na slici (1) ocjene 16. i 84. percentila fita oznacene su
obojanim intervalima. Na slici (3) prikazano je relativno
odstupanje procjena parametara 6 dobivenih MCMC lan-
cima u odnosu na vrijednosti najbolje prilagodbe iz litera-
ture. Odstupanja su unutar disperzije u samim lancima.
Na slici (3) usporedujemo vrijednosti najbolje prilagodbe
metrickog tenzora i Christoffelovih simbola (pravokutnici)
i vrijednosti dobivene MCMC lancima.

Iz slike (3) vidimo da dio odstupanja dolazi zbog same
nesigurnosti u izboru parametara najbolje prilagodbe, no
najveéa razlika dolazi zbog toga Sto su za manji set pa-
rametara ocjene Christoffelovih simbola suprotnog pred-
znaka u odnosu na vrijednosti dobivene klasi¢nom odeint
metodom. Ova razlika dolazi zbog toga sto je za dobivanje
Christoffelovih simbola potreban inverz metrike (srednji
okvir slike 3), koji je osjetljiv na male perturbacije koje su
dovele do promjene predznaka prilikom ra¢unanja inverza
metrika u MCMC lancu.

Proveli smo proracun geodezijske jednadzbe za testni
model, prikazan na slici (4). Generalizirana Eulerova me-
toda s algoritamskom diferencijacijom daje kvalitativno

isti oblik ponasanja svojstvenog vektora koji odgovara

6Implementiran u paketu emcee, http://dfm.io/emcee/

current/.

najmanjoj svojstvenoj vrijednosti na rubu mnogostrukosti

kao i obi¢na odeint metoda.

5 Zakljucak

MBAM metoda koristi metode diferencijalne geometrije
kako bi eliminirala slabo odredene stupnjeve slobode mo-
dela, no pritom zahtijeva numericke derivacije po para-
metrima modela. Nalazenje numerickih derivacija pos-
taje numericki zahtjevno ako je model zadan kao rjesenje
sustava diferencijalnih jednadzbi. Kako bismo smanjili
broj koraka potrebnih za odredivanje prve i druge deri-
vacije po parametrima, razvili smo ra¢unalnu implemen-
taciju algoritamske diferencijacije na generalizirani Eule-
rov integrator u svrhu preciznijeg odredivanja deriva-
cija rjeSenja sustava diferencijalnih jednadzbi po parame-
trima. Generaliziranu Eulerovu metodu testirali smo na
5-demenzionalnom modelu kemijske kinematike a-pinena.
Generalizirana Eulerova metoda ne pokazuje sistematska
odstupanja u odredenim vrijednostima parametara mo-

dela, dok odstupanja u predznaku Christoffelovih simbola

pripisujemo osjetljivosti inverza metrike na perturbacije.
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