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U ovom radu na dvodimenzionalnu dirakovsku disperziju razmotren je preduvjet za primijenjivost
novog modela opisa nastanka valova gustote naboja za dvodimenzionalne izotropne vodice zatvo-
rene Fermijeve povrsine temeljen na topoloskoj rekonstrukciji elektronske vrpce. Pokazano je da
modulacija sustava periodickim potencijalom dovodi do topoloske rekonstrukcije Fermijeve povrsine
u otvorenu topologiju. Promatranjem gustoce elektronskih stanja uoceno je otvaranje pseudoproci-
jepa oko Fermijeve energije koji o¢ekivano iS¢ezava u limesu u kojem nema strukturalne nestabilnosti
§to vodi do slutnje da je ovaj mehanizam zasluzan za valove gustoée naboja interkaliranog grafita.
Provedena je i analiza nad aproksimativnim rjeSenjem za koji se ispostavilo da ipak ne daje dovoljno

dobro slaganje s egzaktnim rezultatom.

I. UVOD

Valovi gustoée naboja (eng. charge density waves
- CDWs) isprva su bili predvideni tek u jednodi-
menzionalnim metalima vezanim uz resetku (sustavi
elektron-fononske interakcije) kao pojava koja iz
lazi iz nestabilnosti metala spram samosuglasne pe-
riodi¢ke modulacije resetke.! Otvaranjem procijepa
u osnovnom stanju jednocesticnog spektra na Fer-
mijevoj energiji elektronske vrpce te spustanjem to-
talne energije elektronskog kondenzata, kompenzira
se porast u ukupnoj energiji uzrokovan deformacijom
kristalne resetke. Ali, pokazano je da je mogué nas-
tanak valova gustoce naboja i u dvodimenzionalnim
materijalima velike anizotropije Fermijeve povrsine
koja po svojim dijelovima ima dovoljno visok stu-
panj ugnjezdenja, tj. da se jedan dio Fermijeve
plohe moze jedinstvenim valnim vektorom preslikati
u drugi, ¢ime postize stabilnost CDW-a (eksperi-
mentalno i teorijski objagnjeno).?
Medutim, valovi gustoée naboja detektirani su i
u dvodimenzionalnim materijalima zatvorenih Fer-
mijevih povrsina koji zbog njihovih izotropnosti
ne mogu zadovoljiti uvjet gnijezdenja Fermijeve
povrsine. Kako su pokazali Rahnejat et al.?, jedan
od takvih materijala je dopirani grafit s interkalira-
nim kalcijem izmedu slojeva (CaCg). U njemu do-
lazi do stvaranja kalcijeve superreSetke i elektron-
skih nabojnih pruga (eng. stripes). Opazanje da
moduliranje kalcijevih interkalata ne uzrokuje ni-
kakvu deformaciju ugljikove resetke vodi na vazan
zakljuéak da su upravo grafenski slojevi odgovorni
za odrzavanje CDW-a. Odavde se prirodno namet-
nulo pitanje modela koji bi mogao opisati nastanak
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valova gusto¢e naboja i u dvodimenzionalnim ma-
terijalima izotropne Fermijeve povrsine dirakovske
disperzije.

Kadigrobov et al.* predstavili su metodu koja ne
ukljucuje standardno kvalitativno objasnjenje meha-
nizmom ugnjezdenja Fermijeve plohe, a ipak dovodi
do strukturalne nestabilnosti u dvodimenzionalnim
izotropnim vodi¢ima paraboli¢ne elektronske disper-
zije mehanizmom topoloske rekonstrukcije elektron-
ske vrpce kojom se prvobitno zatvorena Fermijeva
povrsina transformira u otvorenu. Pokazali su uz to
i da na ovaj nacin sustav spontano stabilizira CDW
za dvodimenzionalne paraboli¢ne disperzije.

U ovom radu razmatrana je topoloska rekonstruk-
cija dvodimenzionalne dirakovske vrpce na primjeru
grafenske disperzije. Za pocetak, u II. poglavlju
pojasnjena su glavna razmatranja ovakvog pristupa
problemu i uvedene su pocetne pretpostavke. Za-
tim je provedena topoloska rekonstrukcija Fermijeve
povrsine nastale za sad zadanom periodickom mo-
dulacijom gustoc¢e naboja sto omogucava numericko
odredivanje gustoce stanja elektrona u poglavlju III.
na elektronsku disperziju, kako za egzaktan izraz,
tako i za aproksimaciju. Naposljetku, u poglavlju
IV. izneseni su konacni zakljucci.

II. ANALIZA I TOPOLOSKA
REKONSTRUKCIJA ELEKTRONSKE
VRPCE

Kako bi problem ostao dovoljno jednostavan, pro-
matrano je Sto se dogada s osnovnim stanjem gra-
fenske linearne disperzije €(pg,p,) = nvr|p| =

nvp,/p2 +p2 u okolini K-tocke u Brillouineovoj

zoni. Na postojeéi sustav uveden je periodicki po-
tencijal koji ga modulira. Takav jednostavni sinu-
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soidalni potencijal V(x) = Acos (%x + (I>>, gdje je

pod pretpostavkom Q) = 2 pp, =2 ZLFO, uz promjenu
koordinata u reciprocnom prostoru u skladu s novom
Brillouineovom zonom tako da p, € [-Q/2,Q/2]
dok p, ostaje isti, dovoljan je da dovede do to-
poloskog prijelaza Fermijeve povrsine iz pocetne za-
tvorene u otvorenu topologiju perioda @ kao sto je
prikazano na Slici 1.
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Slika 1. Prikaz promjene topologije Fermijeve povrsine
dvodimenzionalne dirakovske disperzije uzrokovane peri-
odickom modulacijom impulsa ) = 2 pr, u recipro¢nom
prostoru iz zatvorene (a) u otvorenu topologiju (b) peri-
odi¢nosti @ nakon otvaranja procijepa u tockama dege-
neracije. Slika uz dozvolu nacrtana po uzoru na [4].

Promatrani vezani elektron-fononski sustav opisan
. .. . . . e 5
je Frohlichovim hamiltonijanom?®,
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gdjesue(k) ik = (kg, ky) energija i impuls elektrona
Ciji su operatori stvaranja i ponisStenja aL iag. Fo-
nonska su stanja odredena energijom Aw(q) i impul-
som q = (¢q, gy) dok su njihovi operatori stvaranja i
ponistenja redom ka i bx. A predstavlja povrsinu
dvodimenzionalnog sustava, a radi jednostavnosti
je pretpostavljeno da elektron-fononska konstanta
vezanja ¢g nema eksplicitne ovisnosti o impulsima
elektrona i fonona.

Hamiltonijan u aproksimaciji srednjeg polja prelazi

u novi oblik,

Hyp = Z [e(k)aiak + Ae@aIHQak—&—

k
Ath (2)
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+Ae ak_Qak} + 292 A,

gdje je
VANt =g ((ba)+ 0 q) @)

parametar uredenja, a (bq) = (bT_Q> ocekivana vri-
jednost makroskopski zaposjednutog fononskog sta-
nja valnog vektora ). Energije elektrona sustava s
uklju¢enom modulacijom odreduju se iz dijagonali-
zacije hamiltonijana (2) po elektronskim stanjima uz
zanemarivanje posljednjeg ¢lana. To vodi na izraz:

1(p) +e2(0) . [(21(0) —eaD)) | ry
4( DN

2
(4)
gdje je A sirina novonastalog procijepa.
U pomaknutim impulsima nove Brillouineove zone
energije £1(p) i e2(p) dane su sa

2 1
e12(p) =¢ (pz + g,py> = nvF\/<px + 2) +p5 -

(5)
Ovakav pomak ishodista za % omogucava uvid u
pojave na rubu novonastale Brillouineove zone. U
ovom trenutku prikladno je odabrati n = +1 ¢ime
se svi daljnji rezultati odnose samo na elektrone
obzirom da je za Supljine rezultat potpuno analogan
do na zrcaljenje po p, — py ravnini.
Konaéno, nakon otvaranja procijepa i topoloske
rekonstrukcije  elektronski  spektar  odreden
jednadzbama (4) i (5) ima oblik

e (p) = yor [V + V() %
i\/[\/(—k) - \/(—)]2 + éAQ

e+(p) =

(6)

)

uz definiranu pokratu

@)= (2 "j) . @

Slika 2 prikazuje ovisnost novih energija (6) o p, i py.
Donja vrpca ima sedlenu tocku na (ps,p,) = (0,0)

uec, = ep, — A, gdje je ep, = vry = vFpPR,
pocetna Fermijeva energija, dok gornja vrpca ima



dno na (ps,py) = (0,0) u ec, = €p, + A. Na
drugom dijelu slike nalaze se sheme ekvienergijskih
ploha za razlicite iznose e+ (p) = ¢ iz Cijeg je pre-
gleda odmah vidljivo dogadanje topoloske promjene
Fermijeve plohe porastom vrijednosti energije. Kako
bi se ispitalo formiranje pseudoprocijepa, u nastavku
treba odrediti gusto¢u stanja elektrona rekonstruira-
nog spektra.
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Slika 2. (a) Prikaz topoloske rekonstrukcije elektronske
vrpce dvodimenzionalne prvotno linearne disperzije dane
izrazom (6). Energijska vrijednost na p, = p, = 0 u
ec, = €r, — A predstavlja sedlenu tocku donje vrpce,
a ec, = €r, + A dno gornje vrpce. (b) Shematski pri-
kaz transformacije ploha konstantne energije za energiju
ispod (1) iiznad (2) vrijednosti e¢, , izmedu energije sed-
lene tocke i dna gornje vrpce ¢, < € < €¢, te iznad ec,.
Slika uz dozvolu nacrtana po uzoru na [4].

III. ELEKTRONSKA GUSTOCA STANJA

Gustoca stanja elektrona u dvije dimenzije
opéenito je dana izrazom

2 dpy

(27r)2/ e \ 2 e 2"
(&) ()
Opq apy
gdje dodatni faktor dva dolazi od zbroja po spi-
novima (degeneracija po dolinama (eng. valleys),

g(e) =

tj. K i K’, ovdje nije uzeta u obzir), a dp; pred-

stavlja linijski diferencijal dp; = (dpm)2 + (dpy)2
odakle je vidljivo da dp, i dpy nisu medusobno neza-
visni. Tada se energija moze izraziti kao funkcijska
ovisnost £(pg, py) = € [py(P2)] Sto zajedno dovodi do,
za izracun elegantnije, relacije za dvodimenzionalnu
elektronsku gustocu stanja:

0(6) = oz | T )
Ipy

Buduéi da problem od interesa ima dvije vrpce,
ukupna gustoéa stanja elektrona bit ¢e odredena
zbrojem gustote stanja gornje i1 donje vrpce
g(e) =g-(g) + 94 (¢).

Prije nastavka odredivanja ukupne gustoée stanja
moduliranog grafenskog sustava uvodimo skaliranje
parametara:

_ Da _ D € _ A
€O

Y —
xTr = = —, 6= — = —
Q/27 Q/Q’ EFO, F’

pa je u duhu ovih definicija prigodno redefinirati po-
kratu (£) u

(10)

(£) = (z+1)° +4% (11)

Sada spektar energija moze biti zapisan kao

L @y) =5 [V VO
iﬂm_mﬁm |

(12)

Odavde kvadriranjem izlazi jos jedna korisna jedna-
kost,

(2= ) —e[VH) + VO |+ VB V) =0,
(13)
Kako bismo najjednostavnije odredili %, koji nam je
potreban za izracunavanje gustoce stanja, parcijalno
deriviramo jednadzbu (13) po e. Nakon dotjerivanja
dobivene relacije, uz manipuliranje izrazima (12) i
(13), vracamo se u (9) odakle se trazena elektronska
gustoca stanja dopiranog grafena za samo jednu nje-
govu dolinu moze zapisati kao:
2 1 Q 1

(2m)? vp 2 y

e(1+%) - L/ VT

g(e)=

2B - AV R (- 5)

(14)
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Slika 3. (a) Krivulje podintegralne funkcije 85—; za,
razli¢ite odnose parametara e i §. Donja granica integra-

.. . . . de_
cije za donju vrpcu odredena je nultockom aLyUl) =0
C

=0zae>1+4+0. Gornja
granica je u oba slucaja m( ) = 1. (b) Krivulje podin-

za e < 1 — 4, a iznosi Ig)

tegralne funkcije 5% koja ima fizikalna rjeSenja samo
za e > 1+ 0. Donja granica integracije gornje vrpce je

xép = 0 dok je gornja definirana nultockom aay |””(c2) =0.

Odmah je uocljivo da se pod integralom osim inte-
granda x nalazi i y (x,e). Buduéi da se (13) svodi
na jednadzbu osmog stupnja po y, odlucili smo pro-
blemu pristupiti numerickim metodama. Koristeci
programski sustav Mathematica, dobiveno je svih
osam analitickih rjesenja za y (x, e). Medu njima su
izdvojena dva fizikalna rjeSenja koja odreduju do-
nju i gornju vrpcu. Njihovim uvr§tavanjem u (14) i
daljnjom integracijom moguée je izvrijedniti g4 (e) i
g-(e).

Da bi se odredile granice integracije, potrebno je po-
blize analizirati podintegralnu funkciju. Na Slici 3
nacrtana je funkcija %Lyi, gdje e_ odreduje ener-
giju donje, a e energiju gornje vrpce. Iz vidne
simetrije dovoljno je integrirati po samo prvom kva-
drantu pa doprinos ostalih dodati mnozeci faktorom

Cetiri. Granice integrala odreduju se iz varirajuceg
odnosa parametara energije i procijepa. Za donju
vrpcu krivulja mijenja svoju donju granicu tako da

je za e < 1 — § odredena onim x(c) koji je rjesenje

jednadzbe Ty'ﬂ” =0, a u slucaju e > 1 4 4 gra-
(e}
1)

nica je x5’ = 0. Gornja granica je za obje situacije

jednaka i iznosi xg) = Podintegralna funkcija
gornje vrpce ima realna rjeSenja jedino za ispunjen
uvjet e > 1+ § tako da pri integraciji njene granice
idu od x(l) = 0 do nultocke odredene jednadzbom
%=, @ =0.

Konacno numerickom integracijom relacije (14) po
deﬁniranim granicama dobivena je gustoca stanja
elektrona. Kao $to je odmah vidljivo na Slici 4, do-
ista se oko energije e = 1 + § otvara pseudoprocijep
koji postaje sve 8iri za veéi parametar §, a potpuno
iStezava u limesu 6 — 0 u kojem daje potpuno slaga-
nje s gustocom elektronskih stanja grafena poznate
linearne disperzije za jednu njegovu dolinu, %, u no-
vom skaliranju (10), kao $to bismo i ocekivali.
Obzirom da egzaktne jednadzbe vode na dosta
slozene izraze s kojima je tesko dalje manipulirati,
odluéili smo iskoristiti aproksimaciju energija oko
Fermijeve razvijajuéi (5) u Taylorov red do drugog
stupnja oko (pz,py) = (0,0). Ukoliko aproksimacija
bude pokazala dobro slaganje s egzaktnim rjeSenjem,
ona bi mogla biti koriStena za opis sustava oko pse-
udoprocijepa na energijama e = 1 +J. Sada su, uz
iskoristenu prethodno uvedenu renormalizaciju (10),
vrpce opisane sa:

1

erp(zy)=1+tz+ 5927 (15)

odakle uvrstavanjem u (4) slijede relacije za gornju
i donju vrpcu u ovoj aproksimaciji:

1
et (x,y):1+§y2:|:\/w2+52. (16)

Naposljetku, parcijalno derivirajuéi prethodnu
jednakost po y i vrativéi se u (9), u aproksima-
ciji oko Fermijeve energije trazeni izraz za gustocu
elektronskih stanja donje i gornje vrpce je

V2 dz
(2m)? op 2 Ve—1+Va2 152
(17)

Ovaj integral je analiticki rjesiv, no kako su nje-
gova rjeSenja odredena elipti¢nim integralima prve i
druge vrste, i u ovom smo se sluc¢aju zadrzali na nu-
merickom pristupu. Trazenje granica integracije po-
novno zahtijeva analiziranje podintegralne funkcije

g5 (e) =
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Slika 4. Elektronska gustoda stanja g (e) za razli¢ite vri-
jednosti parametra Sirine procijepa: (a) 6 = 0.01, (b)
6 = 0.05, (¢c) 6 =0.11i(d) § =0.2. Lako je uocljivo
formiranje sve veéeg pseudoprocijepa s porastom 0.

g(e) )

Slika 5. Usporedba egzaktnog (crveno) i aproksimativ-
nog (plavo) rjesenja gustoce elektronskih stanja za pa-
rametar 6 = 0.1. Aproksimacija ne ispunjava ocekivanje
da bi trebala dobro pratiti egzaktnu funkciju na intervalu
1-d0<e<1+59.

koja u ovom slu¢aju nije nista drugo doli y(x). Uzi-
majudi simetriju u obzir, dovoljno je integrirati samo
po prvom kvadrantu i rezultat umnoziti sa cetiri. Is-
postavlja se da su granice sli¢cno definirane kao i za
egzaktan problem: U donjoj vrpci donja granica se

mijenja tako da je odredena nultockom y_ (x(cl)) =

za e < 1— 0, a ima vrijednost xg) =0zae>1+6.

U oba slucaja gornja granica je :z:(g) = 1. U gor-

njoj vrpci postoje fizikalna rjesenja samo za uvjet
e > 1406 za koji je J:g) = 0, a gornja granica defini-
rana sa y+(xg)) =0.

Po provedenoj integraciji, kako se moze vidjeti na

Slici 5, i u aproksimaciji za gusto¢u stanja otvara se
pseudopocijep, ali ova funkcija u okolini e < 1 — 9§
ie > 1+ ima korijensku ovisnost o energiji, sto
nije kompatibilno s egzaktnim rezultatom koji je li-
nearan.
Usporedivsi dobivene rezultate za gustoéu stanja
u egzaktnom i aproksimativnom slucaju, $to pri-
kazuje Slika 5, vidljivo je postojeée odstupanje
aproksimacije od egzaktnog rjeSenja u podrucju
pseudoprocijepa §to upucuje na zakljucak da ova
aproksimacija ipak ne daje dovoljno dobar opis
funkcije g(e) na zZeljenom rasponu.

IV. ZAKLJUCAK

Promatrajuéi dvodimenzionalni dirakovski sustav,
koji nema zadovoljen uvjet dobrog ugnjezdenja Fer-
mijeve povrsine, pokazano je da uvodenje struktu-
ralne nestabilnosti na njega u obliku periodickog po-
tencijala vodi na rekonstrukciju elektronskih vrpci



sustava. Takoder, pojavljuje se i topoloski prije-
laz kojim prvotno zatvorena Fermijeva povrsina pre-
lazi u otvorenu (Slika 1) u prosirenom reciproénom
prostoru. Odredivanjem funkcije za gustotu sta-
nja elektrona sustava rekonstruiranih vrpci zamije-
tili smo formiranje pseudoprocijepa na energijskom
intervalu oko Fermijeve energije ¢ija je Sirina dana
parametrom A slijeva i zdesna od € = €p,, kao sto
je vidljivo na Slici 4. Kako je i ocekivano, pse-
udoprocijep nestaje uklanjanjem periodicke modu-
lacije iz sustava. Nadalje, promotrena je aproksi-
macija za gusto¢u stanja oko pseudoprocijepa dobi-
vena Taylorovim razvojem energija rekonstruiranog
spektra do drugog reda, no u konaénici se ispostavilo
da ona ne daje dovoljno dobro slaganje s egzaktnom
funkcijom te da je nije povoljno koristiti u narednim

racunima koji zahtijevaju veliku tocnost.

Navedeni rezultati vode na procjenu da bi ovaj
mehanizam nastanka pseudoprocijepa topoloski
rekonstruiranom Fermijevom povrSsinom mogao,
medu ostalim, objasniti pojavu CDW-a u grafitnim
interkalatima poput CaCg. Ovu bi pretpostavku
trebalo jo§ direktno eksperimentalno provjeriti
ARPES-om (Angle-Resolved Photoemission Spec-
troscopy) kako bi se mogla potpuno potvrditi.
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