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Tema ovog seminara je upoznavanje te analiza nekih od shema metode konaé¢nih razlika kao i
njihova primjena u rjeSavanju konkretnog biofizikalnog sustava - raspodjelu molekularnih motora
na rastucoj mikrotubuli. Prvo éemo razmotriti osnovni model kojeg opisuje jednadzba advekcije,
a kasnije ¢emo dodati i difuzni ¢lan kao i ¢lan ogranic¢enja na maksimalnu popunjenost. Prosireni
model ¢emo usporediti sa stohastickom simulacijom kako bismo utvrdili opravdanost koristenja

modela.

UvOoD

Fizika je grana znanosti koja pokuSava pronaéi te-
meljne zakone koji objasnjavaju ponasanje i interakciju
materije na razli¢itim skalama. Od posebnog znacaja su
sistemi za ¢iji opis nije dostatno znanje samo jedne grane
fizike, jer upravo u takvim sustavima mozemo razluciti
do koje su granice teorije konzistentne. Jedan od tak-
vih sustava upravo je bioloska stanica. Poznato je da je
stani¢na grada osnova svakog zivog organizma, ali ona
predstavlja i svojevrstan laboratorij koji je na granici
klasi¢ne i kvantne fizike, kao i u podru¢ju u kojem su
efekti termalnih fluktuacija bitni te se ne smiju zane-
mariti. Zanimljivo je da je evolucija uspjela iskoristiti
zakone termodinamike kako bi kreirala iznimno efikasne
strojeve, koji zajedno obavljaju vrlo kompleksne zadaée
i sinergijski ¢ine jako dobro orkestrirani organizam.

Sustav koji ¢emo mi promatrati je rastu¢i mikrotubul
na kojem se stohasticki spajaju i odspajaju molekularni
motori. Mikrotubul je, ugrubo, bioloska dinamicka cijev
koja je sposobna jako brzo mijenjati svoju duljinu (u od-
nosu na vlastitu skalu veli¢ine). Zbog svoje dinamicnosti
i mehanickih svojstava, igra kljuénu ulogu u brojnim
stani¢nim procesima, poglavito onim gdje je bitna ¢vrsta
struktura. Molekularni motori su iznimno efikasni stro-
jevi koji pretvaraju kemijsku energiju u mehanicki rad.
Njihova je funkcija primarno prenosenje stani¢nih orga-
nela kroz stanicu, putujuéu uzduz mikrotubula.

Tako je, zbog termalnih fluktuacija, ovakav sustav
nuzno stohastican, prilikom njegovog opisa, mi ¢emo se
koristiti diferencijalnim jednadzbama advekvije i difu-
zije. Naime, poznato je da matematicki ne postoji razlika
izmedu rjesenja (koje je u principu funkcija gustoée vje-
rojatnosti) stohasticke diferencijalne jednadzbe koja opi-
suje pristranog nasumic¢nog Setaca i gustoce koncentracije
koja je rjesenje jednadzbe difuzije s advekcijom.

Za rjesavanje diferencijalnih jednadzbi bit ée koristena
metoda kona¢nih razlika. Ona se zasniva na tome da
se derivacije zamjene razlikama, te da se diskretizira do-
mena. Time pocetnu diferencijalnu jednadzbu svedemo
na sistem algebarskih, koji se, zahvaljuju¢i rac¢unalnoj
modi koju danas posjedujemo, lako implementira te brzo
i efikasno rijesi.
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MOLEKULARNI MOTORI

Molekularni motori su prirodni ili umjetni strojevi
koji vrse mehanic¢ki rad na nanoskali. Opéenito, mo-
tori su strojevi koji pretvaraju neki oblik energije u me-
hanicki rad, tako molekularni motori pretvaraju kemijsku
energiju dobivenu hidrolizom molekule ATP-a (adeno-
zin trifosfat). Hidroliza ATP-a je proces cijepanja mole-
kule ATP-a pomoc¢u molekule vode, pritom nastaju ADP
(adenozin difosfat), fosfat i energija. Molekularni motori
su trenutno puno efikasniji od bilo kojeg motora koji je
covjek dizajnirao. Vazna razlika izmedu motora na ma-
kro skali i molekularnih motora je ta $to molekularni mo-
tori djeluju unutar toplinskog spremnika tj. fluktuacije
uslijed termalnih efekata nisu zanemarive[1].

MIKROTUBULI

Mikrotubuli su bioloske molekule oblika cijevi, unutar-
njeg promjera od priblizno 18nm te vanjskog promjera
koji je od prilike 25nm. Duljine im je u rasponu od ne-
koliko nanometara pa sve do vise desetaka mikrometara,
to ih €ini jednim od najveéih bioloskih molekula[2]. Za-
jedno s mikrofilamentima i intermedijarnim filamentima
¢ine klase gradevnih citoskeletnih struktura[l]. Mikrotu-
buli izvrsavaju niz funkcija:

e StaniCna migracija - to je proces pri kojem se u
viSestani¢nom organizmu neka stanica premjesta s
jedne lokacije na drugu.

e Razvoj - mikrotubuli sudjeluju u oblikovanju same
stanice, kao i tkiva te cijelog organizma.

e Bi¢ i trepteljke - mikrotubuli su sastavni dio
stani¢nog bica i trepeteljki koje sluze stanicama i
jednostani¢nim organizmima za kretanje.

e Struktura - mikrotubuli, zbog svojih mehanickih
svojstava, Cine kostur stanice, takoder, oni sluze
kao svojevrsne staze po kojima se mogu kretati mo-
lekularni motori i prenositi organele.

e Genska regulacija - kako mikrotubuli sudjeluju u
stani¢nim procesima na vise razina, zasluzni su i za
ekspresiju genal2].



Mikrotubuli nastaju polimerizacijom dvaju globomer-
nih proteina - a-tubulina i S-tubulina. Polimerizacija je
nista drugo nego li proces spajanja jednostavnijih mole-
kula u slozeniji sustav. Globularni proteini su proteini
koji se sferi¢cno zamataju. Bitno je naglasiti da mikro-
tubuli imaju dva kraja + i -, koji su odredeni prote-
inima koji se tamo nalaze (S8-tubulin i a-tubulin). Na
kraj odredenog polariteta moze do¢i samo protein odgo-
varajuéeg polariteta (npr. na + kraj moze doéi samo
B-tubulin). Tako je moguée da mikrotubul raste na oba
kraja, rast na + kraju znacajno je brzi[l]. Na slici 1
imamo prikaz mikrotubula, njegovih gradivnih jedinica,
kao i tablicu nekih osnovnih podataka o mikrotubulu.

METODA KONACNIH RAZLIKA
Motivacija i uvod

Metoda konac¢nih razlika (metoda konaénih razlika)
motivirana je definicijom derivacije funkcije:
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Odnosno, koristi se ¢injenica da mozemo aproksimirati
ovaj limes birajuéi mali iznos parametra Az. Ocito je
Takvim pristupom gubimo na preciznosti tj., imat ¢emo
gresku koja ovisi o iznosu Az. Gresku u n-toj iteraciji
mozemo izraziti kao:

R™(Az) = k + O(Az"), (2)

Gdje je r neki prirodan broj, a k neka konstanta. Ovakav
tip greske je poznat u numerickoj matematici kao greska
trunciranja. Za potrebe metode konac¢nih razlika mogli
bismo integrirati gornji izraz (Sto odgovara mmnozenjem
izraza sa Az). PremjeStanjem ¢lanova dobivamo:

flz+ Az) = (1+ Ax)f(x), (3)

Sada vidimo da znanjem rubnih uvjeta f(a) = I, mozemo
izvrjedniti funkciju na cijeloj domeni [a,b]. Izraz (3),
tj. relaciju medu f(z + Az) i f(z) nazivamo shemom.
Gornju jednadzbu bismo mogli poop¢iti na sljedeéi oblik
(8to bi odgovaralo bilo visem redu derivacije ili dodavanju
neke funkcije):

flz+ Azr) = G(f(x)), (4)

gdje je G(f) neka funkcija sheme. U tom sluc¢aju imamo
implicitno zadanu shemu. Postoje i eksplicitne sheme
koje, pak, imaju sljedeci oblik:

G(f(x), f(x + Az)) = 0. (®)

Vidljivo je da ovim postupkom diferencijalnu jed-
nadzbu svedemo na niz algebarskih, koje iterativno
rjeSavamo i tako dobivamo vrijednosti rjeSenja u
razli¢itim prostornim, odnosno vremenskim intervalima.

Nastavljamo razvijati ideju: pri rjeSavanju 2D parcijalne
diferencijalne jednadzbe domenu podijelimo na pravo-
kutnu mrezu u kojoj su tocke medusobno udaljene Ax
i At. Tada bismo iterativno, pomicanjem po mrezi
odredili rjesenje jednadzbe. Slika 2 prikazuje neku od
mogudéih nac¢ina odredivanja vrijednosti rjesenja iteraci-
jom po mrezi.

Analiza shemi

Ukoliko se finijom diskretizacijom domene ili
povecanjem broja koraka udaljavamo od stvarnog
rjesenja. Tada dana shema, ocito nije dovoljno dobra.
Formalno, zelimo da shema konvergira i da je stabilna.
Sada ¢emo preciznije definirati navedene pojmove.

Za metoda konac¢nih razlika shemu kazemo da je ko-
nvergentna ukoliko za svaki svako rijeSenje u(x,t), te
za rjesenja metoda kona¢nih razlika sheme v! te v¥ uz
konvergiranje v) prema u(z,0) za nAxr — z imamo ko-
nvergenicju v?, u u(x,t) za nAz — x i iAt — t kako Ax
i At is¢ezavaju[3] .

Neka je Pu = f operatorski definirana diferencijalna
jednadzba, a Pagzarv = f metoda konacnih razlika
shema. Dana metoda konac¢nih razlika shema je kon-
zistentna ukoliko za bilo koju glatku funkciju ¢ vrijedi
da P¢p — Pazai®d — 0 kako Az i At iS¢ezavaju.

Neka je Pay, Atv; = f metoda konaé¢nih razlika shema,
ona je stabilna u podrucju €2 ukoliko postoji cijeli broj
J takav da za svako pozitivno vrijeme 7T vrijedi postoji
konstanta Cp takva da vrijedi:

J
10| 2z <Y Orllo? ||, (6)

Jj=0

za 0 < iAt < Ti (Az,At) € Q Pri ¢emu je ||w||ar £2
norma vektora w definirana preko:
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U praksi je opéenito tesko koristiti ovu definiciju, stoga se
koristi drugacija metoda. Naime, moguce je pokazati da
vrijedi sljedec¢a relacija izmedu Fourierovih transformata
shema:

0(), = 9(EAz, At, 62)"0(€). (8)

Pri ¢emu je g faktor amplifikacije. Koristeéi gore nave-
den rezultat moguée je pokazati da je shema stabilna (u
podrucju Q)ukoliko postoji konstanta K (neovisna o &,
At i Ax) takva da vrijedi:

lg(EAx, At, Az)| < 1+ KAL. (9)

Za sve (Az, At) € Q[3]. Gore opisana metoda poznata
je kao analiza Von Neumanna. Stabilnost i konzistent-
nost su nam interesantni zbog toga sto za linearne sheme
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Slika 1. Prikaz mikrotubula, zajedno sa osnovnim podatcima.
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Slika 2. Shematski prikaz nekog moguca nacina rjesavanja
problema.KruZznice predstavljaju tocku domene (zi t) u ko-
jima izvrjednjavamo rijeSenje. Neka su promjene u x pred-
stavljene pomicanjem prema lijevo u mrezi, dok su promjene
u t predstavljene pomakom prema gore. U danoj iteraciji izv-
rjednjujemo rjeSenja u tockama domene odredene iscrtkanim
kruznicama, dok popunjene predstavljaju poznate vrijednosti.
Kako bismo mogli naéi iznos funkcije u svakoj tocki domene
potrebno je imati jednadzbu za svaku tocku unutar domene,
te poznate vrijednosti na rubovima domene (rubni uvjeti).
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vrijedi Lax-Wendroff teorem ekvivalencije prema kojem
je stabilna i konzistentna shema ako i samo ako je i ko-
nvergentnal3]. Stovise, mogude je pokazati da je stopa
konvergencije proporcionalna greski trunciranja. Kako
je za linearne sheme trivijalno pokazati da stabilnost i
konzistentnost povlace konvergentnost, u praksi je jedino
koristan rezultat da stabilnost povlaci konvergentnost,

stoga ¢emo u nastavku prouciti stabilnost i gresku trun-
ciranja nasih shemi. [4]

Gresku trunciranja odredujemo uvrstavanjem egzakt-
nog rjeSenja u shemu metode kona¢nih razlika. Zatim,
koriste¢i Taylorov razvoj raspiSemo vrijednost rjesenja
u prethodnom koraku: f(z + Az) = f(z) + %Am +

é imép Az?... uzimanjem derivacija relevantnog reda. For-
malno, gledamo Pazu. = R™, gdje su u, i R™ egzaktno
rjeSenje i greSka trunciranja respektivno. Idealna mjera
greske bi ukljucivala sumu razlike egzaktnog rjesenja i
numerickog u svakoj tocki mreze, ali to u praksi nije iz-
vedivo u veéini slucajeva.

Softverska podrska

Numericko rjeSavanje napravljeno je u programskom
jeziku Python uz koriStenje specijalnih biblioteka numpy
i scipy.

Numpy je moéna biblioteka za linearnu algebru. Os-
novni objekt koji se koristi za pohranu rjesenja je numpy
array. Numpy array je dosta slican python listi, ali
podrzava operacije vektorskog zbrajanja, koje su za neko-
liko redova veli¢ine brze nego ekvivalentna funkcionalnost
implementirana koristenjem petlji i listi.

Scipy je Dbiblioteka namijenjena za znastveno
racunanje, podrzava ogroman niz funckionalnosti te
su one podijeljene u module. Nama je interesantan
scipy.sparse modul. Pomo¢u njega mozemo baratati ma-



tricama koje imaju veliku veéinu elemenata jednakih 0
(eng. sparse matrix). Tako je moguée definirati matricu
preko numpy array-a, kojima potom dodijelimo dijago-
nalu na matrici. Osim toga, moguée je rijesiti sustav
jednadzbi tako definiran koristeéi scipy.sparse.linalg.solve
funkciju. Ona je, dakako, maksimalno optimizirana.

Za vizualizaciju rjeSenja, koristena je seaborn bibli-
oteka, ona omoguéuje visok stupanj prilagodbe grafova
zeljama korisnika. Takoder, ona podrzava Sirok spektar
oku ugodnih tema i dizajniranih obrazaca.

OSNOVNI MODEL - ADVEKCIJA

U osnovnom modelu pretpostavljamo da se moleku-
larni motori spajaju na MT stopom k,, te od spajaju
stopom k,¢¢. Naravno, molekularni motori se mogu spo-
jiti samo na dio domene na koji se prosirio MT, to je
omoguéeno Heavisideovom theta funkcijom: 6(vgt — ),
gdje je vy brzina produljenja MT-e. molekularni motori-i
imaju gustoéu strujanja koja je u ovom modelu jednos-
tavno v, p. Sama promjena gustoce razdiobe zadovoljava
advekcijsku jednadzbu. Sve skupa imamo:

a l’,t 3 I,t
% = —Um pém ) — koffp(x’t) + kone(vgt _ $)

(10)

Ovaj model ¢emo rijesiti shemom uz vjetar (eng.
upwind scheme) u prostoru te unatrag u vremenu:

dp 1, .,

o5 - E(Ui —ui )
8,0 1 n+1 n
ox - At (™ =)

Stoga, mozemo eksplicitno iskazati u?“:

gdje je f = kosppul’ + konb(vgt —2[i]), a C = vm%.

Kako bismo se uvjerili da je ovakva shema oprav-
dana, provest ¢emo analizu opisanu u prethodnom po-
glavlju. Lako je pokazati da homogena jednadzba advek-
cije (bez vanjske sile), na beskona¢noj domeni [—o0, 0]
ima rjesenje oblika p(x,t) = I(x — vt). Isti oblik rjesenja
ocekujemo i unutar konacne domene, prije nego $to pos-
tanu relevantni doprinosi rubnih uvjeta. Lako je pokazati
da Fourierov ¢lan Bsin(k(xz — ct)) zadovoljava jednadzbu
advekcije. Stoga mozemo opéenito uzeti ¢lanove oblika
AR uz A, = e hHCAT — —ikvAl \[ozemo, koristeéi
metodu Von Neumanna, opisanu u prethodnom poglav-
lju, pogledati sto se dogada Fourierovoj komponenti pod
utjecajem sheme:

ull = Anettade, (12)

Uvrstavanjem u (11) imamo:

AnLeill = Aneid? — C(A™ (e — U1 (13)
— A=1-C(1-e"). (14)

Ovdje smo indeks ¢ zamijenili s j, te i oznacava ima-
ginranu jedinicu, a 8 = kqAx. 1z gornjeg izraza vidimo
vidimo da je shema stabilna za C' < 1[5]. Ali, imamo
i nefizikalno guSenje za male vrijednosti parametra C.
Medutim, usitnjavanjem mreze, efekti gusenja iS¢ezavaju.

Rezultati dobiveni ovom metodom mogu se vidjeti na
slici 3.

PROSIRENI MODEL - DIFUZIJA

U prosirenom modelu dodajemo difuzni ¢lan, kao i
ogranic¢enje na maksimalnu gustoéu molekularni motori-
a. Jednadzba prosirenog modela, dakle, glasi:

dp d%p dp p(z,t)
—=D— - mi_ko kon 1-—-
ot 02 v or 1P+ ( Pmazx

)0(vgt —x).

(15)
Ovu ¢emo jednadzbu rijesiti koriste¢i shemu Cranka i
Nicolsona[6]. Ta je metoda u principu, unatrag u vre-
menu i centrirana u prostoru, ali su prostorne vrijednosti
usrednjene izmedu susjednih vremenskih intervala:

dp  ulMtt —wup

N : 16
ot At ( )
Pp (i =20 i)+ (g - 20 +upy)
0z 2Az2
(17)
@ N (“?111 - u?jll) + (U?H —ui ) (18)
ox 4Ax
p— 7%*12_ Ui (19)

Koristeé¢i gornje zamjene, mozemo postaviti sustav
oblika:

AU =, (20)
gdje je U = (ug,uf,...ul ). Za vektor b imamo:

b=l 4 7
p=by, =0

Matrica A je oblika:

Ao Aox 0 0
Ao Arn Arg
A O".A_2’1-42’2‘v .
, . 0
. ANX—17NX
0 0 AN)(,NX_1 ANX»NX
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Slika 3. Graficki prikaz rezultata dobivenih metodom konaénih razlika. SLika sadrzi rezultate za advekciju, a donji za advekciju
s difuzijom. Imamo dva rezima rada vy > U 1 vy < Uy (lijevo i desno). Funkcija je izracunata u 3 vremenska intervala: 30s,
60s, 90s, tako smo dobili ponasanje mikrotubula koje odgovara opazenom.

Pri ¢emu vrijedi:
1 1
Ajjii=—=F—--=-C
LT Ty
Am':lJrAt'koferF

1 1
Aiit1 = _QF + an

gdje su C' = vm% i F = DAAJQ. Kao sto vidimo ova
shema je implicitna u vremenu i izvrjednjenje u sva-
kom vremenskom koraku podrazumijeva rjeSavanje sus-
tava jednadzbi definiran s (20). Provedimo analizu sta-
bilnosti sheme (opet za homogeni sluc¢aj). Uvrstavamo
uf = Are? gdje je @ = kAx u (15) uz zamjene defini-
rane s (16) - (18). Imamo:

(_% _ g)An+1ei(j—1)6 4 (1 +F)An+1eij6+
C F. o i(G+1)0 _
G e =
— (% + g)An—&-lei(j—l)G + (1 _ F>Aneij9+
c F
- AP i(5+1)0
(-7+5)

Sredivajem dobivamo izraz za faktor amplifikacije:

A2 = (1- 2Fsin2(0/2))2 + (- C/2$in(9))2 (1)
(1+ 2Fsin?(6/2))? + (C/28i71(9))2 .

Kako su sin?(0/2) te F i C nenegativni, slijedi da je Cr-

nak Nicolsonova shema bezuvjetno stabilna. Upravo iz

tog razloga se jako Cesto koristi pri rjeSavanju transport-
nih problema.

Rezultati dobiveni ovom metodom mogu se vidjeti na
slici 4.

I. STOHASTICKI MODEL

U ovome modelu uzimamo drugi pristup. Podijeliti
¢emo mikrotubul na N, ¢éelija, od kojih svaka moze biti
ili zauzeta ili slobodna (1 ili 0). Jedinica implicira pri-
sutstvo molekularnog motora, a nula odsutsvo. Ovoga
puta ¢emo generirati slucajne brojeve te na temelju re-
zultata spajati, odspajati te pomicati molekularne mo-
tore sa mikrotubula. Molekularni motori ¢e se pomicati u
oba smjera, ali je veca vjerojatnost za pomicanje u desno.
Dakle imamo neke vjerojatnosti k,n i k. ff koje defini-
raju spajanje i odspajanje molekularnog motora. Te neku
vjerojatnost difuzije D i neku vjerojatnost advekcije vy, .

ZAKLJUCAK

U ovom radu smo proucavali konkretni biofizicki sus-
tav; raspodjelu molekularnih motora na rastuéem mi-
krotubulu. Mikrotubuli su zanimljive strukture zbog
svoje dinami¢nosti i vaznosti u brojnim bioloskim proce-
sima. Molekularni motori koriste hidrolizu ATP-a kako
bi se kretali duz mikrotubula i prenosili organele s jedne
strane stanice na drugu. Ponasanje molekularnih motora
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Slika 4. Graficki prikaz rezultata dobivenih metodom konacnih razlika. Slika sadrzi rezultate za difuziju. Imamo prikazana 2
rezima rada: vy > U 1 Vg < U (lijevo 1 desno). Funkcija je izracunata u 3 vremenska intervala: 30s, 60s, 90s, tako smo dobili

ponasanje mikrotubula koje odgovara opazenom.
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Slika 5. Histrogram dobiven stohastickim modelom

je manifetstno stohasticko, jer su efekti uslijed termal-
nih fluktuacija bitni. Unato¢ tome, moguce je provesti
analizu sluzeéi se poznatim parcijalnim diferencijalnim
jednadzbama, kao $to su jedndazba advekcije i difuzije.
Same jednadzbe su rijeSene pomoé¢u metode konacnih
razlika koja se zasniva na zamjeni derivacija razlikama,
te disktretizaciji domene. Tim ¢inom smo sveli diferen-
cijalnu jednazbu na niz algebarskih, koji se onda moze
rijesiti zahvaljuju¢i moci suvremenih racunala. Promo-
trili smo dvije razli¢ite sheme disktretizacije: unatrag
u vremenu, uz vjetar u prostoru te Crank Nicolsonovu
shemu. Proveli smo analizu istih te nasli prostor parame-
tara u kojem daju stabilna rjeSenja. Na kraju smo proveli
implementaciju i graficki prikazali rjeSenja u razlic¢itim
vremenskim intervalima. Na slici 5 imamo prikaz tako
dobivenog rjesenja.
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