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Napravljene su tzv. Monte Carlo replike modela udarnog presjeka za pojednostavljen opis procesa
dubokog virtualnog komptonskog rasprSenja. Prvo je proucavana situacija u kojoj su podaci op-
tereceni statistickim pogreskama. Prilagodbom modela na podatke dobivene u replikama odredeni
su parametri modela te je napravljen histogram dobivenih parametara na koji je napravljena pri-
lagodba Gaussiana. Iz dobivene prilagodbe odredene su srednja vrijednost i standardna devijacija
pojedinog parametra modela te je standardna devijacija usporedena s vrijednos¢u dobivenom ana-
litickim rac¢unom pri ¢emu je dobiveno dobro slaganje. Zatim je na podatke iz replika dodana
sistematska pogreska te je, analogno kao i prije, napravljena prilagodba Gaussiana na histogram
koeficijenata. Standardne devijacije tih koeficijenata su usporedene s vrijednostima dobivenim ana-
liticki te je za parametre modela dobiveno vrlo dobro slaganje. Konaé¢no, isti postupak je napravljen
i za tzv. moduliranu sistematsku pogresku te su usporedene standardne devijacije odredene iz pri-
lagodbe Gaussove funkcije na podatke iz replika s vrijednostima dobivenim analitickim izra¢unom
te je dobiveno dobro slaganje.

1. UVOD d) A < rp: vrlo visoke energije, valna duljina fotona je
dovoljno mala da se moze detaljno razluciti struk-
tura protona, mogu se razlucivati tzv. kvarkovi

Elektron-proton rasprsenje je proces koji sluzi kao
mora unutar protona.

glavni alat za ispitivanje svojstava protona. Fizika koja
opisuje ovakvo rasprSenje ovisi o energiji upadnog elek-
trona. Primjerice, pri niskim energijama rasprsenje je @) (b) © C)
elasti¢no sto znaci da cCestice u pocetnom i kona¢nom

e
stanju ostaju nepromijenjene. S druge strane, pri viso-
kim energijama dominantan proces postaje tzv. duboko e"—é e"_g e
neelasticno rasprienje (engl. deep inelastic scattering,
A<y

DIS) gdje se proton ,razbija”. Ovaj proces je u osnovi

elasti¢no rasprsenje elektrona na kvarkovima unutar pro- A1 A~ny

tona te se stoga moze koristiti kao metoda za ispitivanje

strukture protona. Fizika koja opisuje elektron-proton Slika 1: Shematski prikaz elektron-proton rasprsenja.
rasprsenja ovisi o ulaznoj energiji, odnosno o valnoj du- Preuzeto iz: [1]

ljini virtualnog fotona kojeg izmjene elektron i proton.
Stoga se ono, ovisno o odnosu valne duljine virtualnog

fotona A i radijusa protona r,, moze u grubo razvrstati 2. TEORIJA ELEKTRON-PROTON
u cetiri kategorije ([I, pp. 160-161]) prikazane shematski RASPRSENJA
na slici [It
a) A > r,: vrlo niske energije na kojima su elek- 2.1. Rutherfordov i Mottov udarni presjek
troni nerelativisticki, proces se moze opisati kao
elasticno rasprsenje elektrona u statickom poten- Rutherfordovo i Mottovo rasprenje su niskoenergetski
cijalu tockastog protona; limesi elektron-proton rasprsenja. Ako se pretpostavi da

b) A ~ 7t proces vise nije iskljucivo elektrostatske je odboj protona puno manji od njegove mase mirovanja
prirode te se mora uzeti u obzir i distribucija naboja  j qa je proton toc¢kasta Cestica interakcija se moze opisati
i magnetskog momenta unutar protona; tako da je proton fiksan izvor klasi¢nog 1/r elektrostat-
¢) A < rp: valna duljina postaje mala u usporedbi skog potencijala. Jedina razlika izmedu Rutherfordovog
s radijusom protona, udarni presjek za elasticno i Mottovog udarnog presjeka jest to sto elektron u prvom
rasprsenje postaje malen te neelasticno rasprsenje slucaju nije relativisticki, dok u drugom je. Feynmanov
elektrona postaje dominantno, upadni elektron dijagram za Rutherfordovo i Mottovo rasprsenje prika-
»Tazbija” proton i interagira s valentnim kvarko-  ,an je na slici2} Usrednjeni kvadrat amplitude za proces
vima unutar protona; na slici 2] dobiva se primjenom Feynmanovih pravila za
kvantnu elektrodinamiku (engl. QED):
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Slika 2: Prikaz elasti¢nog rasprsenja u laboratorijskom
sustavu (lijevo) i Feynmanov dijagram za elasti¢no
rasprienje u vodeéem redu ra¢una smetnje (desno).

Preuzeto iz: [1]

gdje su my, i m, mase protona i elektrona, a p = p; = p3
impuls elektrona. Diferencijalni udarni presjek u labo-
ratorijskom sustavu za takvo rasprSenje, uz zanemariv
odboj protona, dobiva se iz formule:

do 1 2
a0 = g (M) ®

Rutherfordov udarni presjek dobiva se iz jedn. u
aproksimaciji u kojoj je elektron nerelativisticki, Sy, <
1ime ~ E; < my. U tom slucaju jedn. postaje:

m2m?2e?

(IM5f?) _ e (3)

Rutherford  p sin®(6/2)

Ako se jedn. (3]) uvrsti u jedn. (2)) dobiva se:

(o ©
dQ Rutherford a 16E%{ Sin4(0/2)7

gdje je Ex = p?/2m, kineticka energija elektrona, a o =
e?/4r je tzv. konstanta fine strukture.

S druge strane, Mottov udarni presjek se dobiva u
limesu relativistickog elektrona, odnosno fBeve > 1 i
E ~p. Jedn. stoga postaje:

m2et 0
M, 2> = L2 _cos® (=), 5
<| sil Mott  E2sin*(6/2) 2 )
gdje je E = ~.m, ulazna energija elektrona te se

uvrstavanjem jedn. u jedn. dobiva Mottov udarni
presjek:

(1) ™ i (1)

2.2. Rosenbluthova formula

Jedn. @ ne uzima u obzir odboj protona pri rasprsenju
relativistickog elektrona sto je dobra aproksimacija ako
lg] < m,. U slucaju kada taj uvjet ne vrijedi, potrebno
je modificirati jedn. @ pa ¢e udarni presjek za rasprsenje

relativistickog elektrona na mirujuéem protonu ako se u
obzir uzme odboj protona imati oblik:

do o By
dQ  4E2sin*(0/2) E1

X [cos2 <Z) + fn;)siHQ (g)} .

gdje su F; i F3 ulazna i izlazna energija elektrona, a
Q? = —¢? gdje je ¢* impuls virtualnog fotona. Varijabla
Q? se naziva virtualnost i interpretira se kao skala na
kojoj se ispituje struktura protona. Jedn. se reducira
na udarni presjek za Mottovo rasprsenje ako F3 = FEq i
Q* < m?.

Na visim energijama je takoder potrebno uzeti u obzir
i samu strukturu protona jer valna duljina virtualnog fo-
tona postaje manja od radijusa protona. U tom slucaju
proton se viSe ne smatra tockastim te se javlja potreba
za uvodenjem tzv. form faktora F(q?) koji su definirani
kao Fourierovi transformati gustoée naboja([I], p. 167]):

(7)

F(@) = [ plrjesrdr. (®)

Form faktor kvalitativno mozemo opisati kao funkciju
koja uzima u obzir razlike u fazi izmedu doprinosa
rasprSenom valu koje dolaze od razli¢itih tocaka distru-
bucije naboja u protonu.

Uzimajuéi sve navedeno u obzir, najopcenitiji, Lorentz-
invarijantan izraz za diferencijalni udarni presjek
elektron-proton rasprSenja koji uzima u obzir i struk-
turu protona dan je tzv. Rosenbluthovom formulom (|1l
pp. 172]):

do a? E5

— =X
dQ  4F?%sin*(0/2) Er

GL+7G3, /(0 9 . o0
L, cos <2>+2TGMSIII <2>},

gdje je 7 = Q*/4m,. Funkcije Gp(Q?) i Gu(Q?) nazi-
vaju se Sachsovim form faktorima te ovise o 4-impulsu
virtualnog fotona. Zbog te ovisnosti one se ne mogu in-
terpretirati kao ,standardni” form-faktori koji su funk-
cije 3-impulsa virtualnog fotona. Medutim, kako vrijedi
Q?> = —¢> = > — (E; — E3)?, moze se dobiti ovis-
nost 3-impulsa q o 4-impulsu @ koristeéi Cinjenicu da
E1 - E3 = Q2/2mp:

Q2<1+QQ>= 2

Ako se uzme limes Q2 <« 4m§ dobiva se Q2 ~ q? te se
u tom slucaju Sachsovi form faktori mogu interpretirati
kao Fourierovi transformati gustoée naboja i magnetskog
momenta:

Gp(Q?) ~ Grlq?) = / p(r)eia dir

9)

(10)
Gu(Q*) ~ Gu(q?) = /u(r)eiq'r d3r.



Zbog konzistentnosti s eksperimentalnim vrijednostima,
izrazi u jedn. (10) imaju sljedeée normalizacije:

(11)
G (0) = /u(r) d3r = 2.79,

gdje vrijednost G(0) = 2.79 dolazi od tzv. anomal-
nog magnetskog momenta protona. Iz poznatih Sachsovih
form faktora se mogu odrediti izrazi za radijuse naboja i
magnetskog momenta protona sto je i dalje vrlo aktivno
podrucje istrazivanja.

2.3. Duboko neelasticno rasprsenje

Pa

Slika 3: Prikaz DIS-a u laboratorijskom sustavu.
Preuzeto iz: [1]

Zbog kona¢ne veli¢ine protona, Sachsovi form faktori
Gr(Q?) i Gy (Q?) trnu vrlo brzo s porastom Q2 pa stoga
diferencijalni udarni presjek za elasti¢no elektron-proton
rasprienje naglo pada s porastom energije. Posljedi¢no,
dominantan proces u elektron-proton rasprsenju pri viso-
kim energijama je duboko neelastiéno rasprsenje (DIS),
prikazan na slici [3] u kojem se proton ,razbija” te vir-
tualni foton pocinje medudjelovati s kvarkovima unu-
tar protona. Pri e”p — e~ X rasprSenju, kona¢no ha-
dronsko stanje koje nastaje uslijed razbijanja protona se
sastoji od mnostva cestica. Invarijantna masa tog ha-
dronskog sustava W ovisi o 4-impulsu virtualnog fotona,
W2 = p? = (p2 + ¢)?, za razliku od elasti¢nog rasprienja
gdje je ona jednaka masi protona m,. Zbog postojanja
tog dodatnog stupnja slobode, kinematika DIS-a mora
biti opisana pomo¢u dvije nezavisne varijable, za razliku
od elasti¢nog rasprsenja koje je bilo opisano samo kutom
rasprienja 6. Cesto se u tu svrhu koriste veé spomenuta
invarijantna masa W i virtualnost Q2, no znaju se uvesti
i bezdimenzionalne varijable poput:

Q? Q°
T g QPAWZ—mZ

B : (12)

koja se naziva Bjorkenov x. Kako je invarijantna masa
uvijek veéa ili jednaka masi protona, W?2 > mi, iQ?>0
tada Bjorkenov x ima raspon vrijednosti 0 < xp <1 te
xp = 1 predstavlja specijalan slucaj kada je W?2 = mg
§to odgovara procesu elasti¢nog rasprsenja. Zbog toga se
Bjorkenov x moze interpretirati kao mjera ,elasti¢nosti”
rasprienja. Jos§ neke bezdimenzionalne varijable koje se
uvode su:
P2-q Es
Y ! Ey’ (13)

koja predstavlja postotak energije koju elektron izgubi
pri rasprSenju u sustavu u kojem proton miruje u
pocetnom stanju, i:
v=229_p g, (14)
my

koja predstavlja energiju koju elektron izgubi pri
rasprsenju u sustavu u kojem proton miruje u poc¢etnom
stanju.

Rosenbluthova formula se moze generalizirati za ne-
elasti¢no rasprSenje te ¢e u tom slucaju diferencijalni
udarni presjek biti funkcija dvije kinematicke varijable,
kako je i prethodno napomenuto. Najopcenitiji, Lorentz-
invarijantni udarni presjek za ep — eX neelasti¢no
rasprSenje u kojem se izmjenjuje jedan virtualni foton,
dano je jednadzbom ([T, p. 184]):

d?o _ 47ra2><
dzpd@?  Q*
m2y?\ Fy(zg, Q>
X[(l_y_ 52 ) 2(]ZQ>+92F1(17B7Q2> B

gdje su Fi(zp,Q?) i Fy(xp,Q?) tzv. strukturne funk-
cije (engl. structure functions). Zbog toga Sto su Fj i
F, funkcije koje ovise i 0 z5 i 0 Q2 one se ne mogu in-
terpretirati kao Fourierovi transformati gusto¢e naboja
i magnetskog momenta. U aproksimaciji Q? > mng
gornja jednadzba postaje:

d?o N dra? o
drp dQ? Q* (15)
FQ(J;B7Q2) 2 2
X (1—9)736 +y*Fi(xp,Q%)|,

Prva sustavna istrazivanja strukturnih funkcija F; i Fy
u neelasticnim elektron-proton rasprsenjima su naprav-
ljena na SLAC-u (engl. Stanford Linear Accelerator Cen-
ter) u Kaliforniji. Rezultati istrazivanja su pokazali dva
vrlo znacajna svojstva strukturnih funkcija. Prvo svoj-
stvo je tzv. Bjorkenovo skaliranje, odnosno uoceno je
da strukturne funkcije uopée ne ovise o virtualnosti Q?2,
tj. Fj(zp, Q% — Fj(zp), gdje je j = 1,2. To svojstvo
upucuje na Cinjenicu da se neelasti¢no rasprsenje odvija
na tockastim konstituentima unutar samog protona jer bi
inace objekt konac¢ne veli¢ine unio Q2 ovisnost u struk-
turne funkcije kroz form faktor. Drugo svojstvo, uoc¢eno



za Q2 veéi od nekoliko GeV-a, je tzv. Callan-Gross rela-
cija:

FQ(C[B) :21’BF1({EB), (16)

koja se moze objasniti ako se pretpostavi da se pri ne-
elasticnom elektron-proton rasprSenju elektron ustvari
elasti¢no rasprSuje na tockastim konstituentima spina
1/2 unutar protona.

2.4. Partonske distribucijske funkcije

Slika 4: Feynmanov dijagram za najnizi red
perturbativnog rac¢una za DIS. Preuzeto iz: [I]

Prije nego $to je moderna teorija kvarkova i gluona
postala opcéeprihvacena, Feynman je predlozio da je pro-
ton sastavljen od tockastih konstituenta koje je nazvao
partoni. U kvark-partonskom modelu je neelasti¢no e-p
rasprSenje opisano elasticnim rasprSenjem elektrona na
slobodnim kvarkovima (partonima) spina 1/2, §to je pri-
kazano na slici 4} Svi rac¢uni u ovom modelu napravljeni
su u tzv. sustavu beskonacnog impulsa, tj. sustavu u
kojem je energija protona mnogo vec¢a od njegove mase,
E > m,, pa se masa protona moze zanemariti. Impuls
kvarka (partona) u sustavu beskona¢nog impulsa glasi:

pg=2xp2, 0<ax <1, (17)

gdje je x udio longitudinalnog impulsa protona kojeg ima
rasprdeni kvark. Nakon interakcije s virtualnim fotonom,
rasprieni kvark ¢e imati impuls:

Py = TP2 + q,
a kvadrat njegovog impulsa nakon rasprsenja je:

(zp2 + q)* = 2°p3 + 2zpy - g + ¢ = m(.

1z jedn. se moze vidjeti da je x%p2 = m?, pa Ce stoga
gornja jednadzba glasiti:

2ep2 - q+ ¢ =0,

te se kona¢nim sredivanjem dobiva:

_QQ = Q2 =xpB. (18)

T = = :
2p2-q  2p2-q

4

Jedn. govori da je udio longitudinalnog impulsa pro-
tona koji nosi kvark u sustavu beskona¢nog impulsa s ko-
jim elektron interagira jednak Bjorkenovoj varijabli z .

U kvark-partonskom modelu je moguée diferencijalni
udarni presjek DIS-a reducirati na sumu diferencijalnih
udarnih presjeka za elasti¢na rasprsenja na pojedina¢nim
kvarkovima u protonu ([I, p. 193]):

d2 Ao 2
d:T@ - %f [(1 —y+ yﬂ > Qi(x),  (19)

%

gdje je ¢¥ tzv. partonska distribucijska funkcija (engl.
parton distrubution function, PDF), a @; naboj za i-ti
parton. Partonska distribucijska funkcija ¢! (z) se moze
shvatiti kao gustoca i-tog partona u protonu p s udjelom
longitudinalnog impulsa z izmedu x i = + dz. Ako se

jedn. usporedi s jedn. dobiva se:

Fy(x) =22k (2) = wZQ?Qf($)~ (20)

Jedn. (20) rekonstruira i Callan-Gross relaciju i Bjor-
kenovo skaliranje unutar kvark-partonskog modela, no
takoder i povezuje strukturne funkcije s PDF-ovima.
Medutim, vrlo brzo se uvidjelo da je ovakav model u
kojem je proton vezano stanje tri tzv. walentna kvarka
(engl. valence quarks) previse pojednostavljen. Same
PDF-ove nije moguée analiticki odrediti, no eksperimen-
talna mjerenja PDF-ova upuéuju na to da je proton di-
namicki objekt koji uz tri valentna kvarka (uud) sadrzi
i ,more” virtualnih kvarkova, antikvarkova i gluona, od
kojih samo gluoni nose gotovo 50% ukupnog impulsa pro-
tona. Na slici se mogu vidjeti Cetiri razli¢ita primjera
izgleda PDF-ova.

(i) (if) (iii

() ‘

(iv)

e

wl=
w
w

Slika 5: (i) jedna tockasta Cestica; (ii) tri stati¢na
kvarka od kojih svaki nosi po treéinu impulsa; (iii) tri
kvarka koji medudjeluju i izmijenjuju impuls; (iv)
interagirajudi kvarkovi s ukljuc¢enim dijagramima viseg
reda. Preuzeto iz: [I]

2.5. Generalizirane partonske distribucije

Generalizirane partonske distribucije (engl. genera-
lized parton distributions, GPDs) su funkcije s jedins-
tvenim svojstvima koja ih ¢ine iznimno zanimljivima za
proucavanje. Naime, GPD-ovi su povezani s drugim ne-
perturbativnim objektima koji su vazni pri razmatranju
elektron-proton rasprsenja, partonskim distribucijskim
funkcijama i form faktorima. Dok partonske distribucij-
ske funkcije i form faktori pruzaju vazan uvid, one nisu



Slika 6: Probabilisticka interpretacija form faktora, PDF-ova i generaliziranih partonskih distribucija za n =0 u
sustavu beskonaénog impulsa. Preuzeto iz: [2]

dovoljne kako bismo rekonstruirali potpunu sliku struk-
ture protona. Zbog toga je uveden koncept GPD-ova koji
obuhvacéaju i longitudinalnu distribuciju impulsa (PDF-
ovi) i transverzalnu distribuciju naboja (form faktori)
Sto efektivno daje trodimenzionalnu sliku protona. Veza
izmedu form faktora, PDF-ova i GPD-ova prikazana je
na slici[6] Takoder, GPD-ovi su direktno povezani s ma-
triénim elementima tenzora energije i impulsa za kvantnu
kromodinamiku (engl. QCD) u bazi hadronskih stanja
S§to je iznimno vazno ako se prisjeti da je tenzor energije
i impulsa najcesée ispitivan pomocu gravitacijskih inte-
rakcija. Zbog toga, GPD-ovi predstavljaju vaznu sponu
u odredivanju tenzora energije i impulsa pomocu elek-
tromagnetskih interakcija koje su mnogo izrazenije, ali i
jednostavnije za ispitati od gravitacijskih.

Vrlo rano u istrazivanju GPD-ova se uvidjelo da je te-
elektroprodukcija realnog fotona ili mezona pomodc¢u nuk-
leonske mete, poput protona, pri velikom prijenosu im-
pulsa. Dva procesa koji zadovoljavaju spomenute kri-
terije su duboko virtualno komptonsko rasprsenje (engl.
Deeply Virtual Compton Scattering, DVCS) i duboko vir-
tualna produkcija mezona (engl. Deeply Virtual Meson
Production) koji su prikazani na slici m Vazno je pritom
napomenuti da je pristup GPD-ovima preko ovih dvaju
procesa indirektan, odnosno ti procesi ne ovise direktno
o GPD-ovima ve¢ njihovim integralima koje, za DVCS,
nazivamo komptonski form faktori (engl. Compton Form
Factors, CFFs).

Mjerenje DVCS-a se najcesée izvodi preko tzv. lep-
toprodukcije realnog fotona, $to je prikazano na slici
Medutim, pojavljuje se i interferencija s tzv. Bethe-
Heitler procesom koji ima jednako kona¢no stanje i
eksperimentalno ga je nemoguée odvojiti od DVCS-a.
Opceniti diferencijalni udarni presjek za leptoprodukciju
realnog fotona glasi ([3]):

dbo alrp

= 2
drpdQ?djt|dpdos 167T2Q4\/1+752‘T| . (21)

Y v

DVCS DVMP

Slika 7: Prikaz DVCS-a i DVMP-a. Preuzeto iz: [3]

DVCS BH BH

Slika 8: Leptoprodukcija realnog fotona prikazana kao
koherentna superpozicija DVCS i Bethe-Heitler
amplituda. Preuzeto iz: [3]

gdje je t = (Py — P1)? tzv. Mandelstammova t-varijabla
koja se moze interpretirati kao prijenos impulsa, ¢ i ¢g su
dva azimutalna kuta koja se mjere u odnosu na ravninu
rasprienja leptona, ¢ = 2xgM/Q gdje je M masa mete,
a T je koherentna superpozicija DVCS i Bethe-Heitler
amplituda:

T = |Tsn + Toves|” = |Teul” + | Toves|* + 2. (22)

DVCS amplitudu Tpycs je mogude rastaviti na, pret-
hodno spomenute, komptonske form faktore (CFF-ove)
koji se u vodeéem redu perturbativne teorije QCD-a



mogu zapisati kao:

+1
f(n,t):Zeg/l dz x
. -

(23)

1 1
X |: T . :|Fq(x»nvt);
nN—r—1€ 1NnN+x—1

f(n,t):Zeg/l dzx x
. _

(24)

x[ L1 }Fq(m,mt),
n—x—1w nN+r—1e

gdje se jedn. i sumiraju po kvarkovskim okusima
q, eq je naboj kvarka okusa g, a F'? i F su zeljeni GPD-
ovi za kvarkovski okus g. Takoder, u jedn. i se
pojavljuje i parametar n koji se naziva asimetrija (engl.
skewness) i definirana je kao ([3]):

A+

_Fv (25)

’]7:

gdje je P 4-vektor ukupnog impulsa, a A 4-vektor prije-
nosa impulsa:

P=P+P;
p) 1 (26)
A=P — P,
dok su P* i A* defnirani kao:
1 )
ai:—(aoiad), a=PA. (27)

V2

S druge strane, Bethe-Heitler amplituda Tgy je potpuno
zadana dobro poznatim elasticnim form faktorima Sto
onda omogucuje uvid i u realnu i imaginarnu kompo-
nentu CFF-ova putem interferencijskog ¢lana Z.
Konacni izrazi za amplitude koje se pojavljuju u dife-
rencijalnom udarnom presjeku u jedn. glase ([3]):

Ten|? = — 5 ! X
(L +e%)Pi()P2(¢)
2 (28)
X B cos(ng) + sPHsin(¢) | ;
n=0
L P 0Pa0)
3 (29)
X Z [ch cos(ng) + st sin(ng)] ;
n=0
|Toves| = éx
(30)

2
X Z [ePVOS cos(ng) + sh B sin(ng)]

n=0

gdje je e; naboj leptonskog snopa u jedinicama elemen-
tarnog naboja, a P; i Py dolaze od leptonskih propaga-
tora u Bethe-Heitler amplitudi. Trazeni CFF-ovi ulaze
kvadratno u koeficijente cPVCS i sPVCS linearno u cZ i
st a uopée ne ulaze u koeficijente cBH i sPH. Ono sto ¢e
se proucavati u ovom radu jest ponasanje nepouzdanosti
vezanih uz koeficijente ¢, i s, iz kojih se onda propaga-
cijom pogreske mogu odrediti nepouzdanosti CFF-ova, a
samim time i GPD-ova dok se detaljniji pregled GPD-ova
i CFF-ova moze pronaéi u literaturi [2] i [3].

3. TRETMAN POGRESKE U MJERENJIMA

Srz ovog rada je, kako je i prethodno spomenuto, ispiti-
vanje izraza za nepouzdanosti koeficijenata c, i s, jer se
oni pojavljuju u jedn. — te su vrlo usko povezani
s prethodno spomenutim komptonskim form faktorima
(CFF-ovima), a samim time i Zeljenim generaliziranim
partonskim distribucijama (GPD-ovima).

Funkcija f(¢) je definirana kao:

Cmax Smax

f(o) = Z ek cos(ko) + Z s sin(ko), (31)

k=0 k=0

gdje svi koeficijenti ¢ 1 s za koje k > Cmax, Smax
iS¢ezavaju. Eksperimentalnim mjerenjima su odredene
tocke (¢n,yn) gdje jen = 1,..., N indeks pojedine tocke,
ako se dobivenim to¢kama zeli napraviti prilagodba funk-
cije f(¢) onda se primjenjuje tzv. metoda najmangih kva-
drata u kojoj se zeli minimizirati veli¢ina:

N
S=>"[yn— f(on)), (32)
n=1

Uvrstavanjem jedn. u jedn. dobiva se:

2

Cmax Smax

N
S = Zl |fUn - Z ek cos(koy) — kz sp sin(kon)
= =0

k=0

Koeficijent ¢, odreduje se iz gornje jednadzbe minimi-
zacijom veli¢ine S po koeficijentu c¢,,:

s al
9o = 2 LLZ:I Yn COS(My ) —

N Cmax

=" crcos(kgn) cos(mey)—
n=1 k=0

N Smax

— Z Z s sin(koy, ) cos(mey,) | = 0.

n=1 k=0
Posljednji ¢lan u gornjem izrazu iscezava, odnosno:

N Smax

Z Z sg sin(koy,) cos(mey,) =0, Vm € {0,..., cmax},

n=1 k=0



dok za drugi ¢lan vrijedi:

N Cmax c
Z Z Ck COS k(bn COS(m¢n) = {C:N/Q,

n=1 k=0

m =0
lgmgcmax

Konacno, izraz za koeficijent ¢, glasi:

N
= 3 pucos(mé,), 0<m < e, (33)

gdje je 7o =1, a r>1 = 2. Analogno se za koeficijente
Sm dobiva:

N
2
Sm = N nz::lyn Sin(m¢n)7 1 <m < Smax- (34)

Jedn. (33) i (34) su analogoni izraza za koeficijente u
Fourierovom razvoju za diskretnu varijablu x. Takoder,
moze se vidjeti kako izrazi za koeficijente ne ovise 0 ¢pax

1 Smax-

Sada je potrebno razmotriti sto se dogada sa nepouz-
danos§c¢u koeficijenata ¢, 1 s,,, ako je mjerenje optereéeno
iskljucivo statistickim greskama. Greska za koeficijent
¢, Ce tada biti:

N5 2

3 9Yn 2 _
( 2y; Cos(md)n)> Ay;
COSQ(m¢j)Ay]2.

Ako se pretpostavi da je Ay; = A za svaki j dobiva se:

& = mAQZCOS (me;).

Koristedi izraz:

N/2 >1
Zcos (me;) = { /2 =
7 m = b
konaé¢no se dobiva:
1
Acy = A N M= 0;
(35)
/2
cm = A N m > 1.
Analogno se dobije izraz za As,,:
Aspy = Ay/ 2 >1 (36)
Sm = N’ m = 1.

Za sistematsku pogresku je potrebno napraviti zasebnu
analizu. Opcenito, varijanca neke veli¢ine je dana kao:

o; =((z - 2)%),

gdje je T oCekivana vrijednost veli¢ine x. Varijanca ko-
eficijenta ¢, ¢e po jedn. biti:

U?m = <<Cm - ém)2> )

gdje je ¢m = (Y1, Yn), & Cm = Cm (Y1, - -, Tn). Ako
se ¢, razgvije u Taylorov red oko njegove oc¢ekivane vrijed-
nosti ¢, te se pritom zadrze samo prva dva reda razvoja
dobiva se:

(37)

(38)

acm
8yz

(39)

=+ Z
Cm=Cm

, ako se jedn. uvrsti u jedn. slijedi:

(el L))

N
B ocy, O, B
<i7jZ:1 (yl yl) (y] ) ayl ay] R > -

N
_ . Ocy, Ocp,
= > i =m0 —5) 5o
i,5=1 Cn=Cm,

5cm
3yz

0y; Oy,

Koristedi definiciju kovarijance:

cov(X,Y) = (X = X)(Y - Y)) (40)
1izraz:
OCm,  Tm o OYn  Tm
0 = 2 0; (moy,) = N cos(ma;),
konac¢no se dobiva:
2 ry
0e, = a5 D cov(yi,yy) cos(mey) cos(mepy).  (41)

ij=1

gdje je ro = 1, a rp>1 = 2. Analogno se moze dobiti i
izraz za Sp,:

4
Ton = §E 2

Sada, potrebno je razmotriti dva razli¢ita slu¢aja. Prvi
slucaj je tzv. normalizacijska greska:

v(yi, y;) sin(me;) sin(me;).  (42)

(Yi — 1) = A;. (43)
Kovarijanca je u tom slucaju:
cov(yi, ;) = (A7) (A7) = A%, (44)



Uvrstavanjem jedn. u jedn. dobiva se:

2
T
sz = N—”;A2 Zyl cos(ma;) Zy] cos(ma;),

j=1
§to se koristenjem jedn. moze srediti u oblik:

2 2-2
Uc _A Cm-

Naposlijetku, analogno se dobiva i za koeficijente s,, pa
je konaéni rezultat:

m > 0; (45)
m>1. (46)

Oc¢,, = A Cm,

Os,, = A5,

Iz jedn. i vidljivo je da standardna devija-
cija u slucaju normalizacijske greske uopée ne ovisi o
broju izmjerenih tocaka N te se stoga ne moze eliminirati
povecavanjem broja tocaka.

Drugi slucaj je tazv.
greska:

modulirana normalizacijska

(yi — i) =

Za nju ¢e kovarijanca glasiti:

A cos(¢)Yi- (47)
cov(ys, y;) = A? cos(¢;) cos(¢;)TiT;- (48)

Analogno kao i prije dolazi se do izraza:

Cm

o2 m A2 Z ¥; cos(me;) cos(¢p;) X

X Z gj cos(me;) cos(¢;),

j=1

gdje je rg = 1, dok je r,, =2 zam > 1. Zaslucaj m =0
slijedi:

cos(¢;).

an

o —AQ Z J; COS ¢Z

Koristeci jedn. dobiva se:

N_ 2
O'go = WA2 <201) .

Sredivanjem gornje izraza se naposlijetku dobiva:
= —=A. (49)

Za slucaj m > 1 potrebno je upotrijebiti trigonometrijski
identitet za produkt dva kosinusa:

1 1
5 o8 ((m = 1))+ cos ((m + 1))

cos(ma;) cos(¢;) =

Koristeéi gornji izraz i jedn. dobiva se:

o2 :iAz <N5m1 +

o N n N
—Cm— C .
27"m71 m—1 2Tm+1 m—+1

Konacno, ako se pretpostavi hijerarhija medu koeficijen-
tima, odnosno ¢, > ¢; > ¢co > ..., mogu se zanemariti
svi ¢lanovi koji sadrze ¢,,,+1 pa se gornji izraz pojednos-

tavljuje u:
4 N 2
2 A2 _
= — m— .
Tcpm N2 (27”m_1 ¢ 1)

Naposlijetku, dobiva se izraz:

Cm—1

Oc  —

m

A, m>1. (50)

T'm—1

Za koeficijente s,,, uz pretpostavljenu hijerarhiju koefi-
cijenata, se analogno dobiva:

So

Os, = EA; (51)
%ngg*A,1n>2 (52)

4. REZULTATI

U ovom radu proucavan je jedan pojednostavljen, od-
nosno tzv. ,toy-model” udarnog presjeka:

o(¢) = co + c1 cos(¢), (53)

gdje su parametri cg i ¢y namjeSteni tako da budu bez-
dimenzionalni. Cilj rada bio je a priori definirane vri-
jednosti parametara ekstrahirati iz podataka generiranih
Monte Carlo metodom. Kako bi se podaci mogli pouz-
dano ekstrahirati generira se mnostvo tzv. Monte Carlo
replika od kojih se svaka pojedina replika moze shvatiti
kao jedan niz mjerenja udarnog presjeka o u ovisnosti
o kutu rasprsenja ¢ koji je optereéen nekom vrstom po-
gresaka koje se javljaju u realnim eksperimentima. Tako
se metoda Monte Carlo replika u neku ruku moze shva-
titi kao ponavljanje istog ,,eksperimenta” mnogo puta pri
¢emu se za svaku repliku radi prilagodba iz koje se onda
ekstrahiraju parametri prilagodbe definirani u jedn. .
Kao izvor nasumicnosti za generiranje Monte Carlo re-
plika iskoristena je funkcija random. randlﬂiz Python pa-
keta numpy koja generira nasumicne brojeve po normal-
noj (Gaussovoj) distribuciji, dok je za prilagodbe koristen
paket iminuit’l Na slici @nalam se primjer jedne Monte

I https://numpy.org/doc/stable/reference/random/
generated/numpy.random.randn.html
< https://iminuit.readthedocs.io/en/stable/


https://numpy.org/doc/stable/reference/random/generated/numpy.random.randn.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/random/generated/numpy.random.randn.html
https://iminuit.readthedocs.io/en/stable/
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Slika 9: Prikaz jedne Monte Carlo replike za podatke u
kojima je prisutna statisticka pogreska.

Carlo replike gdje su crnim tockama prikazane ,izmje-
rene” vrijednosti, dok je plavom linijom naznacen izgled
modela iz jedn. .

Prvo su, za dvadeset uniformno raspodijeljenih vrijed-
nosti kuta ¢; izmedu 0 i 27, generirane vrijednosti o; kako
bi se analizirali izrazi za statisticke pogreske navedeni u

jedn.:
0; = A" + M cos(¢i) + A-e(di), Vi, (54)

gdje je €(¢;) nasumicna vrijednost odabrana po normal-
noj distribuciji sa standardnom devijacijom A = 0.1, a
parametri ¢ = 1.8 i ™ = 0.9 su a priori defini-
rani koeficijenti koji se smatraju ,istinitima”. Sada se
na ovu generiranu repliku napravila prilagodba te su uz
pomo¢ prilagodbe odredeni koeficijenti ¢g i ¢; koji najbo-
lje opisuju generirane vrijednosti. Postupak generiranja
ovakvih replika je ponovljen tisu¢u puta te je za svaki
koeficijent ¢ i ¢; provjereno upada li u interval:

c(tfue —Acg < ¢y < cgr“e + Acg;

e — Acyp < ep < ™M+ Acy,

gdje su Acg i Acy definirani u jedn. . Dobiveno je da
u interval upada ~ 68% koeficijenata dobivenih prilagod-
bom, $to vrlo dobro odgovara ocekivanju da se unutar
jedne standardne devijacije Gaussove raspodjele nalazi
~ 68.2% vrijednosti. Takoder su od dobivenih vrijednosti
napravljeni histogrami te je na njih prilagodena Gaussova
funkcija §to je prikazano na slikama[I0]i[II] Vrijednosti
dobivene iz prilagodbi Gaussiana su:

co = 1.80 £ 0.02;
c1 = 0.90 £ 0.03.

Dobivene vrijednosti za pogreske razlikuju se za ~ 10%
od onih koje se dobiju iz jedn. §to upuéuje na to
da navedena formule dobro opisuju situaciju u kojoj je
mjerenje optereéeno statistickim pogreskama.
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Slika 10: Prikaz histograma vrijednosti koeficijenata cg i
pripadne prilagodbe za replike generirane iz jedn. .
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Slika 11: Prikaz histograma vrijednosti koeficijenata c; i
pripadne prilagodbe za replike generirane iz jedn. .

Potom su za kuteve ¢; i iste parametre c¢f™° i c{™e,

generirane vrijednosti o; po sljedecoj formuli:
oi = [cg" + ™M cos(y)] (1+A-e), Vo, (55)

gdje je € nasumicna vrijednost odabrana po normalnoj
distribuciji sa standardnom devijacijom A = 0.1, no sada
je ta vrijednost jednaka za sve ¢; za razliku od pret-
hodnog slucaja gdje je za svaki ¢; bila generirana nova
nasumicna vrijednost. Jedn. sluzi za ispitivanje nor-
malizacijskih pogresaka jer su u ovom sluc¢aju svi podaci
pomaknuti za istu vrijednost te je ta vrijednost koreli-
rana za svaki ¢;. Proveden je isti postupak generiranja
replika kao i u prethodnom slu¢aju te su od koeficijenata
cp 1 c1 napravljeni histogrami na koje je napravljena pri-
lagodba Gaussiana $to je prikazano na slikama [12]i
Vrijednosti koje su dobivene iz prilagodbi su:

co=18+0.2
1 = 0.89 £ 0.09.
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Slika 12: Prikaz histograma vrijednosti koeficijenata ¢ i
pripadne prilagodbe za replike generirane iz jedn. .
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Slika 13: Prikaz histograma vrijednosti koeficijenata c; i
pripadne prilagodbe za replike generirane iz jedn. .

Usporedujuéi dobivene vrijednosti nepouzdanosti s
onima iz jedn. dobiva se da je relativna razlika
izmedu teorijske vrijednosti i vrijednosti dobivene iz pri-
lagodbe za koeficijent ¢y =~ 10% dok je za koeficijent
~ 1% sto je izvrsno poklapanje teorije i eksperimenta
te upucuje da jedn. dobro opisuje slucaj u kojem u
mjerenjima postoji normalizacijska pogreska.

Naposlijetku je isti napravljen isti postupak kao i u
prethodna dva slu¢aja, no ovaj puta su vrijednosti o;
odredene po formuli:

01 = e + ¢ cos(90)] (L+Acos(r)-). Vo, (56)
gdje je € nasumicna vrijednost odabrana po normal-
noj distribuciji, A = 0.1, a koeficijenti ¢ = 1.8 i
e = 0.9. Ova jednadzba sluzi za ispitivanje posljednje
vrste greske razmatrane u ovom radu, a to je modulirana
normalizacijska greska. Histogrami dobivenih koeficije-
nata cg i ¢; s pripadnim prilagodbama prikazani su na
slikama [T4] i Iz prilagodbe su dobivene sljedeée vri-
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Slika 14: Prikaz histograma vrijednosti koeficijenata cg i
pripadne prilagodbe za replike generirane iz jedn. .
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Slika 15: Prikaz histograma vrijednosti koeficijenata c; i
pripadne prilagodbe za replike generirane iz jedn. .

jednosti:

co = 1.80 £ 0.05;
e =0.9+0.2.

Relativna razlika izmedu teorijskih vrijednosti danih u
jedn. i i vrijednosti dobivenih prilagodbom iz-
nosi 10%. Dobivena razlika upuéuje na to da izvedene for-
mule za nepouzdanosti dobro opisuju ,,eksperimentalne”
podatke.

5. ZAKLJUCAK

Fizika elektron-proton rasprSenja se pokazala kao vrlo
bogato i zanimljivo podruéje istrazivanja u fundamen-
talnu strukturu protona, a samim time i ostalih nukle-
ona. Generalizirane partonske distribucije u tom kontek-
stu sluze kako bi objedinile prethodno razdvojene poj-
move distribucije longitudinalnog impulsa, koji je opisan




partonskim distribucijskim funkcijama, i transverzalne
distribucije naboja, koja je opisana form faktorima. U
ovome se radu zeljelo rasvijetliti propagaciju pogreske pri
eksperimentalnim mjerenjima dubokog virtualnog komp-
tonskog rasprsenja koji sluzi kao indirektan pristup GPD-
ovima preko tzv. komptonskih form faktora. U tu svrhu
su napravljene Monte Carlo replike modela udarnog pre-
sjeka definiranog u jedn. . Prvo je na podatke gene-
rirane u replikama dodana statisticka pogreska te je za
koeficijente dobivene iz prilagodbi modela na podatke iz
replika napravljen histogram na koji je napravljena pri-
lagodba Gaussiana. Iz prilagodbe su odredene srednja
vrijednost i standardna devijacija pojedinog koeficijenta
te je ta standardna devijacija usporedena sa vrijednoséu
dobivenom iz jedn. pri cemu je dobivena relativna

11

razlika =~ 10%. Zatim je na podatke iz replika dodana
tzv. normalizacijska greska te je proveden isti postupak
kao i prije. Dobivene standardne devijacije su usporedene
s vrijednostima odredenim iz jedn. te je za koeficijent
co dobivena relativna razlika ~ 10%, dok za koeficijent c;
relativna razlika iznosi ~ 1%. Naposlijetku je isti postu-
pak primjenjen i na tzv. moduliranu normalizacijsku po-
greSku te su usporedene standardne devijacije odredene
iz prilagodbe Gaussove funkcije na podatke iz replika sa
vrijednostima odredenim iz jedn. i i dobivena
je relativna razlika od &~ 10%. Iz dobivenih rezultata se
stoga moze zakljuciti da se teorijski opis za razlic¢ite vrste
pogresaka dobro slaze s vrijednostima odredenim iz pri-
lagodbi na ,eksperimentalne” podatke dobivene Monte
Carlo metodom.
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[3] K. Kumericki, S. Liutti, and H. Moutarde. GPD phenomenology and DVCS fitting. Fur. Phys. J. A, 52:157, 2016.
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